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本 书 主要 部 分 源 于 钟 家 庆 兄 的 笔记 ， 当 时 我 和 和 孙 理 察 每 周 两 讲 ， 由 于 孩子 
都 还 在 袜 襟 中, 准备 工作 有 一 定 的 困难 , 但 是 作者 二 人 兴致 勃勃 ,在 准备 这 些 讲 
座 时 还 发 展 了 一 些 新 的 定理 。 以 后 到 了 圣地 亚 哥 ， 我 有 十 五 个 博士 生 在 课 上 听 
讲 ， 很 遗憾 的 是 没有 学 生 贸 有 完整 的 讲稿 。 以 后 张 茶 庆 和 丁 伟 血 重 整 这 部 分 讲 
稿 时 ， 已 不 能 将 当时 作者 二 人 的 讲 辞 全 部 还 原 ， 这 是 很 可 惜 的 。 事 隔 二 十 年 ， 
作者 二 人 已 无 从 追忆 当年 创作 的 细节 。- 


所 下 国内 学 者 包括 当时 做 笔记 的 几 位 学 者 和 我 们 的 学 生 ， 确 也 在 这 本 书 上 
得 到 一 些 好 处 ， 守 然 成 一 流派 ， 称 为 几何 分 析 。 遗 憾 的 是 书 中 有 一 部 分 精 要 的 
地 方 未 受到 重视 ， 尤 其 是 李 伟 光 和 我 发 展 的 在 抛物 方程 的 不 等 式 ， 在 国外 由 美 
国 的 Hamilton 、 苏 联 的 Perelman 得 出 几何 学 上 的 深入 发 展 ， 解 决 了 一 些 重 要 
的 问题 。 毕 竟 几 何 分 析 的 一 个 主要 目标 是 了 解 几何 结构 ， 不 特 分 析 而 已 妆 。 盼 
望 本 书 读者 能 够 了 解 这 一 点 ， 


讲稿 在 中 国 先行 出 版 ， 到 九 十 年 代 才 出 版 英文 版 * ， 并 加 上 几 篇 我 的 个 人 
著作 ， 以 补 不 足 。 这 次 中 文 新 版 增加 了 三 篇 我 近年 的 文章 和 演讲 辞 : 《几何 学 
的 未 来 发 展 》、《 几 何 与 分 析 回顾 》、《 复 几何 的 历史 及 前 景 》， 另 对 原 中 文 
版 第 一 、 二 、 三 、 六 章 作 了 较 大 的 改动 ， 使 本 书 渐 至 完善 。 


作者 原意 再 写 极 小 子 流 形 和 Monge-Ampére 方程 在 几何 上 的 应 用 ， 时 光 罕 
普 ， 作 者 二 人 自从 加 州 分 开 后 ， 竞 无 机 会 再 聚 在 一 起 续 写 前 蔬 ， 调 和 映射 一 书 
已 有 英文 版 ， 和 希望 中 文 版 在 不 久 即 可 面世 . 


当年 帮忙 整理 此 书 的 钟 家 庆 教 授 早 已 仙 送 ， 最 为 可 惜 ， 其 余 谱 子 则 在 中 国 
学 坛 上 担当 重任 ， 月 旦 人 物 ， 然 而 学 如 流水 ,未 足 自 负 ， 书 中 多 处 尚 需 发 展 . A 
望 以 后 能 够 有 一 个 安静 而 有 学 术 和 气氛 的 地 方 ， 了 却 未 完成 的 心愿 。 本 书 新 版 ， 
再 加 上 我 在 交通 大 学 的 一 篇 《几何 学 的 未 来 发 展 》 的 演讲 锌 ， 或 可 从 宏观 的 和 角 
度 来 看 几何 的 发 展 . 


* 中 文 版 《微分 几何 》, 科学 出 版 社 ，1988 ; 英文 版 Lectures on Differential Geometry, International 
Press, 1994. 
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我 们 知道 , 在 数学 的 各 个 分 支 中 , 几何 学 自古 以 来 一 直 被 数学 家 们 所 重视 . 
其 原因 在 于 : 几何 学 研究 的 是 自然 现象 的 某 种 表现 形式 ， 而 自然 现象 具有 很 真 
实 的 感觉 ， 所 以 它们 一 直 是 数学 家 灵感 的 重要 源泉 ， 因此， 几何 学 和 数学 的 其 
他 分 支 有 着 极为 密切 的 关系 ; 当然 也 由 于 自然 科学 的 发 展 而 得 到 推动 . 20 世纪 
30 年 代 Einstein 提出 的 广义 相对 论 ， 近 20 年 来 Yang-Mills 提出 的 规范 场 论 等 
等 ， 都 是 几何 学 和 物理 结合 的 最 好 例子 . 

几何 学 的 主要 部 分 是 微分 几何 学 ， 近代 微分 几何 学 研究 流 形 上 的 解析 结构 
和 这 种 结构 所 蕴含 的 几何 现象 . 这 些 可 以 说 是 由 Gauss 和 Riemann 等 人 所 葛 基 
的 .自从 Riemann 提出 Riemann 几何 以 后 , 局 部 几何 学 就 有 了 飞速 的 发 展 ， 产 
生 了 张 量 分 析 . 同时 ， Klein 发 表 了 著名 的 爱 尔 朗 根 纲领 ， 由 群 论 角度 研究 空 
间 变 换 群 的 不 变量 ， 从 而 引进 了 各 种 不 同 的 几何 学 . 另外 ， 复 变 函 数 的 单 值 化 
理论 促进 了 Riemann 曲面 的 研究 这 种 种 理论 以 及 经 典 的 曲面 理论 , 构成 了 20 
世纪 微分 几何 发 展 的 基础 . 

在 20 世纪 ， 微 分 几何 的 发 展 极其 迅速 ， 大 致 可 分 为 四 个 不 同方 面 . 

第 一 方面 ，Cartan 和 Weyl 作 了 Lie 群 和 Riemann 对 称 空间 的 分 类 ，Cartan 
将 联络 的 概念 推广 ， 将 Klein 的 理论 和 Riemann 几何 融合 ， 又 引进 了 外 微分 ， 
发 展 了 Cartan-Kahler 理论 ， 因 此 ， 使 局 部 微分 几何 大 大 地 推进 了 一 步 ; 

第 二 方面 ,由 于 拓扑 学 和 代数 几何 的 莲 勃 发 展 ，de Rham, Hodge, Kodaira, 
Hopf, Lefschetz, Whitney, Weil, 陈省身 (S. S. Chern) 等 人 将 它们 和 微分 几何 建 
立 起 密切 的 关系 ， 从 而 发 展 了 整体 微分 几何 ; 

第 三 方面 ， 由 于 古典 几何 学 的 影响 ， 凸 曲面 几何 学 、 综 合 几 何 学 、 积 分 几 
何 学 在 Alexandroff, Cohn-Vossen, Pogorelov, Busemann, Rauch, Santalo 等 人 的 
领导 下 ， 有 了 很 大 的 进展 ; 

第 四 方面 ， 由 于 微分 方程 理论 的 逐渐 成 熟 ， 几 何 学 家 开始 应 用 分 析 方 法 来 
解决 几何 问题 ， 反 过 来 ， 微 分 几何 理论 又 提供 了 大 量 有 意义 的 微分 方程 ， 而 研 
究 这 些 方程 ， 往 往 要 提出 新 的 观点 和 方法 ， 所 以 分 析 学 家 也 密切 注意 着 几何 学 
的 发 展 ， 在 这 方面 的 领导 人 有 Hadamard, Morse Lewy, Morrey, Bochner, Nash, 
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Moser, Nirenberg, Efimov. 他 们 的 工作 ， 葛 定 了 近 20 年 来 非 线性 偏 微分 方程 在 
几何 中 的 应 用 的 基础 


本 书 将 介绍 上 述 的 主要 工作 , 读者 可 以 发 现 , 微分 几何 是 一 个 整体 的 学 问 ， 
上 述 四 个 方面 实际 上 是 很 自然 地 融合 在 一 起 的 ， 因 此 ， 第 一 册 的 目的 在 于 研究 
Riemann 流 形 上 整体 微分 方程 理论 ， 并 且 导 出 曲率 与 拓扑 之 间 的 关系 ， 在 第 一 
册 中 ， 我 们 只 讨论 一 个 方程 的 情形 ， 在 陆续 出 版 的 第 二 册 和 第 三 册 中 ， 我 们 会 
涉及 方程 组 的 问题 , 例如, 我 们 将 要 涉及 Hodge 理论 、 极 小 子 流 形 、 调和 映射 、 
规范 场 、 Kihler 流 形 、 Monge-Amperé 方程 ， 其 中 将 讨论 几何 与 拓扑 、 代 数 几 
何 、 广 义 相对 论 和 高 能 物理 之 间 的 关系 . 


第 一 册 包 含 六 章 内 容 , 前 四 章 讨论 Laplace AF, 它 是 微分 几何 中 最 重要 的 
AT. 这 是 由 于 很 多 重要 的 非 线 性 算 子 在 线性 化 后 ， 往 往 是 某 个 Rieman 度量 
的 Laplace AF. 在 具体 讨论 中 ,我们 往往 要 用 线性 算 子 去 逼近 非 线 性 算 子 ， 
所 以 我 们 希望 给 出 尽量 不 依赖 于 Rieman 度量 的 各 种 估计 ， 我们 考虑 的 空间 ， 
可 能 是 有 界 函 数 空间 ， 也 可 能 是 平方 可 积 函 数 空间 .我 们 知道 ， 在 经 典 调和 分 
析 中 ， 主 要 是 考虑 R"” 及 其 中 的 有 界 域 上 的 调和 函数 ， 它 们 的 推广 应 该 是 完 
Riemann 流 形 ， 其 中 有 非 负 Ricci 张 量 的 流 形 对 应 于 Euclid 空间 、 有 负 曲 率 的 
流 形 对 应 于 有 界 域 ， 原 则 上 来 说 ， 经 典 调和 分 析 中 的 主要 定理 在 流 形 上 都 应 该 “ 
有 相应 的 推广 ， 本 书 前 两 章 ， 就 是 讨论 其 中 比较 重要 的 推广 ， 值得 注意 的 是 ， 
我 们 往往 要 提出 新 的 方法 来 进行 这 种 推广 ， 同时， 我 们 发 现 ， 很 多 几何 问题 又 
都 可 以 用 这 种 分 析 方 法 来 解决 ， 当 Laplace 算 子 作用 在 平方 可 积 函 数 空间 时 ， 
最 重要 的 是 研究 此 算 子 的 谱 分 析 ， 当 流 形 为 紧 时 ， 谱 是 离散 的 ， 所 以 在 第 三 章 
中 ， 我 们 研究 特征 函数 及 谱 的 性 质 ， 在 第 四 章 中 ， 我 们 研究 热 核 ， 目 的 也 在 于 
研究 谱 的 性 质 ， 也 希望 研究 波动 核 的 性 质 ， 其 原因 自然 是 由 于 它 提供 了 谱 和 测 
地 线 之 间 的 关系 ， 当 流 形 非 紧 时 ， 我 们 对 谱 的 性 质 知道 得 仍然 很 少 ， 特 别 是 关 
于 连续 谱 的 情形 .这 些 希望 以 后 能 够 涉及 . 


第 五 、 六 章 主要 考虑 由 于 保 角 形变 所 导出 的 非 线性 偏 微分 方程 .这 方面 ， 
从 Poincaré 起 ， 就 不 断 有 工作 ， 我 们 首先 讨论 了 Yamabe 问题 . 当然 ， 只 限于 
紧 流 形 的 情形 ， 在 非 紧 流 形 的 情形 ， Yamabe 问题 还 没有 完全 解决 ， 希 望 以 后 
也 能 涉及 . 在 第 六 章 考虑 保 角 平 坦 Rieman 流 形 的 性 质 . 在 那里 ， 读 者 可 以 发 
现 ， 在 纯 量 曲率 恒 正 的 情形 ， 对 这 种 流 形 可 以 有 一 个 比较 清楚 的 了 解 ， 但 是 在 


负 纯 量 曲率 的 情形 ， 则 仍然 是 一 个 困难 的 问题 . 

由 于 整体 微分 几何 方面 没有 一 本 比较 合适 的 教科 书 ， 特 别 是 以 拓扑 、 代 数 
几何 为 基础 ， 以 分 析 为 主要 工具 的 系统 教材 ， 我 们 这 本 书 可 以 说 是 这 方面 的 一 
个 尝试 . 

本 书 是 作者 的 一 系列 演讲 ， 其 中 前 部 分 是 1983 年 在 Princeton 讲 的 四 章 ， 
由 钟 家 庆 整 理 讲稿 ， 后 部 分 是 1984 年 及 1985 年 在 San Diego 讲 的 四 章 ， 第 五 
章 由 许 以 超 和 丁 伟 岳 整 理 讲稿 ， 第 六 章 的 主要 结果 是 作者 们 在 此 期 间 获 得 的 ， 
此 章 由 张 恭 庆 整 理 讲稿 ， 整 理 讲稿 的 各 位 数学 家 都 是 学 有 专长 ， 往 往 在 整理 期 
间 加 上 他 们 极 宝贵 的 意见 , 使 本 书生 色 不 少 . 另外 ,作者 的 学 生 田 刚 、 曹 怀 东 、 
李 俊 等 人 进行 了 修改 ， 在 此 一 并 表示 感谢 .由 于 水 平 有 限 ， 书 中 错误 及 不 妥 之 
处 自 属 难免 ， 还 望 读者 多 多 提出 宝贵 意见 . 
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第 一 章 比较 定理 与 梯度 估计 


1.1 比较 定理 


比较 定理 是 流 形 上 分 析 的 基本 工具 之 一 , 其 本 质 是 通过 对 Jacobi HARE 
曲率 的 联系 ， 以 及 流 形 曲率 的 性 质 进 行 分 析 而 获得 关于 流 形 的 更 一 般 的 性 质 . 
另 一 方面 , 从 Jacobi 方程 看 , 它 又 是 微分 方程 在 几何 中 的 应 用 . 例如 ， 比较 定理 
AE Bonnet 定理 ， 就 是 应 用 Sturm-Liouville 理论 的 结果 . 在 微分 几何 中 ， 
有 各 种 形式 的 比较 定理 ， 这 方面 的 详细 叙述 可 参见 Cheeger, Ebin 的 书 ([10]). 
设 M 是 n 维 完备 的 Riemann 流 形 ， 其 Riemann 度量 记 为 


ds? = > gig dz? dx, 


其 中 {x} (1 < i <n) 是 局 部 坐标 .熟知 (M, ds?) 上 的 Laplace-Beltrami Af 
义 为 
ae Var a 
其 中 ， g= det (9:;), (9° Je (gii) i 
M 上 有 一 个 自然 的 函数 , 即 关 于 一 固定 点 的 距离 函数 . 任 取 固定 点 pEM, 
定义 
p(x) = dist (p, £), Yx € M. 
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WR, p(x) 不 仅 是 连续 的 ， 而 且 是 Lipschitz 连续 函数 . 由 测度 论 可 知 ， 
p(x) 几乎 处 处 可 微 . 

对 固定 点 p E M, 考虑 指数 映射 exp, : 7,M 一 M, 其 存在 性 是 熟知 的 
Hopf-Rinow 定理 以 及 M 的 完备 性 的 直接 推论 ， 对 于 任 一 向 量 X cTM, 设 
y(t) = exp, (tX) (t > 0) BM p 出 发 的 沿 方向 X 的 光滑 测 地 线 ( 即 y(0) = 
p,Y(0) =X). 当 t 很 小 时 ，7 是 连接 y(t) 与 p 的 惟一 极 小 测 地 线 , 是 dexp, lex : 
Tix (TpM) > Texp,(ex)M 是 微分 同 胚 . 但 随 着 t 值 增 大 时 ， 这 种 性 质 可 能 不 成 
M. 

& to = sup{t > 0|7 是 连接 7( 轨 和 2 的 惟一 极 小 测 地 线 }. 如 果 to < +00, 我 
们 称 y(to) 为 相对 于 p 的 沿 y 的 割 点 (cut point). 所 有 相对 于 p 的 割 点 构成 割 
迹 (cut locus), Ri BWA Cut(p). 

显然 ， 对 于 任 一 Xe T,X, ||X|| = 1, 在 测 地 线 exp, (tX)(t > 0) 上 至 多 有 一 
mist, FL Cut(p) 是 Se 中 一 闭 子 集 在 指数 映射 exp, FHR, MAH n 维 
测度 为 0. 

进一步 ， 记 J(X) = dist (p, Y(to)) 为 沿 7 EASAN, HP X esce 
T,M. 

定义 

E = {tX|0 < t < p(X), X € 8"! c TM}, 

则 exp, : E > exp, (E) EAR AE, AMAF M 的 一 个 正规 标 架 ， 显 然 ， 这 是 
MU p 为 原点 的 可 能 的 最 大 正规 标 架 ， 且 


M = exp (E) U Cut (p). 


从 定义 可 看 出 ， exp (E) 是 以 p 为 中 心 的 星 形 区 域 (star domain) ， 而 前 面 定义 
的 相对 于 p 的 距离 函数 p(x), 在 exp (E) 中 是 光滑 的 . 
在 plx) 的 可 微 点 上 ， 因 为 测 地 线 以 弧 长 为 参数 ， 故 有 


|Vp|=1, 


即 gop = 1, 其 中 pi 为 p 沿 恕 - 方向 的 协 变 微分 . 
AAA, EM 中 任意 一 点 p 处 的 Ricci 曲率 是 一 个 双 线 性 型 


Ric: TM x T,M >R. 


1.1 比较 定理 “3. 


在 p 点 的 切 空间 Tp M 中 取 单 位 正 交 标 架 {ei}, (e:,e;) = fij, 如 果 e = Nate, 则 
Ric(e, e) = X Rya af, Ri; = Ric(ei, e;). 
如 果 取 e = en, 则 
Ric(e, e) SK ei)e 
其 中 K(ei,e) 是 由 e, e: 所 张 成 的 二 维 平面 所 对 应 的 截面 曲率 . 
设 fe C?(M).f HY Hesse 形式 记 作 五 (1), 定义 如 下 : it X,Y 是 过 点 zx EM 
的 两 切 向 量 ， 将 X,Y 扩充 成 在 zx 的 邻 域内 可 微 的 向 量 场 区 ,了 , 定义 
H(f)(X,Y) = (XY f)(x) — (VxYf)(z). (1.1.1) 
此 处 V 表示 M 的 Riemann 联络 .容易 验证 ， HA(f)(X,Y) 不 依赖 于 扩充 向 量 
场 X,Y 的 选择 . | 
固定 pe M, 对 任何 p 的 割 迹 之 内 的 点 z, ae) 和 cx 的 极 小 测 地 线 为 
o, 使 o(0) = p,o(r) = zx. 任 取 X € TaM 使 得 (X, ;地 元 )(zZ) = 0. 因为 z 不 是 


p ROSES, BATA LOK X 扩充 成 沿 o 的 一 个 Jacobi 场 X, 满足 X(0(0)) = 
0, X(o(r)) = x, |X, ĝl =0(0<t<r) (参见 [10] ). 这样 ， 有 


H(r)(X,X) =X 
X 
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所 以 
H(r)(X,X) = f (iv, XP - (Ra, 5X) dt. (1.1.2) 


注 在 Jacobi 场 的 理论 中 , 上 述 表 达 式 正 是 向 量 场 XX 沿 o 的 “指标 形式 ” 
(index form) I (X) (可 参见 [10] ). 

定理 1.1 ( Hesse 比较 定理 ) 1 Mi 和 Ms 是 两 个 nn 维 完备 Riemann Hi 
Æ, qi: [0,a] 一 Mi, (i = 1,2) 是 两 条 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 . 记 Mi 上 以 (0) 
为 起 点 的 距离 为 pi. 设 yila) 在 74(0) 的 割 迹 ZA, BRE Yt (0 < tg a), 有 


截面 曲率 Ki (x, 5 Dy =) > 截面 曲率 K。 (x = 让 
其 中 Xi; 分 别 是 TeaM PSA £ 正 交 的 单位 向 量 ， 则 
A (p1)(X1,X1) < A(p2)(X2, X2), (1.1.3) 


此 处 Xi 是 Tyco) Mi 中 的 单位 向 量 ， 且 (Xs, 2;) (r4(a)) = 0. 
证 明 沿 x 作 正 交 的 单位 平行 向 量 场 EË,- , EQ, tE 


由 (1.1.2), 4 


a/l Ox ~ ô. ð ~ 
H(pi)(Xi, Xi) = f ( z xil < (R(X, 二 一 ) %)) dyi, 
0 Yi 


Seo Xi EW v: fH Jacobi, Xi(qi(0)) = 0, Xi(ri(a)) = Xi. WH (Xi, 2) =0, 
所 以 i 在 i 的 各 点 者 和 E% ER. 记 


根据 EO (a) 的 取 法 的 任意 性 ， 自 然 可 假定 


= Xi1( (a) = Ta 72 


1.1 比较 定理 -5> 


沿 测 地 线 1 定义 向 量 场 Z: 
n—l 


2Z= 》 NB, 
j=1 


WW 2 和 区 有 相同 的 初 值 和 终 值 ， 并 且 |Xo| = |2| 及 
lV Xl =1> NOB)| 
= [J X (QE}"| = |V 2 
根据 Jacobi 场 理论 中 的 基本 事实 ( 见 [10], p.24 ); HAFLER HY MARE 


具 相 同 初 、 终 值 的 所 有 向 量 场 的 “指标 形式 ” 中 以 Jacobi 场 的 指标 形式 为 最 
小 ， 由 此 即 得 


= J¢(X2) = H(p2)(X2, X2). 


最 后 的 不 等 号 是 由 于 定理 的 假设 条 件 ， 定 理 至 此 证 毕 . 

在 讨论 流 形 上 的 分 析 问 题 时 , 以 下 形式 的 Laplace 算 子 比较 定理 非常 有 用 ， 
它 是 上 述 定 理 的 直接 推论 . 

R 1.1 ( Laplace 算 子 比较 定理 ) ihn 45248 Riemann fit M 满足 
Ric(M) > —(n — 1)k? (k > 0). 再 设 N 为 n 维 单 连通 的 以 (k) 为 常 截面 曲率 
的 空间 ， 称 为 空间 形式 (space form). 以 pm 和 pn 分 别 记 M 和 N 上 相对 固定 
点 的 距离 . 如 果 xz € M,y e N, 使 pm(z) = pn(y), 则 当 z 是 px 的 可 微 点 时 ， 有 


Apxw(z) < Apn (Y). (1.1.4) 


为 了 得 出 更 便于 应 用 的 形式 , 我 们 需要 计算 常 曲率 (k) 空间 形式 中 的 Ap. 
根据 (1.1.2), 


HOX = [ (13r - (RE IG) dy 
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其 中 和 是 沿 极 小 测 地 线 7 的 Jacobi 场 ， 满 足 X(0) = 
X(y(p)) = 


因此 计算 Ap 化 为 求 沿 极 小 测 地 线 的 Jacobi 场 的 问题 . 

在 以 k? 为 常 曲率 的 空间 形式 中 , 沿 任何 正规 测 地 线 7 的 Jacobi 场 可 以 这 
PERTE: Kp =7(0),¢= (0), X LAO, 将 瑟 沿 7 平行 移动 得 到 的 向 量 场 仍 记 
Ay X(t)(0<t < p), BAW 7 WH Jacobi H Y(t), 如 果 满 足 Y(0) =0,Y(p) = 
则 具有 以 下 形式 : 

Y(t) = f@X(), 
其 中 函数 f(t) 满足 经 典 的 Jacobi 方程 : 


d2 \ 
aa) k? f(t) =0, (1.1.5) 
f(0)=0, f(p)=1. 


知 (1.1.5) 的 解 为 


f= z ———shkt. (1.1.6) 


M {2 ,X1,---,Xn-1} Æ ToM 的 单位 正 交 基 , 它们 沿 y 平行 移动 得 相应 的 
向 量 场 . TÆ, X;(t) = f(t)X;(t) (1 <j <n—-1) 是 满足 Xlo) = X; H Jacobi 
Fy. 根据 (1.1.2) ， 我 们 有 


Ap = Sao )(X;, X;) 


z oof (ifr +e re) 4 


= (n — 1)k coth kp. (1.1.7) 
EA 12 如 果 n 维 完备 Riemann 流 形 的 Ricci 曲率 > —(n — 1)k, 则 在 p 

的 可 微 点 上 有 
Ap < za + kp). (1.1.8) 


证 明 根据 系 1.1 及 (1.1.7), RITA 
Ap < (n—1)k coth kp 


= Ln coth kp. 
p 
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易 知 
kp coth kp < (1+ kp), 


所 以 
Ap < ll + kp). 


根据 (1.1.8) ， 当 流 形 的 Ricci 曲率 非 负 时 ， 在 p 的 可 微 点 上 总 有 


A e, (1.1.9) 


不 幸 的 是 ， 上 式 在 割 点 处 失去 意义 然而， 在 研究 流 形 整体 性 态 时 ， 由 于 
M = exp,(F) U Cut (p), H. exp (E) 是 星 形 区 域 ， 所 以 M 的 拓扑 性 质 表 现 于 
Cut (p) 附近 ， 致 使 我 们 希望 在 Cut (p) 附近 Ap 仍 具 较 好 的 性 质 . 为 此 , 我们 将 
HEAR, 在 分 布 意义 下 ，(1.1.9) 在 M ERS, 即 对 于 任何 p ECM), y > 0, A 


f raves | oS. (1.1.10) 
M M P 


命题 1.1 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ， 其 Ricci 曲率 非 负 ， 任意 固定 一 
Rope M, 记 相对 于 p 的 距离 函数 为 p, 则 在 分 布 意义 下 (1.1.9) 在 M ERY. 

证 明 it N = exp, (E). M = QUCut (p), 其 中 2 是 一 星 形 区域 . Lipschitz 
函数 p 在 2 中 是 可 微 的 ， 因 此 在 OQ 中 有 


REE y ECM), y 20. 因为 


mes (Cut (p)) = 0, 


f pay = f pAg. 
M R 


因为 ? 是 星 形 区 域 ， 即 从 p 点 出 发 的 每 条 测 地 射线 与 2 的 边界 只 相交 一 次 ， 
因此 ， 可 取 一 族 星 形 子 域 Re, 使 2: CL, limf. = 2, FFA R: HE QU p TTA 
缩 而 成 的 ， 因 为 Stokes 公式 对 Lipschitz 函数 仍然 成 立 ， 再 注意 到 y € CF (MM)， 


因而 有 
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我 们 有 


最 后 一 步 是 因为 |Vp| = 1 几乎 处 处 成 立 ， 以 及 Ve ARH. H Green 公式 


-f vo.vo= | Ap-e- | gee (1.1.11) 
Ne Ne ON Ov 


其 中 v 是 90: 的 外 法 线 方向 ， 因 为 > 0 LI 2. 是 由 2 沿 p 方 向 内 缩 而 成 
的 ， 所 以 在 边界 OR. 上 3 > 0, 于 是 有 


=i 
“a Say, (1.1.12) 
2. 


最 后 得 到 
fe Ay < lim f 7 op 
= | = 
p 
R P 
—l 
= —— y. 
M P 
命题 证 毕 . 


蔡 代 到 一 点 的 距离 函数 ， 我 们 可 以 考虑 到 一 子 流 形 的 距离 函数 ， 通 过 同样 
的 讨论 不 难得 到 这 一 函数 的 若干 类 似 性 质 ， 只 不 过 涉及 子 流 形 的 平均 曲率 及 第 
二 基本 形式 . 

本 节余 下 部 分 要 证 明 体积 比较 定理 . 一 个 Riemann 流 形 的 体积 ， 或 一 给 
定 半 径 的 测 地 球体 积 ， 是 一 个 重要 的 几何 量 . 它 在 流 形 上 的 分 析 中 起 着 重要 作 
FA, flan, 流 形 的 谱 的 估计 、 热 方程 积分 核 的 估计 ， 以 及 Sobolev 嵌入 常数 和 
等 周 常 数 等 ， 都 与 体积 有 关 . 首先 我 们 回顾 一 些 关于 Jacobi 场 及 测 地 球体 积 的 
若干 基本 事实 (W [8] ). 


1.1 比较 定理 “9: 


设 ze M 是 流 形 M 上 任 一 固定 点 ， vt) 是 从 zx 出 发 的 一 测 地 射线 ， 
7(0) = zx,Y(0) = v € TM. WR Y(t) 是 沿 y 的 Jacobi BH, WE Y(0) = 
07 (0) = w € T-M, 则 基点 为 z 的 指数 映射 exp Æ tv € TM 的 微分 在 向 量 
v,w 上 的 取 值 分 别 为 

dexpw(v) = Y(t), 
dexp,,(w) = t-1Y(t). 


根据 Gauss 引 理 (UL [10] )， 如 果 w € TM,(v,w); = 0, Wl 


(1.1.13) 


(dexp,,(v), gexpiu(w)) = 0, 


令 v = (0),w2,… ,wn 组 成 TaM 的 一 组 正 交 基 ， 则 Y(t), dexp,, (wi) = 
Y(t) = 2,--- ,n) 组 成 TOM 的 一 组 基 ， 只 要 y(t) 不 是 沿 7 关于 z SEE 
点 .所 以 映射 exp 在 tu 处 的 Jacobi 行列 式 A(t, 0) 为 


A(t,0) = Y(t) A tY A 人. At Yn] 
s MENAN Ya(t)), (1.1.14) 
其 中 0 = ia 为 在 > 处 的 正规 极 坐标 (t,0) 的 球面 坐标 分 量 . 根据 上 式 及 经 典 的 
Rauch 比较 定理 ，Bishop 证 明了 以 下 重要 结果 ( OL Bishop-Crittenden, Geometry 
of Manifolds, Academic Press, 1964 ). 
定理 1.2 (Bishop) 对 于 ?” 维 完备 Riemann 流 形 M, 如 果 Ric(M) > (n 一 
1)K, Ml 
IA, OSE 人 


是 上 的 非 增 函 数 ， 其 中 Sk(t) 和 上 上 满足: 

4 K>Om, Skt) =É, oxt<, 

“4 K=O, So(t) =t, 0 < t< +0, 

4 K <0 时 Sk(t) = WBE, 0<t< +o. 

如 果 我 们 把 以 z 为 中 心 、t 为 半径 的 测 地 球 记 为 Bz (t), MERK t°-* A(t, 0) dé 
FAA z 处 的 正规 极 坐标 (t,0),0 € 5" 1(1) 表述 的 8Bz(t) 的 体积 元 素 . 

现在 考虑 曲率 为 常数 K 的 单 连 通常 曲率 流 形 ( 称 为 空间 形式 ) Mr, WER 
Sk (t) BA Mr 中 半径 为 t 的 测 地 球面 的 体积 密度 . 将 SRO (t) 改 记 为 Ax (t), 
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则 Bishop 定理 可 表示 为 


t"-1A(t, 09) 
AR 关于 t 非 增 . (1.1.15) 


当然 ， 当 K > 0 时 ， 上 述 事 实 只 对 于 t< -T 才 成 立 . 
以 UC ToM 表示 z 的 切 空间 中 相对 于 z 的 制 迹 的 内 部 ， 以 St(0) 表示 
TaM AEA ERARI, M (L115) 可 全 


Ss,coynu 7 ACE, 0) 
OO 了 四 关于 t 非 增 ， (1.1.16) 


可 能 存在 割 点 并 不 影响 (1.1.16) 的 成 立 (注意 到 A(t) 与 9 无 关 ， 从 积分 的 定 
义 出 发 即 可 验证 这 一 事实 )， 记 


f(t) = I om Ata gl) = 人 oO 


Vol (B NA a 
Vol ( a = fi 9 
其 中 Bx (t) 表示 空间 形式 Mx 中 半径 为 t ae 根据 下 面 将 证 明 的 引 理 ， 
即 可 得 体积 的 比较 定理 . 
引 理 如 果 f(s),g(s) > 0, f(s)/g(s) EW, + 


=| f(s) ds, c= | g(s) ds 
则 F(t)/G(t) 也 非 增 . 


WR ER ri < ti < tin, AF 
F” (rı) > 五 (ti) F’(t;)At; 
G'(r1) ~ Gi(ti)  G'(ti)At:’ 


则 


所 以 


Pl). EPA ， [Foe 
Gm) f EEA B p 


For) 一 F(r1) 
~ G(r2) — G(r) 


1.1 比较 定理 .11 . 


只 要 ri Sro. 
同 理 ， 只 要 70 < Ti; 又 有 
F(rı) — Fro) , F'(r1) 
G(r1) — G(ro) ~ G(r) 


所 以 ， 只 要 ro Sri < re, WA 
PCD ~ Fre) ~ P(r) 一 Fa 
G(r1) — G(ro) ~ G(r2) — G(r1) 
& ro = 0, F(0) = G(0) = 0, 即 得 


F(r1) ~ Fra) 
G(r) ~ G(r2) 


引 理 证 毕 . 
最 后 ， 在 Bishop 定理 (1.1.16) 中 ,由 vt> 0， 
Js onut AG, 8) Ss.) At, 0) 
Jis,(0) Ax (t) Js.) Ax (t) 


再 对 上 积分 ， 即 得 T pg 
定理 1.3 ( Bishop 体积 比较 定理 ) 对 于 nn 维 完备 的 Riemann 流 形 M, 


.J4t—0 


如 果 Ric(M) > (n—1)K,c € M, M] YR > 0, eS 关于 ER 是 非 增 的 . A 
Vol (Bs(R)) < V(K, R), (4.1.17) 


其 中 V(K, R) 是 空间 形式 MK 中 的 半径 为 R 的 测 地 球体 积 . 

至 于 Vol (B.(R)) 的 下 界 ， 根 据 比较 定理 有 以 下 熟知 的 事实 ， 

如 果 Riemann 流 形 M 的 截 曲 率 满足 Km < b°. 任 取 xz € M, 而 (7,0) € 
Rt x Sm-1(1) 表示 在 z 处 的 正规 测 地 坐标 系 ， 将 .2M 的 度量 按 此 坐标 系 表示 为 


ds? = dr? 十 r2gij(9) d0’ d0’, (1.1.18) 


Wr < 于 时， 有 


. Nn n-i 
det(gi;) > (==) (1.1.19) 
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由 此 可 知 ， 只 要 Ky <b, 则 
Vol(Bz(R)) > O(n, b, R). (1.1.20) 


FER O(n, b, R) 不 依赖 于 z. 

注 当 M 是 完备 非 紧 流 形 时 ， Vol(Bz(R)) 的 渐 近 性 质 (R 一 +00) 是 很 
有 意义 的 问题 , 它 反 映 了 M 在 无 穷 远 处 的 拓扑 性 质 , 最 简单 例子 之 一 是 平坦 流 
形 情 形 M = R" x T”, Vol(Bz(R)) = O(R*)(R — +00), 其 中 n 一 k 是 M 中 环 
面 的 维 数 . 我 们 期 望 建 立 一 些 Vol( Bo(R)) 的 渐 近 估计 ， 且 估计 仅 依 赖 于 流 形 的 
曲率 及 拓扑 . 


1.2 SE 


通常 我 们 研究 一 般 Riemann 流 形 性 质 , 或 者 进行 分 类 时 , 总 希望 找到 某 种 约 
化 方法 , 使 得 问题 化 为 研究 某 些 不 能 再 约 化 的 流 形 一 一 不 可 约 流 形 的 情形 . 微 
分 几何 中 的 分 裂 定理 给 出 了 实现 这 种 约 化 的 一 条 途径 .本 节 中 要 证 明 Cheeger- 
Gromoll 的 定理 ， 即 Riemann 流 形 在 某 些 条 件 下 等 距 于 R* 与 不 具 测 地 直线 的 
流 形 的 积 . 应 指出 的 是 ， 如果 M 是 非 负 Ricci 曲率 的 完备 流 形 ， 则 Toponogov 
WEAR: M 是 R* 与 一 不 具 测 地 直线 的 流 形 的 积 ， 即 Toponogov SREM ( 见 
Cheeger, Gromoll 的 文章 [12] ). 

Cheeger-Gromoll 分 裂 定 理 的 证 明基 于 Busemann 函数 的 研究 . 首先 我 们 
来 介绍 这 一 概念 . 

完备 Riemann 流 形 M 上 一 条 测 地 直线 ( 相应 地 , 一 射线 ) 指 的 是 一 正规 测 
HZ y : (—00, +00) > M (或 7:(0,+oo) 一 M ), 使 得 y 上 任何 两 点 的 距离 ( 指 
在 M 上 的 距离 ) 恰 好 等 于 7 上 这 两 点 间 线 段 的 长 度 , 即 d(y(t1), Y(t2)) = ltr —tel. 
众所周知 ， 如 果 M 完备 且 非 紧 ， 则 从 M 上 任何 一 点 出 发 都 存在 这 样 的 测 地 射 
线 7. 

By 是 从 某 固定 点 出 发 的 一 测 地 射线 , 则 与 7 相 联系 的 Busemann 函数 定 
义 为 

Bt(z) = jim (d(z, y(t) —t). (1.2.1) 

如 果 记 Bi (z) = d(z,7(t)) - t, 则 由 三 角 不 等 式 ， 显 然 有 


|B; (x)| < d(y(0), 2). 
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因此 ， 函 数 族 {B+(z)} 在 任何 紧 子 集 上 是 一 致 有 界 的 ， 并 且 如 果 s <t WA 
二 


所 以 函数 族 {Bi (z)} 是 单调 递减 的 . 因此 ， lim Bi (z) = BY (x) 在 任何 紧 子 集 
上 一 致 收敛. 

同时 ， 因 为 对 任何 固定 的 t, W |Bi (x) — By (y)| < d(z,y) 的 极限 ， 目 然 也 
有 1B+(z) — Bt(y)| < d(x,y), BI B+(z) 也 是 Lipschitz 连续 的 ， 因 而 几乎 处 处 
可 微 . 

根据 定义 ， 当 t 固定 时 ,集合 {Bi (z) < 常数 } 正 是 以 y(t) 为 中 心 的 测 地 
RR. 因此 我 们 可 以 直观 地 把 集合 {z1B1+(z) < 常数 } 理解 成 以 y(o0) 为 中 心 的 测 
地 球 . 

如 果 7 是 一 测 地 直线 ， 那 么 我 们 还 可 以 类 似 地 定义 另 一 Busemann 函数 
Bo (a): 

B (x) = „im (d(z, Y(t)) +t). (1.2.2) 


由 定义 及 三 角 不 等 式 ， 易 见 


Bt +B- =0, #7E, (1.2.3) 
B+ +B >20, zeM. , (1.2.4) 


现在 我 们 可 以 着 手 叙 述 和 证 明 分 裂 定 理 . 

分 裂 定 理 (Cheeger-Gromoll, 1971) 设 M 是 一 n 维 完备 的 Riemann Ñi 
形 ， 具 有 一 测 地 直线 , 如 果 M 的 Ricci 曲率 非 负 ， 那 么 M FEF Rx N, 其 中 
N Æ (n—1) 4 Riemann fi, Rx N 具有 乘积 度量 . 

证 明 我 们 将 给 出 证 明 的 概述 ， 而 其 中 涉及 的 技术 步骤 则 作为 命题 放 在 本 
节 的 末尾 . 

记 ?7 为 M 中 的 测 地 直线 . 固定 p = ?7(0) < 7. 根据 命题 1.1 ， 对 任何 
p ECF(M),p 2 0 以 及 任何 固定 的 t, 有 


[ Btav = f cast = f pader) 


n— i1 
à h ETOM 
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4 t+ +eo, 得 


f pAB+ = f Ay: Bt <0. 
M M 
这 意味 着 : 在 分 布 意义 下 ，AB+ <0. 同 理 ,在 分 布 意义 下 ，AB- < 0. 因此 ， 
有 
Bt+B- 30, 
Bt +B- =0, #7, 
A(Bt+B-) < 0， 在 分 布 意义 下 . 
根据 下 面 要 证 的 命题 2.1 ， 我 们 有 
1 
万 + + B-), 
f a ) 


Wn—1R” B 


其 中 Ba(z) 是 M 上 中 心 为 >、 半 径 为 及 的 测 地 球 . 但 B+ + Bo Ey 上 为 零 
在 其 他 部 分 上 非 负 ， 取 ge 7 即 看 出 


(BY + B-)(q) > 


Bt + B- =0. 
因此 ，AB+ + AB- = A(B+ + B-) =0, 故 在 分 布 意义 下 
AB+ =0, AB-=0. 


根据 二 阶 椭圆 型 方程 理论 中 的 Weyl 引 理 ， B+ 和 B- 实际 上 是 光滑 的 . 
因为 |Vp| = 1 几乎 处 处 成 立 ， 因 而 |YB+| = 1, 再 根据 下 面 将 证 明 的 命题 
2.2 RAR, VB+ 实际 上 是 M 上 的 平行 向 量 场 ， 即 V(VBt) = 0. 然后 根据 
de Rham 分 解 定 理 ， M 等 距 微 分 同 胚 于 VB+ 的 积分 曲线 与 等 值 曲面 的 拓扑 
E Rx N, HH N = {rE M: Bt(c) =0}. 定理 证 毕 . 
命题 2.1 设 完备 Riemann 流 形 M 的 Ricci 曲率 > 0, Lipschitz 函数 f > 
0, Af <0 (在 分 布 意义 下 )， 任 取 p € M, B(R) 表示 以 p 为 中 心 、 充 分 小 的 丸 


为 半径 的 测 地 球 ， 则 


Wn—-1R” JBR) 


fp) 2 


(1.2.5) 


其 中 wni = Vol (S"-1(1)). 
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证 明 设 (r,9) 为 围绕 p 的 正规 测 地 坐标 系 ， 其 中 
6 = {0} (i =1,2,--- ,n — 1) € 9" (1). 


M 的 度量 9 可 表 成 
ds? = (dr)? F T?gij dð; dð;. 


记 G = det(gi), 则 由 Af < 0 以 及 Divergence 定理 ， 对 于 任何 0 <t < R, 有 


o> | ar= f OF in-1VG db. 
B(t) aB(t) Or 


ARE n-—1 y% ðln VG 
r Or 
因为 Ric(M) > 0, Ar < “二 ,因此 
a/G 
Or Se 
于 是 有 
1 Of 
Ar = —vGdé 
Le? Le f = aS 
of OVG 
一 一 dé 
A & f Or 
d 
= — Gdé|. 
dt (= f ) 
因此 ， 


d 
02 ales fV Gdo. 
注意 VG(0) = 1, HERA 
wn-1f(p) > | fVGd6 


aB(t) 


a 
PN f. 
t-l JoB(t) 


将 上 式 由 0 到 已 积分 44 (1.2.5). 
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命题 2.2 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ，f e C3(M), 任 取 pe M, {zi} 
Æ p 点 处 的 法 坐标 系 ， 则 


AVF) =22 fil? +250 Rai fifi +2 >> KAA), (1.2.6) 
ij 


其 中 是 f AEF C 的 协 变 微分 ， Rs 是 M 的 Ricci 张 量 
证 明 AX [VIP =S Bb DL, A 


Advj = SOV FP) 55 


j 
ba 
ENI fay 
= 25000 fifu) 
了 
= 2) fa +2) fifi 
而 熟知 fij = fa 及 Ricci AR: fji; = fja + Rifi, 因此 
Alvj =2>》 所 十 2》 filij + Rifi) 
= 22 fa t2) AAS) +250 Rafif 
命题 得 证 . 
系 2.3 如 果 |Vf|=1,Ric(M) >0, HAS =0 则 Vf 是 平行 向 量 场 . 
证 明 由 (1.2.6) ， 有 
0 = A|V f|? = 2 十 2 》 Ris fil; 
22>. Io 


故 fij = 0, 对 于 一 切 i,j, 即 V(VS) = 0. 证 毕 . 

利用 归纳 法 ， 从 分 裂 定理 可 得 : 

定理 2.4 ”如果 M 是 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann 流 形 ， 则 M 等 距 
于 M x R*, 其 中 M 不 含 整 条 测 地 直线 . 

利用 这 一 定理 还 可 以 得 到 有 关 紧 流 形 的 基本 群 的 结构 定理 : 
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定理 2.5 i M 是 具 非 负 Ricci 曲率 的 紧 Riemann 流 形 ， 则 m(M) 包含 
SERTE y, 使 m1(M)/w 是 有 限 型 的 。 M 的 通用 覆盖 流 形 M 可 等 距 地 分 
Ay R* x M, 其 中 M 是 紧 的 . 

+ 上 述 定 理 也 是 Toponogov 相应 定理 的 推广 ， 更 进一步 应 用 Cheeger- 
Gromoll 定理 ， 可 以 给 出 非 紧 流 形 基本 群 增长 率 的 估计 ， 且 在 相当 合理 假设 
下 ， 证 明 任 一 紧 Riemann 流 形 的 和 乐 (holonomy) 群 是 紧 的 . 


1.3 ”梯度 估计 


本 节 将 讨论 正 调和 函数 的 梯度 估计 ， 确切 地 说 ,我 们 要 给 出 logu 的 梯度 估 
计 ， 其 中 心 是 正 调 和 函数 ， 其 证 明 属于 Yau (W, Yau, S. T.,[38] )， 作 为 应 用 ， 
在 本 节 中 我 们 给 出 非 负 Ricci 曲率 流 形 上 的 Liouville 定理 ， 及 Ricci 曲率 具有 
下 界 的 流 形 上 的 Harnack 型 不 等 式 等 等 ， 稍 后 ， 我 们 还 将 应 用 此 方法 于 流 形 谱 
值 的 估计 . 

定理 3.1 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ， dimM = n > 2,Ric(M) > 
一 (n 一 1)k(k > 0),u 是 M 上 的 正 调和 函数 ， 则 在 M 的 任何 测 地 球 Bale) 中 ， 


成 立 
[Vul KON (==) (1.3.1) 
u a 


其 中 Cn 为 仅 与 n 有 关 的 常数 . 
WEAR 1? 根据 命题 2.2， 在 一 点 p 有 


5 A(IVul?) = Sou, + Yo ui(Au)s + Ric(Vu, Vu) 
ij i , 
> 》 uj, — (n — 1)k|Vul?. (1.3.2) 


ij 


既然 计算 是 局 部 的 ， 那 么 我 们 可 选取 p 点 的 法 坐标 系 ， 使 得 ui(p) = 00 > 


2), u1(p) = |Yulo, 所 以 
V;(|Vul) = Vi(V Luz) 


_ 2i: tij 


= U4; 
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故 
|V(|Vul)|? oe (1.3.3) 
但 有 
A(lVul?) = 2|Vu] - A(|Vu]) + 2/V(|Vul)|?, (1.3.4) 
故 由 (1.3.2) 和 (1.3.3), 有 
2 — 1)k|Vul? < |VulA(|Vul) + > ui; 


j 
所 以 


OU a a a a 


2 
因为 Au = Sus = = 0, 所 以 ice aa (3) . RAER, 得 


1 一 2 
|[VulA(|Vul) + (n — 1)k|Vul? a ie 


最 后 一 步 是 由 于 (1.3.3) 
2 Aga Wl gear ao 的 估计 


ViVul |VulVu 


u u? 


Vo= 


(1.3.6) 


由 |Vul 
AlVu| = uA¢d+ dAut+ 2V¢- Vu 


= uA¢d+ 2V¢: Vu, 
Ad = A(|Vul) _ V$: Vu 


u 
_ |vulA(lvul) 


|Vuju u 


> 1 (5 
|Vulu 
1 


~ (n—1)|Vulu 
aor > 0, 则 由 (1.3.6), A 
wm a 
= —(2—é) 


> —(2-— €) 


|V|Vull? 


Vo-Vu 
u 


Vo- Vu 
u 


eviVvull -Vul _ 


=¢-u, Æ Vu #0 HKE, 有 


u 
_ Vo: Vu 


{lVIVull? 一 (n— 1)k|Vul?) 一 2 


Gy —1)ko — 2 


Vo.:Vu 
u u 
V|Vul -Vu 

-e~ He 

u 


[VIVul| - [Vul 


YIvulf 


1.3 梯度 估计 


Vo: Vu 
人 


VOY 


[Vul® 
uw 


+e¢°. 


— E oo —E 一 一 一 一。 


e /IVvivull? [Vul? 
3 
g ( |Vulu j u? 


1 


n—-1 


代入 (1.3.7) , 4 


V$: Vu > Vo-Vu 
u 


=(2 =e) 


最 后 得 
2 


3” 在 Bu(z) 中 考虑 函数 


F(y) = 


IViVull? 


_ _IV|Val]]? 1 
(n—1)u|Vul n-1 


Vo: Vu 1 


(a? — p)d(y) = 


+0), 


ul|Vul 


u Paal 


Vo.: Vu 
u 
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(1.3.7) 


(1.3.8) 


(1.3.9) 
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其 中 p = d(y,x). Flos, = 0, MRA Vu £0, 则 F VE Bs(z) 内 部 达到 极 大 
值 ， 在 极 大 值 点 上 Vu 40, 至 于 Vu = 0 的 情况 ， 则 定理 的 结论 自动 成 立 . 
设 zi € Balx) X Fly) 的 极 大 值 点 ， 如 果 zi 不 是 z 的 割 点 ， 则 由 极 大 值 


原理 ， 有 
VF (21) = 0， 
在 zl 点 上 ， (1.3.10) 为 
Vp? _ Vo, 
a2 一 02 > $ ’ 


而 (1.3.11) 为 
_ Ap? Ag © 2Vp2 - Vo 
ape Gos 


将 (1.3.12) RAER, 14 


< 0. 


i OO at en IVE 
”由 op -p 


其 中 |V| = 2p|Vp| = 2p. 再 由 比较 定理 ( 系 1.2 )， 有 
Ap? = 2pAp + 2|V p}? 
= 2+ 2pAp 
< 2+42(n—1)(1+ V kp) 
< C(1 + v kp), 


其 中 C 为 仅 与 %n 有 关 的 常数 ， 将 上 述 估计 代入 (1.3.13) 并 注意 (1.3.9) , 


o> AG _CU+K») 80 
”0 a2 — p? (a2 一 p2)? 
2 Vo- Vu 
> —(n — = 2 
> —(n-1)k (2 =) a 
ie 1 $? - C(1 + k3p) _ 8P 


a2 — p? (a? — p2)2° 


(1.3.10) 
(1.3.11) 


(1.3.12) 


(1.3.13) 
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但 在 点 zz E, (1.3.12) 成 立 ， 所 以 


_Vo:Vu _ _ 2pVp-Vu 、 2p d 
pu (a? — pu op 
4(n—-2) P l 2 
> —(n — = 
a ae n—-1 wap! na? 
_C(L+k2p) 8p? 
a2 — p? (a2 — 02)2 1 


把 上 式 两 端 乘 以 (只 — p?)?, HT F = (a? — p?)¢, WE a1 RL, 144 
1 œ 4(n-2) 
oF Ge ee 
—C(1 +k? p)(a? — P?) — 8p? — k(a? — p°)? 
-一 — 2C\aF — C(1 +k? p)a? 
一 8a2 一 Ka4 
1 


之 = 2C\aF = C2(1 十 k3a)2a2, 


其 中 Cu, C2 AKA n 有 关 的 常数 ， 因 此 


F(z1) = sup F 
Ba 


< (n-1) g 十 \/ Cia2 + al 十 Ka 


< Cla(1+k?a). 


因此 ， 当 限制 在 Boj2(x) 中 时 ， 有 


V 


3 5 [Vul] 


“a? sup =— <Cla(1+k?2a), 
Ba/2(x) 
即 
1 
sup Wal < Cn oaks ; 
Bo /2(7) u g 
此 即 (1.3.1) 式 . 


4 剩 下 惟一 需要 讨论 的 是 FW) = (p) 的 极 大 信 点 zl 如 果 正好 
PETE a 的 市 迹 之 中 的 情况 . 通常 讨论 这 类 问题 的 方法 是 采用 所 谓 “ 支 撑 (support) 
函数 ”的 方法 
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现 设 zi € Cut (x), io 为 连接 z 和 zi 的 一 条 极 小 测 地 线 (不 一 定 惟一 ， 
但 固定 其 中 之 一 ) MAAN EX, olen) 中 任意 内 点 都 不 是 zi HOSES. 
在 o 上 固定 距 zx 充分 近 的 另 一 点 q. W e = dist (x,q) = L(oliz,g). 
取 测 地 线段 olge] 的 正则 邻 域 Nj， 使 任何 y E Ny 都 不 是 9 的 割 点 . 
Vy E€ Na 我 们 以 p(y) 表示 y 相对 于 z 的 距离 ， 而 以 pa(y) 表示 相对 于 9 的 距 
离 ， 则 由 三 角 不 等 式 ， 有 
paly) + € > ply), 


(1.3.14) 
Pa(z1) + € = p(z1). 


ye Ne 时 ， 考 虑 函数 


Fly) = (a? ~ (pq(v) +, 
则 由 (1.3.14), Fly) 是 我 们 在 3° 中 讨论 的 函数 Fly) 在 z1 上 的 “支撑 函数 ” 
即 满足 
Fly) < Fly), 
F(z1) = F(21). 


因为 ply) 在 zi 的 一 个 邻 域 是 光滑 的 ， 所 以 我 们 可 以 对 F(y) 在 r 上 应 用 极 
KERE. 通过 同样 的 讨论 ， 得 到 Fe) 的 估计 . 最 后 再 令 e o, 即 可 完成 证 
明 . 

系 3.1 完备 Riemann 流 形 ， 如 果 Ricci 曲率 非 负 ， 则 不 存在 非常 数 的 正 
调和 函数 . 

证 明 在 (1.3.1) ## k= 0, 4 a > oœ, BP [Vu] =0. 

系 3.2 WM 为 n 维 完备 Riemann Wi. Ba 为 M 中 任 一 半径 为 a 的 测 
HER, uX Ba PHVA, Ric(M) > 一 (n 一 1)%, W 


1 
sup |Vu| < Cn k tHe) sup ļul, (1.3.15) 
Ba 


Ba/2 


其 中 Cn 是 仅 与 %n 有 关 的 常数 . 
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证 明 id A=suplul, Wv=u+A+e>0,Av=0, 
Ba 


sup |Vu| = sup |Vv| 
Baj2 a/2 


1+? 
< Cy ( ==" | sup lu + A +el 
a Ba2 


1 1 
< IC, ( te sup |u|. 
Ba 


系 3.3 ( Harnack 不 等 式 ) BM 为 n 维 完备 Riemann 流 形 ， Ric(M) > 
一 (n 一 1)k. WÈ u WHER Ba 中 的 调和 函数 ， 且 w > 0, W 


sup u < C(n,a,k) inf u, (1.3.16) 
Ba/2 Ba /2 


其 中 Cn a, k) 为 仅 依赖 于 n,a, k 的 常数 
证 明 根据 定理 3.1 ， 有 
Vu 


sup 一 一 < C(n,a,k). 
Ba u 


取 21,22 € Bayo, 使 u(x1) = supu(z), u(z2) = nf ae) 以 极 小 测 地 线 7 连接 


a/2 


21,02, 则 由 三 角 不 等 式 易 知 ， 7 整个 落 在 Bo 之 中 ， 因 此 


[Me < C(n,a,k) | ds 
yu 7 


< 2aC(n, a, k). 


i |Vul [os u(z1) 
dd Ss =- 
y u y ds u(x2) 


u(z1) = sup u(x) < em) (x2) 
a/2 


= °C (mak) inf u(x). 
Ba/2 


53.4 设 M 是 完备 非 紧 的 Rieman 流 形 ， Ric(M) > —k(k >0),u>0 
是 M 上 的 调和 函数 ， 则 有 


< C(n, Vk). 
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证 明 利用 (1.3.1), WE a> 1, 即 得 证 . 
系 3.5 WM 是 nn 维 完备 Riemann 流 形 ，Ric(M) > —(n— 1)k(k > 0), 
WR Au = Xu > 0, 入 为 常数 ， 则 有 


[Yul < O(n, VF, A), (1.3.17) 


其 中 C(n, Vk, A) 为 仅 依赖 于 n, k, A 的 常数 . 


1.4 有 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann 流 形 


本 节 将 研究 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann 流 形 的 若干 问题 ， 首 先 从 这 
类 流 形 的 体积 增长 问题 开始 . 

当 Ric(M) > 0, 对 于 任何 pe M,M 中 以 p 为 中 心 、RR 为 半径 的 测 地 球 
B (R) 的 体积 ， 根 据 体积 比较 定理 〈 即 定理 1.3 )， 有 


Vol B,(R) < Cn R”, (1.4.1) 


其 中 Cn MA n AK. 
而 对 于 Vol By(R) 的 下 界 ， 则 可 以 证 明 以 下 结果 : 
定理 4.1 WM 为 非 紧 的 nn 维 完备 Riemann 流 形 ， 


Ric(M) > 0, 
记 Bp(R) 为 M 中 以 任意 固定 点 p HEO, R 为 半径 的 测 地 球 ， 则 
Vol B,(R) > C(n, Vol B,(1))R, (1.4.2) 


其 中 C(n, Vol Bp(1)) 为 仅 依赖 于 n 及 Vol By(1) 的 常数 . 
证 明 任意 固定 zo € OB,(R), 即 d(p, co) = R, W M 上 相对 于 zo 的 距离 函 
BH p(x) = d(z,zo), 因为 有 Ric(M) > 0, 由 第 1 节 的 (1.1.12) ， 在 分 布 意 义 下 


Ap? = 2pAp + 2 < 2n, 
BI Vy € C8°(M),yp > 0, A 


s pAp? < 2n l- p. (1.4.3) 


1.4 BAER Ricci 曲率 的 完备 Riemann 流 形 . 25 . 


用 C§°(M) 函数 来 逼近 具 紧 支 集 的 Lipschitz 连续 函数 ， 上 式 对 具 紧 支 集 的 
Lipschitz 连续 函数 依然 成 立 ， 现 在 令 ple) = W(p(z)), 其 中 vt) 为 如 下 形式 : 


1, O0<t<R-1, 
1 

V(t) = 5(R+1—t), R-1<t<R+1, 
0, t>R+1. 


EIA, y Æ Lipschitz 连续 函数 是 suppy C B,,(R+1). 
因为 Stokes 公式 对 Lipschitz 函数 仍然 成 立 ， 所 以 


f p(z)A? = 一 f Vo: Vo 
M Bzo(R+1) 


= 一 2 f yw (e(z))elV el? 
Bz (R+1) 


p 
Bzo(R+1)\Bzo(R-1) 
> (R —1)Vol [Bz (R +1) \ Ba (R -— 1). 


由 (1.4.3), 
(R — 1)Vol [Bz (R +1) \ Ba (R - 1)] < 2n | oe 2n | 
M Bag (R41) 
< 2n | 1 = 2n Vol B,,(R + 1). 
Bao (R+1) 
但 显然 B,(1) C Bzo(R 十 1) \ Bro (R 7 1), 因而 


2nVol Ba, (R+1) > (R— 1)Vol [Bz (R + 1) \ Bo (R — 1)] 
> (R —1)VolB,(1). 


又 显然 Bp(2(R+1)) D Ba (R +1), 因此 


2n Vol B (2(R + 1)) > (R — 1)Vol B,(1), 
Vol B,(2(R+ 1)) > ~~" Vol Bp(1). 


定理 证 毕 . , 
系 4.1 具 非 负 Rici 曲率 的 非 紧 完备 Riemann 流 形 具有 无 限 体积 ([37]). 
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注 1 (1.4.1) 和 (1.4.2) 写 在 一 起 为 : 
Cn R” > Vol B,(R) > C(n, Vol B,(1))R. 


当 M 很 像 Buclid 空间 R”, 或 者 Rn 的 锥 时 ， Vol Bu(B) ~ R”; 而 M 类 似 于 
圆柱 面 时 ， Vol Bp(R) ~ R. 例如 R? 中 的 圆柱 面 X? +Y? = 1, 其 测 地 球 的 体积 
FF 4TR 2 Vol B(R) > 2rR 之 间 . 

注 2 容易 想到 ， 能 否 将 (1.4.2) 改进 为 


Vol B,(R) > CR, 


即 其 中 的 C 是 否 为 一 仅 与 n 有 关 的 常数 ? 一 般 而 言 ， 这 是 不 对 的 ， Croke 曾 给 
HAF, RH: 存在 完备 的 Riemann 流 形 ， Ric > 0, 但 infsemVolB,(1) = 0. 

对 于 具 非 负 截 曲率 的 完备 Riemann 流 形 , 基本 的 结构 定理 是 Cheeger-Gromoll 
的 下 述 定理 ( 可见 [10] ， 第 八 章 )， 

定理 WM 是 具 非 负 曲率 的 完备 Riemann 流 形 ， 则 M 的 基本 群 m1(M) 
中 包含 一 有 限 正规 子 群 9, 使 m1(M)/9 是 Rr(k < dim M) 上 的 晶体 运动 解 . 

对 于 Ricci 曲率 非 负 的 完备 Riemann 流 形 ， 其 基本 群 的 结构 尚 待 研究 ， 主 
要 的 问题 在 于 : 这 样 的 流 形 是 否 是 有 限 型 的 (finite type) ? 即 m(M) 是 否 有 限 
生成 的 ? 

Cheeger-Gromoll 在 曲率 > 0 时 证 明 这 一 定理 的 方法 大 致 如 下 : 在 M ER 
测 地 射线 y, 作 关 于 y 的 Busemann 函数 B,, 因为 曲率 > 0, 可 以 证 明 By 是 
Mn, Ait B= inf B, 也 是 止 的， 不 仅 如 此 ， 更 重要 的 是 证 明 B 还 是 逆 紧 的 
(proper) (Fria f: M 一 R 是 道 紧 的 ， 指 对 R 的 任何 紧 集 A, 其 逆 像 f(A) 也 
是 紧 的 ). 

在 Ric(M) > 0 的 情况 下 ， 困 难 在 于 难以 证 明 上 述 的 B 是 逆 紧 的 .因此 ， 
对 Ric(M) > 0, 基本 的 问题 是 ， 进一步 了 解 函数 B, 或 者 构造 一 个 较 好 的 穷竭 且 
上 调和 的 函数 ， 换 句 话 说， 能 和 否 用 一 串 紧 的 、 具 正 的 平均 曲率 的 超 曲面 来 穷 竟 
整个 M ? 

在 这 一 方面 ， 下 述 定理 对 解决 这 一 问题 或 许 有 所 帮助 . 

定理 4.2 i M 是 完备 的 Riemann 流 形 ，Ric(M) > —k(k > 0), W M E 
存在 一 个 逆 紧 的 C@(M) 函数 f, 满足 : 


Ivjl<C f > Cp,lAf| < C. 
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其 中 C 为 常数 ，p = p(z) M 上 对 某 固定 点 而 言 的 距离 . 

证 明 分 以 下 几 步 : 

1° Rue pe M, 对 wp 而 言 的 距离 记 作 ole), Up 为 中 心 、R 为 半径 的 测 
地 球 记 作 Br, 对 R> 1, 在 Br \ Bi 中 解 以 下 的 Dirichlet 问题 : 


hr(z)loBr = 0, (1.4.4) 


| Aha(z) = Xpa(z)，》 为 某 待定 的 正常 数 ， 
hr(z)loB, =]; 


根据 二 阶 椭圆 型 方程 的 理论 ， (1.4.4) 的 光滑 解 hri) 存在 ， 且 满足 极 大 值 原 
理 ， 因 此 1 > pa(z) > 0, 并 且 在 内 部 不 取 等 号 ， 否则 hrle) 将 为 常数 ， 与 边界 
条 件 不 合 ， 即 

1> har(x) >0, z € Br \ Bi. 


如 果 R > Ri > 1 W hr, — hr, 在 Br\ By 上 ， 满足 


(hra — hri )laəB, = 0, 


| A(hr, — hri) = A(hr, — hry), 
(hr, — hai)laBr, = hR2(2)laBr, > 0- 


同样 由 极 大 值 原理 ， Paz(z) 一 hai(z) > 0, 因此 ， 对 任何 固定 的 zx e M \ 
Bi, {hr(2)} po 是 一 单调 递增 的 有 界 序列 ， 因 而 


h(x) = Jim ha(7) 


存在 ， 取 一 列 Ri 一 oo. $ Ri = Ri\ Bi. 由 ha 的 一 致 有 界 性 (0< hr<1), 
利用 椭圆 方程 的 L?- 估计 和 Schauder 估计 就 可 以 推出 : 存在 C(k,i) > 0, 使 得 
只 要 R>R+1 就 有 |lhallorcn,) < Clk i). 因此 ， 用 抽取 对 角 线 子 列 的 办 法 就 
可 以 证 明 ， 存在 子 列 {hr} 在 M \ Bi 的 每 个 有 界 子 域 上 Co 收敛 于 h. 这 说 明 
是 光滑 的 ， 并 在 M\ Bi 上 满足 Ah = Mh,0 < h <1, 以 及 hlap, =1. 由 极 大 
值 原理 ， 易 见 在 M\ Bi 内 有 0<h<l1. 

2° 下 面 证 明 ， h(x) = O(e~CP™)), 当 p(x) 一 oo. 

取 一 待定 常数 C > 0, 在 Br \ Bi 中 分 部 积分 并 应 用 Stokes 公式 ， 注 意 
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hrlap, = 0, 有 
一 Cp(z) = Cp(z) Ohr Co(x 
e hrRAhR = ev? hr—— = Vie pl )ha) : VPR 
Br\Bi OB, Or Br\Bi 
Oh 
= eC 二 eC’ heVhr- Vo 
ap, Or Br\Bi 
-f erlt) Vhp}. 

Br\Bi 
、 Ohr ‘ 
X z € OB, ff, Vhr- Vr, 由 梯度 估计 (1.3.17) , 


|[Vhr| < C(n, Vk, Nlha| = C(n, Vk, A), 
因此 上 式 中 右 端 第 一 项 是 一 致 有 界 量 (对 于 R22). H Ahr = Mha, 得 


af eCotz)j12 = f ce"? haAhp 
Br\Bi Br\Bi 


<C+C e°)|Vhal|Vol-hr 
Br\Bi 


- f cP) Vhp]. 
Br\Bi 
因为 |Vp| = 1, 再 利用 不 等 式 


2 
Cecee)|Vhalhpa < eC?) (Ivan + oh) ; 


则 


C2 
biel eC P() h3, 


af e Peh C+ 
Br\B, Br\Bi 


即 


C2 ~ 
(a 2 Z) f ecetz)j2(z) < C. 
Br\Bi 


BA>S+14R 0, 8 
人 ecp(oji2(o) < Č. (1.4.5) 
1 


当 p(x) 充分 大 时 ， 如 果 y € Be(1), 则 由 三 角 不 等 式 


ply) = p(x) — 1, 
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由 (1.45), 有 
C > | em > | eC) h? (y) 
M Bz(1) 


> eC(p(®)-D) f h?(y). 
Bz(1) 


因此 ， 
f h? (y) < CeT), (1.4.6) 
B,(1) 


+$ Ba 一 般 不 是 光滑 区 域 . 为 此 ， 可 用 光滑 区 域 DR 代替 Br, 并 使 得 
Dr C Bry: \ Br. 上面 的 证 明 就 同样 成 立 . 
由 定理 3.1 ， 有 


区 = |V logh| < C(n, Vk, A). 
所 以 ， 只 要 d(x,y) < 1, 就 有 


由 此 ， 得 
h(y) > Cih(2), 


其 中 Cy = exp[-C(n, Vk, A). 将 上 式 代入 (1.4.6), 4 


GC 一 Cp(z) 1 2 
Vol Bz(1) ~ Vol B,(1) Am (y) 
Ch? (zx) 
> 
Vol B;(1) 
= Cih?(z). (1.4.7) 


根据 下 列 命题 4.3 , 存在 常数 Ca > 0 使 得 Vol B,(1) > e7020), 因此 , 可 选 
取 常 数 C > Co, 使 得 (1.4.7) 意味 着 h(z) = O(e-Caplz)), 其 中 Cs = 5(C C5). 

3° & f(z) = (1—n(x)) log h(x) + n(x), 其 中 mesC (COM) 是 一 截断 函数 ， 
使 得 在 Bı 上 n(x) =1, Æ M \ Bo E n(z) = 0, 并 且 0 < n(x) < 1,Yx € Bo\ Bı. 
则 f 即 为 满足 定理 条 件 之 函数 ， 这 是 因为 : 
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(a) Hh < Aea, 对 于 p>2, 得 f= 一 logh > C3p—log A, Aim f ft 
紧 的 ; 

(b) |Vf| =|Vlogh| < 常数 , 当 po > 2 时 , 这 是 梯度 估计 系 3.5; 而 当 p <2 
时 ， |Vf| 显然 有 界 . 

(c) 当 p(x) > 2 Ef, Af = m + |V logh|? = —A + |Vlogh|? < 常数 成 
立 ， 男 一 方面 ， 当 p(X) < 2 时 ， Af 总 是 有 界 的 . 定理 证 毕 . 

现在 我 们 给 出 定理 证 明 中 用 到 的 一 个 命题 : . 

命题 4.3 ”对 于 完备 Riemann 流 形 M, Æ Ric(M) > 一 (n 一 1)k, 则 存在 常数 
C (5 n,k, Vol Ba (1) 有 关 )， 使 


Vol Bz(1) > e~ CP), 
其 中 plx) AM 上 对 某 一 固定 点 p 而 言 的 距离 . 
证 明 (ER reM. WA r 计算 的 距离 函数 为 o, 
o(y) = d(x,y), 


把 以 z 为 中 心 、t 为 半径 的 测 地 球 记 作 B (t). 首先 说 明 ， 当 0 > VË n, mi 


t-"e~ “Vol B,(t) 


是 上 > 0 的 递 降 函 数 . 
由 (1.1.8) 和 (1.1.12) ， 当 Ric(M) > 一 (n 一 1)k 时 ， 在 分 布 意义 下 有 


Ao? < 2n + V ko. 


因此 ， 对 Yt > 0, 有 


Ao? < | ant VE | 0, (1.4.8) 
B(t) | Ba(t) Bz (t) 


而 


ðo? 
Agee Go" = 2tVol (8B, (t)). 
B. (t) Ba (t) OF 


但 由 Co-Area 公式 
OVol By(o) 


Vol (3B. (t) = = 


o=t 
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(1.4.8) 的 右 端 两 项 分 别 有 
f 2n = 2n Vol Bz (t), 
Bz (t) 


Vk f o <S tv kVol Bz (t). 
Bz (t) 


如 果 令 V(t) = Vol B,(t), W (1.4.8) 成 为 


dV Vk 
mee <a pues 
t m S [ 十 5 :) V. 
dV 
ee ‘ 
t “aS nV + CtV. 
即 有 r 
me YO <0. (1.4.9) 


于 是 ， 当 上 > 工时 ， 有 
e`] Vol B,(1) > t~"e~ “Vol Bz (t). 
HM t = d(x, zo) +1= p(x) +1, W 
e~ Vol B, (1) > (p(x) + 1)7"e C+) Vol Ba (p(x) + 1). 
但 明显 有 Bzo(1) C Bz(p(x) +1). 因而 ， 


Vol Bs(1) > (p(x) + 1)~"e7~ ©?) Vol B,(1) 


之 
> g Cas). 


其 中 C W- n, k, Vol Bzo(1) 有 关 的 常数 . 证 毕 . 
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关于 完备 Riemann 流 形 上 调和 函数 论 的 研究 , 一 方面 对 一 些 经 典 的 情况 ( 单 
位 圆 、 R 中 的 有 界 域 C 中 的 有 界 对 称 域 ) 已 经 有 了 众多 的 丰富 的 成 果 A 
如 ， 关 于 单位 圆 的 Herglotz 理论 ， R” 中 有 界 域 上 调和 函数 的 Martin 表示 ， 
有 界 对 称 域 调和 函数 的 Hua, Fiirsteuberg 理论 等 )， 另 一 方面 ， 对 于 一 般 的 完 
备 Riemann 流 形 上 的 调和 函数 的 研究 只 是 20 世纪 80 年 代 才 有 了 较 大 的 进展 ， 
对 于 不 加 曲率 条 件 的 一 般 的 完备 Riemann Fie, S.T. Yau 证 明 ， 不 存在 属于 
L?(1 <p < co) 的 调和 函数 . 对 于 p= +00, 即 有 界 调和 函数 的 存在 性 , 则 受 流 形 
曲率 的 很 大 制约 ， 8$. T. Yau 证 明 , 对 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann 流 形 ， 
不 存在 非常 数 的 有 界 的 调和 函数 ( 第 一 章 第 3 节 ). 虽然 人 们 早 就 猜测 , 当 完 备 流 
形 的 曲率 Kx WAL: -V < Km < 一 a? < 0(a,b 为 常数 ) 时 ， 应 该 存在 有 界 的 调 
和 函数 , 但 这 一 事实 直到 20 世纪 80 年 代 中 期 才 由 Anderson 及 Sullivan 加 以 证 
X. 他 们 证 明 ， 如 果 完 备 Rieman 流 形 具有 负 曲 率 Ky, —-b? < Km <- <0, 
那么 M 可 通过 赋 加 一 “无 限 远 边界 ” (sphere at infinity)S (00) MESA. XF 
带 边 界 的 流 形 M = MUS(co), 满足 预先 给 定 的 连续 边界 值 (在 Slo) ERE ) 
的 调和 函数 的 Dirichlet 问题 可 解 . 本 章 第 1 节 将 对 这 一 事实 给 出 一 个 简单 的 证 
明 . 


以 单位 圆 ( 其 Poincaré 度量 的 曲率 = -1 ) 的 调和 函数 论 和 Martin 关于 有 
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界 域 中 调和 函数 的 经 典 工 作为 背景 ,在 负 曲 率 流 形 上 可 以 通过 Green 函数 的 边 
界 性 状 定义 Martin 边界 M 和 Poisson 核 . 在 Anderson 和 R. Schoen 的 工作 中 
对 此 进行 了 详尽 的 研究 ([2]) ， 证 明了 M 的 几何 边界 S(co) 和 Martin 边界 M 
之 间 可 以 建立 一 个 自然 的 同 胚 以 及 通过 用 Poisson 核 表示 调和 函数 的 Martin 表 
MAK. 这 些 构 成 本 章 的 2~4 节 . 

在 第 5 节 中 ， 我 们 对 满足 曲率 条 件 -及 < Ky < -ao < 0 的 完备 Riemann 
流 形 M 上 的 有 界 调 和 函数 的 存在 性 ,证 明 两 个 结果 . 最 后 ， 在 第 6 节 中 ， 我们 
讨论 次 调和 函数 的 平均 值 不 等 式 ， 由 此 得 出 有 界 调 和 函数 的 某 些 Liouville 型 定 
m. 
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本 节 始 终 假 定 M 是 单 连 通 的、 完备 的 n 维 Riemann 流 形 ， 其 截 曲 率 满 
Æ -e < Ky < -a®. U b? M -a 为 常 曲率 的 ( 单 连通 ) 空间 形式 记 作 
H(—b?) 和 H(—a?). 根据 Cartan-Hadamard 定理 ,对 M 的 任何 一 点 p, 指数 
映射 exp, : TpM 一 M REME, M M 微分 同 胚 于 R. 并 且 任 意 两 点 
A,B € M 确定 一 条 连接 它们 的 惟一 测 地 线 ， 用 AB 表示 . 若 4,B,C 是 M 上 
三 点 ， 则 可 作 测 地 三 角形 A4BC 以 及 角 ZA, LB, ZC. 例如 ， ZA 就 是 测 地 线 
Br ABA AC 之 间 的 角 . 我 们 将 需要 下 列 经 典 的 Rauch-Topologov 比较 定理 . 

Rauch 比较 定理 ”如果 -b < Ku < -a 任 取 一 点 Oe M,M 上 相对 O 
的 距离 记 作 p, 则 


(a coth(ap))(g — dp ® dp) < D?p 
< b coth(bp)(g — dp ® dp), (2.1.1) 
其 中 9 表示 M 的 Riemann 度量 张 量 . 
Topologov 比较 定理 it —b? < Ky < —a?, Œ H(—b?), M, H(-a?) 中 分 
别 有 测 地 三 角形 A4'B'C' c H(—b?), AABC cC M, AA"B'C" C H(-a?). 如 果 
|A B'| = |AB| = |A" B"|, |B’C’| = |BC| = |B"C"|, |C’A’| = |CA| = |C” 4 WY 


LA < ZAS ZA". (2.1.2) 


类 似 地 ， 如 果 |A'B’| = |AB| = |A"B",|A’C’| = |AC| = |A"C"|, ZA" = ZA = 
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ZA”, 则 
|B'C'| > |BC| > |B’C". (2.1.3) 


简 而 言 之 ， 曲率 越 小 ， 则 夹 角 越 小 ， 而 对 边 长 则 越 大 . 
为 了 给 出 精确 的 估计 ， 我 们 需要 计算 常 负 曲 率 空间 形式 中 的 边 角 关 系 . 
考虑 标准 的 曲率 为 常数 -1 的 空间 单位 圆 D : {z € Cllz| < 1}. 其 度量 为 
Poincaré 度量 
_ 4ladz|? 
人 


按 此 度量 计算 的 21,22 € D 的 双 曲 距离 记 作 (21, 22). FÆ, WE |z| =r <1, 则 


T 2dt l+r 
— — = 本 .1.4 
p(0, z) Í fap e (2.1.4) 
— f ið _ 1 
双 曲 等 距 变换 > ZO 使 := 变 为 0，z= re mH ED, gey 
工 一 7Z 1 — r2ei0 
r(e — 1) 
p(r, re”) = p (o te ae | 
i r(e? —1) 
1—rĉ?et 
= log 一 一 |. (2.1.5) 
(et 一 1) 
1 = ae et 
W plr, re?) = s, 则 
r(e? —1) ea 
1—r2e | ef +1 
s 
sh7 s 
= 一 各 = tanh z (2.1.6) 
h 二 
9 


类 似 地 ， 在 (2.1.4) 中 如 记 o = (0,7), WI 


e? —1 o 
mE] = tanh >. 


将 (2.1.6) 变形 为 


2r? — 2r? cos0 = (tanh 2)’ 
1+r4—2r2cosO 2) ’ 
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Ge r2)2 1 — tanh? > 
(1 + r?)? — 4r? cosé z 1 + tanh? 3 
oe 
chs 
CO. cho 
2 
cos sh? o = ch? ø — chs. (2.1.7) 


(2.1.7) 就 是 D = H(-1) PSB=ARMEK o., KUK s KMA 9 之 间 的 关 
RA. 

通过 类 似 但 稍 复杂 一 点 的 计算 ， 在 空间 形式 H-a) 中 的 三 角形 边 角 关 
BA: 对 于 五 (-o2) 中 的 测 地 三 角形 A4BC, 如 果 记 d(A, B) = 7,d(4,C) = 
o,d(B,C) = s, 而 0= ZA, WA 


cos0sh arsh ac = char chao — chas. (2.1.8) 


于 是 ， 根 据 Rauch-Topologov 比较 定理 ， 我 们 可 有 以 下 命题 : 

命题 1.1 设 M 为 单 连通 、 完 备 的 Riemann 流 形 ， 其 曲率 Kw WE < 
Kyu < -a? < 0. 对 于 M 中 的 测 地 三 角形 AABC, 如 果 记 p(A, B) =r, p(A,C) = 
o, p(B,C) =s,ZA=8, Ml 


chas 
6 > coth thao 一 2.1.9 
cos > coth ar coth ac TEE ( ) 
ch bs 
< Hee a ae sabi 
cos 6 < coth br coth bo pean (2.1.10) 


命题 1.2 设 M 是 单 连通 、 完 备 曲 率 Kx 满足 -b < Ky < -a <0 的 流 
Æ. O,zl,za 为 M PZM, r= p(O,zi) = (0,22). WH O 至 x, 的 测 地 
HA An, HO 至 zz 的 测 地 射线 为 y, y Al yo 在 点 O 的 夹 角 为 9, W4 r Æ 
分 大 ，9 适当 小 时 ， 有 


27 十 一 “(In -1) < p(x1, 22) 


< 27 十 = (Ind +1). (2.1.11) 
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证 明 在 (2.1.9) PS o= r,s = p(z1, £2), WMA 


cos @sh2ar > ch2ar 一 chas, 
chas—1 >sh?ar(1—cos6), (2.1.12) 
4sh?28 > shar - 2(1 — cos 6). 


任 取 c, 满足 1<c< 5, 则 易 知 


2c2(1 一 cos0) > 0?, 当 0 充 分 小 时 ， 
er — emar > Leer, 当 r 充 分 大 时 


后 一 式 即 shar > cet. 因此 


1 
shar - 2(1 — cos0) = 三 sh ar .2c2(1 — cos 6) 


> e2(ar 一 1)02 


此 时 (2.1.12) 成 为 
ash? % > er(ar—1) 92 
2In(e? —e~ 7) > 2(ar—1) + 2nd. 
所 以 


as > 2ar 十 — 1), 
s > 2r+- “(ind — 1). 
(2.1.11) 的 左 端 得 证 ， 同 理应 用 (2.1.10) 可 得 右 端的 估计 . 
现在 就 可 以 来 定义 负 曲 率 流 形 的 几何 边界 一 “无 限 远 球 面 ” S(oo). 
设 M 是 单 连通 、 完 备 的 负 曲 率 流 形 ， 由 Cartan-Hadamard 定理 ， 从 流 形 
上 任 一 点 出 发 的 切 向 量 都 惟一 地 定义 了 一 条 测 地 射线 7. 两 测 地 射线 oy 和 7 
称 为 等 价 的 ， 7 ~ Ya, WR 


plnil) 2(t)) < FR, Vt> oO. (2.1.13) 
定义 M 的 “无 限 远 球面 ” 3(oo) 为 
S(oo) = 测 地 射线 的 集合 / ~. 
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如 果 取 同一 点 作为 测 地 射线 的 始点 ， mi(0) = 72(0), Wn ~ v2 SARS 
V1 = V2, 这 是 因为 由 (2.1.11) , 


2t + “(ind ~1)< X. (2.1.14) 


当 t 一 00 时 ，0=0. AK, WILE, S(co) = 由 一 点 出 发 的 全 体 测 地 射线 
二 ToM 中 的 单位 球面 So. 
任 取 O € Mv € ToM, 定义 以 v 为 中 心 、 角 度 为 6 的 锥 Col, 6) 如 下 : 


Co(v, ô) = {x € M|Z(v, Toz) < ô}, (2.1.15) 
其 中 (v, Toz) 是 v 和 连接 O 与 z 的 射线 之 间 的 夹 角 . 又 以 Bo(R) WA O 为 
中 心 、 呈 为 半径 的 测 地 球 ， 我 们 称 
To(v, ô, R) == Co(v, ô) \ Bo(R) (2.1.16) 
为 截 锥 ， 则 全 体 
{To(v, ô, R); Ba(r),q € M} 


给 出 了 M = MUS(co) 的 锥 拓扑 的 一 个 拓扑 基 . 这 种 拓扑 给 出 了 M 的 一 个 紧 
化 . 

命题 1.3 以 上 定义 的 5(00) 的 拓扑 结构 是 Ce 的 ， 这 里 a = a/b. 

证 明 设 zizzeM 是 定义 3(oo) 的 不 同 的 基点 , EAB, So, ~ 
S(0o) © Seo, 其 中 Seli = 1,2) 是 TuM 中 的 单位 球面 , 设 w,v E Se, = 
Z(v,w). WÈ w(t), w(t) 是 以 vw 为 始点 方向 的 射线 ， 则 由 (2.1.11) ， 当 t 充 
分 大 时 ， 有 

(w(t), Yw(t)) < 2t + = (Ind +1). 


MRA 8, FE yole), 1u (E) 对 aa 所 张 的 视角 ， 则 仍 由 (2.1.11) ， 当 充分 大 时 ， 有 
= (n = 1) < P(C), Yol) 一 站 十 常数 ， 
上 式 中 常数 仅 依 袁 于 z zz, 因此 


ERU (2.1.17) 


` 38 . 第 二 章 负 曲 率 流 形 上 的 调和 函数 


& t — 00, 就 给 出 了 映射 Se, 一 5S(co) 一 Sz, 是 Ce 的 ， 
a=a/b. 


现在 我 们 转向 M 上 调和 函数 Dirichlet 问题 的 讨论 . 

下 面 是 本 节 的 主要 结果 ， 它 给 出 了 调和 方程 Dirichlet 问题 的 可 解 性 . 

定理 1.1 设 M EFEM, n 维 、 完 备 的 Riemann 流 形 ， 曲 率 Ku W 
Æ: —b < Kum < —-a? < 0, FEB y e C9(S(o0)), 则 存在 惟一 的 调和 函数 
u € C®(M) N C?(M), [8 uls(co) = Y. 

证 明 固定 基点 O € M, 并 将 S(co) 和 ToM 中 的 单位 球面 Soll) = 5"-! 
等 同 起 来 . 因为 So(1) 上 任何 连续 函数 可 用 光滑 函数 一 致 逼近， 而 极 大 值 原理 
又 保证 : 如 果 调和 函数 列 {ur € C°(M)NC°(M)} 在 3S(co) 上 一 致 收敛 的 话 ， 
TW us 也 在 M 上 一 致 收敛 到 调和 函数 ， 因 此 无 妨 假定 pe Cee(So(1)). 

因为 Km < -02 指数 映射 expo : ToM 一 M 是 微分 同 胚 . W {(r,0)0 € 
So(1) = S°} 为 O 点 的 正规 极 坐标 ， 则 y 可 写作 p= 9(0),0 € Soll). He 
沿 径 向 扩充 至 M \ {0}, BS 


p(r,0) = (0), Wr>0. 
扩充 后 的 函数 仍 记 为 p, M y 是 M \ {0} 上 的 有 界 光滑 函数 . 
引进 记号 oscg,0) ”p = gu et 一 p(z)| 表示 y 在 测 地 球 Bz(1) 上 的 振 
y x 
幅 . 
定理 的 证 明 分 以 下 几 步 : 


1” oseg,(1) P = O(c), 其 中 p(x) 表示 对 基点 O 的 距离 函数 . 
根据 2 的 定义 ， 当 ye Bs(1) BY, 
lelu) - (z) = [p(0') - p(0)| < Cle — 0), 
其 中 0,0 分 别 是 y 和 zx 测 地 球面 坐标 . 由 命题 1.2 可 得 
2p(z) + =(In(6’ — 8) — 1) < pay) <1, 


即 有 
上 il — 0| < Cre 2), 
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其 中 Ci KF a, 因此 
OSCB,(1) P S Oa (2.1.18) 


其 中 C 是 仅 依 赖 于 wp 的 常数 . 
2” 对 y 进行 平均 化 ，p 一 G, BAG = Ole"). 取 


xECo°(R), 1>x>0, 


其 中 
Xx(t) =0, “|t| > 1, 
x(t)=1, “|t| < 1/2. 
4 
Fz) = Lu X(e(w)) ow) dy 
Ju x(e2(y)) dy ? 
则 有 
ie Seca XONU) — plz)) dy 
I = ee | Jeo x(p2(y)) dy 
和 sup |p(y) — y(z)| 
Bz (1) 
= 08CB,(1) P 一 O(e~2P(2)), (2.1.19) 
同时 
Ap(zo) = A(P(z) — Y(Zo))|e=z0 
2 
-fa ee (ly) = plz0)) dyle=z0: 
(2.1.20) 
直接 计算 


A (2) = See ea eee 


Ikik u = x(py(7)),v = fu x(3(2)) dy. 下 面 以 p 表示 py (x), 得 


2u 
+ zz Du)’, 


Vu = x'(p*) - 2pVp, 
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Au = 40x" (PV pl? + 2x'(0?)|V pl? +2pX(o)Apo. 


WR Ku > b, 则 由 第 一 章 的 系 12, 4p=p,(r) < 1 时， pAp < 常数 . 至 
于 Vu, Au 中 的 其 他 各 项 , 当 p < 1 时 ，|Vwu| 和 |Aw| 是 有 限 的 . 同 理 对 Vv, Av 
也 如 此 . 另 一 方面 ， 由 体积 比较 定理 ( 见 第 一 章 (1.1.20) Ñ), 4 Ku < OFF, 
Vol Bj(1) > 常数 .因此 


v(x) = 站 X(pz(Y)) dy = [ 7 x(p2(y)) dy 
> Vol B, G ) > 常数 . 


总 结 以 上 所 述 ， |A (#)| 有 界 ， 代 入 (2.1.20) ， 即 得 
|AZ(x)| < 常数 .oscB,0) p = Ole -pt))， (2.1.21) 
3” 考虑 C%”(M) 函数 g=e 中. 易 知 ， 
Ag = ~6e P(Ap + 62e 99) V pl. (2.1.22) 
而 当 Ku S-a 时， 由 比较 定理 ， 


Ap n—1)acothap 


> ( 
> (n—1)a = C; > 0. 


Ag < eC) (§2|V pl? — 6C1) < 0, (2.1.23) 


只 要 6 充分 小 . 
因为 AG = O(e-9)), 只 要 5 充分 小 ， 由 (2.1.23) ， 我 们 可 以 找到 常数 C, 
使 
A(C9) < -|A¢|, 


BD) A(S + Cg) < 0, A(G— Cg) 2 0. 
根据 经 典 调和 函数 论 的 Perron 方法 , G+Cg 和 $$ 一 Cg 可 以 作为 保证 调和 
函数 存在 的 闸 (barrier) 函数 . BERA% u, Œ Au =0, I -Cg < u < G4Cg. 
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Ku 满足 边界 条 件 ， 这 是 因为 ， 


lu — y|(x) < |u-G+ 9-9 |(z) 
< Cg(x) + |2 — yl(z) 
< Ce?) + Ofe) 
一 0 ( 当 p(z) 一 co 时 ). 


这 里 用 到 (2.1.19). 定理 证 毕 . 


2.2 Harnack 不 等 式 与 Poisson | 


设 M EREM, ZEH nŒ Riemann fi, -b < Km < -a? <0. 固定 
基点 O € M, 相对 O 的 距离 函数 记 作 ple). 因为 M 是 负 曲 率 流 形 ，p(7x) 是 M 
上 的 光滑 函数 .在 上 节 中 ， 我 们 已 经 见 到 


Ae Ke) = eK el) K(K|V p}? — Ap). 


由 (2.1.23) #1, 4 K 充分 小 时 ， Ae-K?(?) < 0. 4 K 充分 大 时 ， 由 第 一 章 系 
1.2, X p21, 有 


Ap < 7" (1+ bp) 
< (b+ 1)(n- 1). 


Alt, 4p>1m, Ae K@>0. 总 之 ， 只 要 5 充分 小 ，e-so(z) 与 eTil) 分 
别 为 M 上 的 整体 上 调和 (super harmonic) 函数 与 次 调和 (subharmonic) 函数 ， 
因而 ， M 是 双 曲 流 形 ， 即 它 具 有 整体 Green 函数 Gay) ( 见 本 章 附录 定理 
Al )， 满 足 

1° G(z,y) = G(y, x). 4 y 固定 时 ， 

A,G(z,y) =0,VrF y. 
2° G(z,y) > 0. 
3° 
G(x, y) ~ : =. 当 z 一 y 时 . 


1 a 
log py (ay? = 2, 
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任意 固定 y, > 
sup G(z,y)esev(z) = Cy, 
re B, (1) 
sup G(x, yes" = Cy, 
r€B,(1) 
因为 


Ci, Aes < AG =0 < CoAe7 3's, 
Cre-io > G > Coe Fr, FEOB, (1), 


则 由 上 (次 ) 调和 函数 的 极 大 值 原理 ， 得 


Cre 3P» (x) < G(x, y) 
< 


Cye~%Pu®), Va € M \ B, (1). 


因而 ， 当 y 固定 时 ， Gly) > 0( 当 py(y) 一 co 时). HR, G(x, y) 就 可 以 连续 
拓展 到 M \ {y},G(2x,y)|5(00) = 0. 

固定 基点 OCM. Me yeM,y40. 考虑 

hy(z) = oy (2.2.1) 

它 是 一 个 正 调和 函数 ， hy(O) = 1, 具有 惟一 的 极点 y. 我 们 可 以 称 之 为 在 基点 
O 正规 化 的 正 调和 函数 . 如 果 我 们 有 一 族 在 点 O 正规 化 的 正 调 和 函数 {h,,(x)}, 
其 极点 yi > € € OM = S(oo). 我 们 希望 能 证 明 这 一 族 调和 函数 列 {hy,(z)} 收敛 
到 M 上 一 个 正 调和 函数 ， 它 在 S(oo) \& 上 连续 地 为 零 ， 由 此 可 以 得 出 Poisson 
核 的 存在 与 Martin 边界 的 概念 ， 而 要 证 明 这 一 点 ， 关 键 是 要 证 明 {hy,(z)} 在 
S(oo){€} 中 的 任 一 点 的 一 个 邻 域 ( 按 (2.1.16) ， 5S(oo) 中 点 的 邻 域 即 为 截 锥 ) 
是 一 致 有 界 的 .保证 这 一 点 的 是 下 面 两 个 具有 Harnack 型 的 定理 . 它们 的 证 明 
将 放 在 本 章 的 第 4 节 . 

固定 基点 O e M. 以 单位 切 向 量 Y e So(1) CToM 为 中 心 向 量 、 角 宽 为 6 
的 锥 Co(V, 5) (定义 见 (2.1.15)) 简 记 为 C(6), RHE To(V, 6, R) (定义 见 (2.1.16)) 
简 记 为 T(6,R), 按 定义 ，T(6, R) 是 Ve Soll) ~ S(w) 的 一 个 邻 域 ， 又 记 


O' = expo(v)， 
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它 是 截 锥 T(6,1) 的 “顶点 ”. 
定理 2.1 如 果 包 是 定义 在 C(x/4) 上 的 正 调和 函数 ， 它 在 C(x/4) N sS) 
上 连续 地 变 到 零 ， 则 有 估计 
sup h(x) < Cre ©?" A(O'), (2.2.2) 
2eéT (2,1) 
其 中 O' = expo(v) 是 T(5,1) 的 顶点 ， 而 01,C 为 仅 依赖 于 mw a,b 的 常数 
定理 2.2 设 u,v 是 定义 在 锥 C(r/4) 上 的 正 调和 函数 ， 连 续 到 0C(r/4)， 
并 在 C(r/4) N Sl) 上 连续 地 变 为 零 ， 则 我 们 有 
_,u(O’ u(x u(O’ 
i OS < wa < oat 
Va € T(x/8,1),O' = expo(V), 其 中 C1 为 仅 依赖 于 n,a, b 的 常数 . 

我 们 将 首先 应 用 这 两 个 定理 证 明 Poisson 核 的 存在 性 、 惟 一 性 及 研究 它 的 
性 质 ， 而 它们 的 证 明 则 放 在 本 章 的 第 四 节 . 

定义 M 上 的 调和 函数 P(x) PR Ec Slo) 的 在 O 点 正规 化 的 Poisson 
核 函数 ， 如 果 它 满足 : 

1° P(x) >0,Vr e M, 

2° P.(0) =1, 

3° Pe(x) € C°(M \ {€}), FF A Pe(2)|s(00)\¢e} = 0. 

命题 2.3 对 任何 上 e S(oo), Poisson KRM. 

证 明 it hy (2) 是 在 基点 O 正规 化 的 以 y 为 极点 的 正 调和 函数 ， 如 (2.2.1) 
所 定义 . 令 {u} 为 一 序列 ,使 得 ys > E € Slo). 我 们 要 证 明 ， 沿 一 子 序列 hy 
收敛 于 一 Poisson 核 Pe. 

(1) 首先 注意 , 着 C(r/4) = Co(v, 1/4) Æ v + E AYRE, BIE € C(r/4n5S(oo)， 
则 当 充分 大 时 ，j 是 C(r/4) 上 的 正 调 和 函数 ， 满 足 定 理 2.1 的 假设 条 件 . 
根据 Harnack RER , AW hy,(O) = 1,0' = expo(v), BM hy, (O) <C (H 
数 )， 从 (2.2.2) 得 


(2.2.3) 


hy, (x) < Cae-Czolz)， 当 7z € T (2/8, 1). (2.2.4) 


(2) 其 次 , 根据 hy, (0) = 1 Al Harnack 不 等 式 , 对 于 每 个 正 整数 m, p(x) <m 
和 满足 ply) > m 的 一 切 充分 大 的 ( 例 如， 有 > k(m)), RITE 0 < Postz) < 
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C(m). 于 是 ， 由 标准 的 椭圆 估计 ， 
[hy loz,a (Bolm) < C1(m), Vk > k(m). 


所 以 , 利用 取 对 角 线 子 序列 的 方法 ， 可 得 某 子 序列 hy 沿 着 它 按 CM) ( 更 确 
切 地 是 对 每 个 m 按 C2(Bo(m)) ) 收敛 于 一 非 负 调和 函数 Pe, CWE P:(0) = 1. 
由 极 大 值 原理 ， Pe 在 M 上 是 正 的 . 最 后 ，(2.2.4) 表明 Pe 在 M1 \ {6} 上 连续 ， 
并 在 S(00) \E LAE. eH, Pe 是 一 Poisson 核 ， 证 毕 . 

注 命题 2.3 的 证 明 也 可 用 本 章 第 1 节 的 Dirichlet 问题 的 可 解 性 ， 它 自然 
导致 调和 测度 的 存在 . 所谓 在 ze M 的 调和 测度 wr, 是 指 Slo) 上 的 惟一 正 
Borel 测度 ， 满 足 


(Hf)(z) = f F(Q) dw*(Q), Yf € CS(00)), (2.2.5) 
S(o0) 

其 中 HS 是 边 值 为 了 的 惟一 的 调和 函数 . 
由 此 推出 ， 由 于 任何 确定 的 Borel 子 集 F, 如 果 xz 表示 E HRERS, N 
TOE f xalQ) dw? (Q) (2.2.6) 

S(0o) 

即 为 以 xs 为 边 值 的 惟一 的 正 调和 函数 . 
ER E € S(oo), 设 它 在 Sol) C ToM 中 的 对 应 向 量 为 V. 取 角 宽 6; — 0. 


$ Ai = Co(V,6:) N S(co), W Ai 是 Slo) 上 以 为 中 心 的 渐 缩 的 邻 域 ， 即 
Ai+ı C Ai, NA; = {£}, 不 难看 出 ， 


: _ WA; (x) 
ule) = SA (2.2.7) 


给 出 了 满足 条 件 (2) 的 一 个 例子 . 
为 了 证 明 Poisson 核 的 惟一 性 及 它 对 的 Lipschitz 连续 性 ， 我 们 需要 下 面 
的 引 理 . 
引 理 2.4 设 M 的 曲率 Ku WE -b < Ky < -ay 是 由 Oe M 出 发 的 
一 条 测 地 射线 . 则 存在 常数 了 > 0, 仅 依赖 于 n, a,b, 使 Vt > 0, 


Can (3) ep (=) (2.2.8) 


其 中 Cyt) (0) = Cyt) (TY 0). 
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证 明 为 了 叙述 简便 , 如 果 A,B,C € M. 我 们 以 AB, AC 分 别 表示 A 出 发 
通过 BAC 的 测 地 射线 ， 而 OAB, AC) 则 表示 射线 AB 和 AC 在 4 的 夹 角 . 
T 


A ro = q(t), xı = y(t +T). (ER p € 8Cr (=), 则 


3 
0(Z1 £0, Zip) = IT 


引 理 归结 为 要 证 当 了 充分 大 时 ， 


o(p, Foti) < E, Yp € AC», (F) (2.2.9) 


w p(xo, £1) =f, p(zo, p) = s, p(£1ı, p) P= o, 0(Zop, Tozi) = 0, 则 由 命题 1.1 3 有 


ch aa 


一 一 一 一 一 2.2.10 
sh arsh as ( ) 


cos0 > coth ar coth as 一 
在 Azorip 中 ， 因 为 OCITO TIP) = Sr 是 最 大 的 角 ， 根据 Toponogov 比较 定 
H, RITA s > ms > o, 因此 ， 


chao _ chag chas 1 


sharsh as chas shas shar 


< cothas - ——. 
sh ar 


X r— oo 时 ， shar > co,coth as > 1,cothar — 1, (2.2.10) 右边 前 项 — 1, 后 
项 一 0, 因而 IT, 使 得 只 要 ST, 即 有 


T T 
cos > cos = >0x< g 


引 理 2.5 记号 同 引 理 2.4. xo = 7(t),21 = y(t +T), p € 3Cr (F7) W4 T 
充分 大 时 ， 存 在 常数 C > 0, 使 

a (TOTI, Zop) > e CP". (2.2.11) 

证 明 在 Azozip 中 ， 记 0 = 0(T021, Zop), a = O(pxi, PX), 而 O(Z1 Fo, Tip) 


= om, p(£0,P) = 8, p(£0, £1) = T, p(x1,p) = o, 则 由 命题 1.1, (2.1.10) 


ch bT chbs — ch bo 


(2.2.12) 
sh b7'sh bs 


cos0 < 
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BAEREN, OEE, TP) = Žr, 所 以 a < T, 仍 由 (2.2.10) ， 


v2 = cos 三 < cosa 
> 
ch boch bs — ch bT 
os shbsshbo’ 
T sh bssh ba ch bT 
E eee) Sed = . 
Oa ihe. st Bhi 


将 上 式 代入 (2.2.12), 7 


cos @shbT'sh bs < chbTchbs — ch bo 
choT ~ 2shbsshbo 
< as ge ee 
Sn ene a ee 


sh2bs V2shbsshbo 


= ch — ea 
or ch bs 2 chbs ’ 
ch oT V2shbo 1 
< . 一 一 一 一 -一 . . ods 
Cons sh bT’ eae 2 chbs shbT gery) 
AA s>o>s—-T, 4TH, soo, 
sh bo 
coon ceed Oe 
sh bs 
A Ooo = lim 6, (2.2.13) 为 
2 
1 一 “ea < cos0 
V2 1 
< coth 好 — 一 一 一 一 
coth bT > RET 
1+ e~2T e—bT 
= I-e 2T e AT: 


因此 ， 当 了 充分 大 时 ， 即 得 0 > eT. 证 毕 . 

命题 2.6 设 C 是 以 O 为 顶点 的 一 个 锥 ， ww 是 两 个 在 C 中 定义 的 正 调 
和 函数 ， 并 且 vlansteo) = Vons) = 0 则 > 可 以 Ce 连续 地 拓展 到 UN So) 
的 内 部 ， 其 中 a 仅 依赖 于 n, a,b. | 

证 明 {ERK Q € (CN S(co))? (BP CN S(co) WAR), A o= olt) 记 测 地 
HAR OQ, 因为 8 的 取 法 ， 36 > 0, 使 Co(6) CC. 根据 引 理 24, IT > 0, 使 


Co((k+1)T) (26) Cc Co(kT) (ô), Vk = 0,1,- (2.2.14) 
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记 Ok = Coger) (8), 则 {Ck} 显然 组 成 一 族 渐 缩 的 9 的 开 邻 域 , 并 且 门 Ce = {9}. 


令 
,ol 
y. = inf 一 ， 
z Ci V 
= u 
P; = sup 一 ， 
G V 


u 
一 之 P, 


则 在 Ci 中 ， Pi 之 i 
根据 定理 2.2,(2.2.3) ， 存 在 常数 C1 > 0, 使 (只 要 T 取得 足够 大 即 可 做 到 ) 
Piy S CIP Vi=0,1,.. (2.2.15) 
令 
Ui = U — pV, 


由 (2.2.15), IK >0,K 仅 依赖 于 n,a, b, 使 


sup | < K inf —. 
Ci+1 v Cit1 V 


此 即 
(Piss a ¥;) < K(i i ;) 
Æ ui = Biv 一 同样 可 得 


(Bi — 0.44) S KG — Pipa) 


A 


将 上 列 两 不 等 式 相 加 ， 得 


wit Witl S K (uy; — wi+ı)Wi+1 


K-11 

< Kat = is 
K-11 

c= <1 
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因此 ， wi < eiwo, 此 即 


u u 
a(t) eC) 
Ci WwW Co \U 


; u 
ei loge sup (=) 
Co *U 


二 sup (=) | (2.2.16) 


其 中 Cs = —loge > 0, 以 9; WX 8C: 对 O 所 张 的 最 大 角度 ， 则 由 引 理 2.5， 当 i 
充分 大 时 ， 


6; > ese. 


即 -i< gir ind;, 其 中 为 正常 数 ， 由 (2.2.16), 


其 中 a= Gh 为 正常 数 ， 由 定理 2.2， sup (“) 为 有 界 量 ， 因 此 即 得 


(9) -SaN < WML OF, Yyy EC (2.2.17) 
ujv 的 有 界 性 再 加 上 上 式 就 保证 了 极限 
. u 
Di A) 


存在 ， 即 w/v 可 以 延 拓 到 Cn S(co) WAR. mE, (2.2.17) 就 给 出 : vég e 
(C N S(oo)), 


SEO- EEO] < w oee. (2.2.18) 
命题 证 毕 . 
系 2.7 以 P(z,€) 记 在 6e5(co) 上 的 Poisson 核 函数 , 则 当 z AEM, 有 
|P(x, €) — P(z, €')| < COE, €')*. (2.2.19) 
证 明 由 下 面 的 命题 2.8, Poisson 核 是 惟一 的 ， 由 命题 2.3 ， 取 
Plz,6 = lim G(z,y) 


ye G(O, y) 
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当 zx 和 0O 固定 ， 看 作 y 的 函数 ， 令 “= G(x,y),v = G(O,y), 引用 上 述 命题 2.6 
即 可 . 

命题 2.8 对 任何 上 es 5S(oo), 只 存在 惟一 的 在 基点 O 正规 化 的 Poisson 核 
函数 . 

证 明 设 户 9 为 两 个 在 上 e S(co) 的 Poisson KBR, HEM, EMME: 
在 M 上 为 正 调和 函数 ，f(0) = 9(0) = 1 


Fls} = 9ls(o0)\{e} = 0. 


W olt) 为 由 O 到 € € Slo) 的 测 地 射线 . 任意 固定 正 整数 k. $ zo = 
o(0) = 0, Tı = o(T),- 一 o(kT). 以 Ti 为 顶点 、 —o(iT) 为 中 心 线 、 角 宽 为 
6 的 锥 记 作 Cz,(6), 则 由 引 理 2.4 ， 只 要 了 充分 大 ， 可 使 


Coss (3) C On, (=) i (2.2.20) 
因为 f,g 在 Slo) 上 只 有 惟一 的 非 零 点 E, m E 显然 不 在 
on (5) A S(co) 


E, 因而 f,g 在 Ce, (Z) n Sl) 上 恒 为 零 (i = 1,… , k), 在 Co, (3) 中 引用 定 
理 2.2 ， 则 至 少 在 Cr (5) 中 有 


fa) 1(O) _ 
TRS g(x) ` €O 的 (2.2.21) 
其 中 C 为 不 依赖 于 的 常数 . 


同时 ， 根 据 命题 2.6 证 明 中 的 (2.2.16) ， 得 


OSC (£) < %71. sup (£) ,E<1 
Czo (4) \g c 3) g 


sp_1( 
Oe 


任 取 小 邻 域 UC Coo (F) WEER, 有 
Fko fog (Z) =0 UL, feo, 由 调和 画 数 的 惟一 性 定理 ， 在 束 
个 M 上 f=g. 证 毕 . 
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2.3 Martin 边界 与 Martin 积分 表示 


本 节 我 们 将 引进 Martin 边界 的 概念 , 并 证 明 M 的 Martin 边界 和 前 面 讨论 
的 几何 边界 Slo) 可 以 建立 一 个 自然 的 同 胚 (homeomorphism) 以 及 通过 Poisson 
核 表示 调和 函数 的 Martin 积分 公式 . 

设 M 仍 是 单 连通 、 完 备 、? 维 的 Riemann 流 形 ， 截 曲率 Kw 满足 b? < 
Ku < 一 2. 固定 原点 OEM. 以 G(z,y) 表示 M 的 Green 函数 ， 则 

G(T, 
hy(z) = oS 

为 在 O 点 正规 化 的 、 以 y 为 惟一 极点 的 正 调和 函数 . 由 上 节 ， 对 于 任何 M 上 
的 点 列 Y = {yi} (即使 它 没有 极限 点 )， 相 应 的 函数 序列 {hy} 包含 收敛 于 一 正 
调和 函数 的 子 序列 . 

点 列 {yi} 称 为 M 中 的 基本 序列 ， 如 果 相 应 的 函数 序列 {hy} 在 M 上 收 
敛 到 一 正 调和 函数 . 设 了 = {yv} 是 一 基本 序列 ， 其 相应 的 极限 正 调和 函数 记 作 
hy. 两 个 基本 序列 


(2.3.1) 


Y = {yi}, Y= {yi} 


称 为 等 价 ， 当 且 仅 当 hy = hy. 

定义 M Martin 边界 M 由 M 上 基本 序列 的 等 价 类 组 成 ， 因 为 每 一 
Ye M 都 对 应 着 惟一 的 hy, 我 们 也 可 以 将 .Y 看 成 全 体 hy 组 成 . 

令 MM=MU.N. 在 斩 上 我 们 可 以 定义 度量 如 下 m Y, Y’ c M, W 

p(Y,Y)= sup |Hhy(zx)— Hhy,(z)|. (2.3.2) 
ZEDBo(1l) 

不 难 证 明 ， 在 此 度量 下 M 是 紧 的 . 在 度量 拓扑 p FA 组 成 M 的 边界 ， 并 且 
“拓扑 p 与 M 自身 作为 Riemann 流 形 的 拓扑 等 同 ， 注意 ， M 之 结构 与 原点 O 

定理 3.1 M 的 Martin 边界 M 与 其 几何 边界 Sl) 之 间 存 在 一 自然 同 胚 
@: M —S(cc). MH, -t -Æ Hölder 连续 的 . 

证 明 LY = {yi} € M 是 一 基本 序列 , 则 hi,(z) > hy (2) 是 M 上 的 正 调 
AN PRIX. {yi} 在 M 内 无 极限 点 ， 其 极限 点 只 能 在 Slo) 上 .根据 命题 2.8 ， 
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不 同 的 极限 点 对 应 不 同 的 调和 函数 ( 实 为 不 同 点 的 Poisson 核 函数 )， 因 此 {ys} 
仅 有 惟一 的 极限 点 Yoo E S(oo). 定义 映射 D: M 一 3(oo) 为 


(hy) = Yo: (2.3.3) 


® 显然 是 在 上 (surjective) 的 ， 因 为 任何 序列 {z;} 一 z € 5(oo) 都 含有 基本 的 
子 序列 . 
5 是 连续 的 KE M 中 hi 一 上 h,， 


(h) =QES(co), Bhi) = Q; € S(00). 


依 前 所 述 ， hi 实 为 在 8; PRM, bh 为 在 @ PHAR. 如 果 两 子 序列 
{Oi} 和 {Ov} 具有 不 同 的 极限 lim Qi A lim Qi, 那么 {hv} 和 {hiv} 将 给 出 
不 同 的 核 函 数 . XM hi 一 h AFA. 

$ 是 一 一 的 : WY = {y} E NM,GB(hy) =Q. WR {zi} 是 任何 基本 序列 ， 
zi > Q, 那么 jim G(z, 2)/G(O, 2) 存在 并 且 是 点 Q 的 核 函 数 ， 根 据 惟 一 性 命 
题 2.8 , 

hy = jim G(x, zi)/G(O, zi), 

现在 我 们 已 经 可 以 把 -WN 中 的 元 素 合理 地 记 作 he, € € S(co). 根据 系 2.7 ， 

有 
Ine(z) — he (x)| < COE, E), Va € Bo(1), (2.3.4) 

其 中 Cia 为 仅 依赖 于 n,a, b 的 正常 数 ， 上 式 即 为 


phe, her) = p(G*(€), B= (€’)) 
< COE, g)”, (2.3.5) 


它 表明 D: S(o0)— M 是 C* 映射 ， HR SeA, EREE. 


在 上 节 (I (2.2.5) 和 (2.2.6) 我 们 知道 ， 根 据 调 和 函数 Dirichlet 问题 的 可 
解 性 , 存在 调和 测度 w. 它 是 S(co) EWIE Borel 测度 , WA. Vf E C°(S(co)), 


(FJ)(z) = f f(Q) du? (Q). 


S(00) 
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w” 在 S(oo) 上 的 总 测度 为 1. 由 此 推出 ， 对 于 5(co) 上 的 Borel 子 集 E, ARV 
和 函数 

wg(z) 一 ww (EB) = XE(Q) dw” (Q). 
是 的 调和 测度 , HF xg(8) i E BRER. 根据 测度 论 的 标准 结果 ， 对 
应 这 一 调和 测度 的 Radon-Nikodym 导数 
dw” ， w*(Ai) 


K(#,9) = 75 (0) = lim aR (2.3.6) 


对 几乎 处 处 的 @e S(oo) 存在 ， (2.3.6) 中 O 是 固定 的 原点 ， Ai 是 S(oo) 中 以 
Q 为 中 心 的 渐 缩 的 邻 域 集 ， 使 ATANA = Q. 由 (2.2.7) 及 惟一 性 定理 ， 
K (2, Q) = p(x, Q) 为 在 Q 点 的 Poisson 4% PRR. 

在 经 典 的 调和 函数 论 中 ， 首 先是 Herglotz 对 单位 圆 


D = {|z| <1} 


建立 了 正 调和 函数 的 表示 公式 ， 对 于 任何 D LEAR, STRA OD 上 
的 正 Borel 测度 u, 使 
ula) = | ple, Q) d(O). (2.3.7) 


上 述 公式 对 及 ”中 有 界 域 情 况 的 推广 是 Martin 完成 的 ， Martin 建立 了 类 似 的 
公式 ， 其 中 的 积分 是 在 理想 边界 一 一 Martin 边界 上 进行 的 . 遵从 这 种 经 典 的 想 
法 ， 在 建立 了 Martin 边界 以 后 ， 也 就 可 以 证 明 类 似 的 Martin 表示 公式 . 

定理 3.2 Rute M 上 的 正 调和 函数 ， 则 在 5S(oo) 上 存在 惟一 的 、 有 限 
的 、 正 Borel 测度 u, 使 


u(a)= f p(z, Q) dn(0), (2.3.8) 
S(c0) 


其 中 p(z, Q) 是 Poisson 核 函 数 . 
证 明 固定 原点 O€ M 对 M 中 的 有 界 域 Bo(R) (WORD, RAK 
径 的 测 地 球 ) 应 用 经 典 的 Martin 表示 公式 ， 则 对 ze Bo(R), 有 


u(x) = f u(Q)Pr(z, Q) dwr(Q), (2.3.9) 


2.3 Martin 边界 与 Martin 积分 表示 . 53. 


其 中 PR(z,9) 是 Bo(R) 的 Poisson KRM, wa 是 So(R) 的 调和 测度 . 因为 
Par(0, Q) = 1, 所 以 
u(0) = i. TOERE (2.3.10) 
So(R) 
将 So(R) 等 同 于 So(1) = S(co), 其 中 R € [1,0]. 上 式 表明 S(co) 上 的 序列 测 
BE {ur = ulsom wr} 中 的 每 一 个 都 具有 总 质量 u(0). 根据 测度 论 ， 存 在 一 个 
子 测度 序列 为 {ur} Rj 一 00, 使 ur, 弱 收 剑 于 某 有 限 、 正 Borel 测度 u. 
另外 ， 再 说 明 : 对 于 固定 的 @ € S(co), 函数 族 {Pr (x, Q) 中 有 一 子 序列 
收敛 于 O 的 核 函 数 . 根据 惟一 性 ( 命题 2.8 )， 其 极限 即 Pie, Q) 为 了 看 到 
这 一 点 ， 取 任意 锥 Co (T) 使 之 不 包含 测 地 射线 OO ( 即 不 是 O 的 邻 域 ) 将 


Pr, (£, 9) 零 扩充 到 整个 Co (F) BN 
= ee ze Co (4) N Bo(R;), 
0, 2 € Co (7) \ Bo(R;). 
于 是 在 Co (5 7) E AG > 0. Æ Co ¢ ) 上 解 Dirichlet 问题 
| Ah; =0, 在 Co (F) 4, 
y=G， 在 9Co (了 ) 上 ， 
根据 极 大 值 原理 以 及 定理 21， 在 To (5,1) E, 


C; < h; < Ciel) h (O'). 2.3.11 
J J J 


不 失 一 般 性 可 以 假定 调和 函数 列 {hj} 在 Co (F) 中 内 闭 一 致 收 全 ( 必要 的 话 先 
一 子 序列 )，(2.3.11) 即 导致 6 (因而 Pr, ) 在 Co (F NS(co) 上 连续 地 收敛 到 


0 ， 因 而 lim Pr, (x, Q) = p(z, Q). 这 样 ， 根 据 ur, B, p, 即 得 


2 f P(x, Q) du(Q). (2.3.12) 
S(co) 
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下 面 再 证 惟一 性 ， 设 


u(x) = P(x, Q) du(Q) 


S(co) 


= f P(z, Q)dv(Q), 
S (o0) 


其 中 u,v WEER Borel 测度 ， 总 测度 为 1， 而 u 由 (2.3.12) 给 出 ， 
同 前 面 一 样 ， 将 So(Rj;) 和 S(co) SH, ERAR E C Soo), 则 


一 a a ful Q) dur, (Q 


= jim, f J co 2 DMD) dun, (O) 


J> JE 


jim f | | reo) am 人 gj dv(Q’). 
: ) FERFE V D E. WA P 是 Poisson KRM, 4 j 一 œ 时， 

= fa P( (Q2, O’) ) dur, (Q) Q) Xf O' € S(œ)\ V = So(R;)\ V 一 致 收敛 于 零 . 
a <1,V 是 任意 包含 E 的 开 集 ， 因 此 (E) < v(B). 再 注意 到 1,v 的 总 
测度 同 为 u(0), 因而 只 能 是 u(E) = v(E).Y AS E C S(0o). 定理 证 毕 . 


2.4 Harnack 不 等 式 的 证 明 


本 节 的 任务 是 给 出 定理 2.1 与 定理 2.2 的 详细 证 明 . 这 是 两 个 关于 调和 函 
数 的 Harnack 型 定理 .在 前 节 我 们 看 到 ， 它 们 是 关于 Poisson 核 函 数 和 Martin 
表示 公式 的 技术 基础 . 

设 M 仍 为 单 连通 、 完备 、n 维 Riemann 流 形 ， 满 足 


—b? < Ky < 一 a2. 


任意 固定 基点 O E M. ToM 中 单位 球面 记 以 Soll). Kv e soll). LOW 
Bm, v 为 中 心 线 ,. 角 宽 为 5 的 锥 记 为 Cow, ð) Æ v 不 起 重要 作用 时 ， 记 
作 Co(6)). Col(w,6) 与 Bo(R) BAS To(v,6,R) = Co(v,6) \ Bo(R) 组 成 
v € So(1) ~ S(co) 的 一 个 邻 域 . 截 锥 Tolv, ô, R) 的 顶点 记 作 O' = expo v. 
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定理 4.1 WR u 是 定义 在 Co (3) 上 的 正 调和 函数 ， 在 Co (3) 上 连续 ， 


CE Co (4) N Sl) 上 连续 地 变 为 零 ， 则 下 列 估计 成 立 


sup u(2) < Ce ADO), (2.4.1) 
reT(§,1) 
其 中 Ci, Co 为 仅 依赖 于 a, b,n 的 常数 . 
证 明 分 为 以 下 几 步 : 
引 理 4.1 对 于 任何 正 实数 2,1 > 6 > 0, 存在 v(x) € C”(M) 及 常数 Ro, 
满足 > 


(i) [Del + |D] < Cre“), Va €T (4, Ro), 
(ii) ¥laco(£)\Bo(Ro) =l, 
(iii) Ylr(z,Ro) = £. 


证 明 取 乏 段 线性 函数 (9) : [0,7] > R. 


1, TBOBT—E, 
Y0) =< B, T+el>0>0, 
连接 1 BMRB, Ta >9 > 三 十 6 


将 J(0) EIR EE So(1) 上 的 函数 ， 其 中 9 为 《与 的 夹 角 ， 而 " WHE Co (7) 
的 中 心 线 . 再 将 YO) 沿 从 O 点 出 发 的 射线 加 以 延 折 ， 得 到 定义 于 整个 M\ {0} 
上 的 Lipschitz 函数 y, 即 定义 Vly) = (By), 是 射线 Oy 与 v 的 夹 角 . 

如 同 本 章 定理 1.1 的 证 明 那 样 ， 取 x € C8*(R),Xx > 0,suppX C [-1, 1], 
x(0) > 0, & 
_ Su x(o?(@, y) vy) dy 


Su x(e2(a,y)) dy’ (2.4.2) 


plz) 

TW o 为 满足 引 理 条 件 之 函数 . 
(i) 的 证 明 完全 类 似 于 定理 1.1 WEH, ZHE b? < Km < 一” 时 ， 
acoth(ap)(g — dp ® dp) < D2p 

< beoth(bp)(g — dp ® dp), 


在 计算 时 ， 只 要 注意 


\ 


D?x(p”) = x" dp @ dp + x'D"p, 
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I|(D*2) zo) = DPD?lp — 4(20)] (20) | 


< C1 osc y, 
1 Bae 


T g0) Y = O(e "0)). 
(ii) 如果 ye B,(1),6 = O(Ox, Oy), 则 由 (2.1.11) , 
0 < Ciele), 


因此 ， 存 在 Ro, 4 p(x) > Ro 时 ， 0(Ozx,Oy) < Ciete < ci, 这 样 ， 当 ze 
OCo (4),p(z) > Ro+1 时， 


一 ETICA f, x(p? (z, y))v(y) dy 


2 
Ju X(0? (2, y)) dy a XW (2, y)) dy 
这 是 因为 此 时 y € Bz(1),0(Oz, Oy) < e1,¥(y) =1. 
(iii) 的 证 明 与 (i) 相同 . 
引 理 4.2 i u(r) > 0,Au = 0,u 在 9Co Co (Z) N 9(co) 上 为 零 ， 则 36 > 
0, Ro > 0, 使 l 


u(z) < Cie-sp(z) sup u, YreT (=, Ro) (2.4.3) 
9co(#) : 
4 


证 明 在 引 理 4.1 中 取 8 = 0, 则 存在 满足 引 理 4.1 中 的 (i), (i), (iit) 的 函数 
plz), 由 于 (i), Va € T (F Ro), Ag < Cre), 改变 C, 和 Co, 自然 也 可 以 使 


Ay < Cie), Yr E Co (3) , 
S f=p+Ce), 其 中 C 和 56 为 待定 的 正常 数 ， 则 由 (2.1.23) ， 


Af = Ay + CAe~@) 
< Cre 2°) — C8(C3 — de 8P@), 


其 中 Cs 为 仅 与 wa 有 关 的 常数 . 因此， 只 要 6 适当 小 而 C 充分 大 ， 就 可 以 使 
Af <0. 
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另 一 方面 ， 同 时 可 使 flac(#) > 1 这 是 因为 当 ze 8Co (7) 时 , 由 (i), 
只 要 C 充分 大 ， 有 


| Pt Ce) BI, 4 p(x) > Ro, 
~ | e+ Ce) > Ce-sRo 1, 4 p(z) < Ro. 
同时 , 根据 ”的 性 质 (过 ) , 4 x €T (=, Ro) it, p=0. 因此 , f = Ce), Va E 
7 (Fm) 
FES u = u(z)/ ae i 则 AT = 0,Tlco(3) S 1, FÈ a- f, 则 由 于 
ðCo( F 
flaco(z) 之 1, 有 


-= flleco(z) <0. 
由 极 大 值 原理 ， 在 内 部 ， 特 别 是 对 ce T(E, Ro), 有 


ù < f < Cel), 


Bp 
u < Cee) sup u. 
8Co(F) 
WEH. 
现在 我 们 可 以 给 出 定理 4.2 的 证 明了 . 


定理 4.2 的 证 明 : 
1" 根据 引 理 4.1 ， 存 在 函数 pe C™@(M), WEZA 4.1 之 (i), (ii), (ii), 但 
X (iii) P 2 = 4. H (i) 


[Vo] + |V2y| < Cre"), 2 eT (4, Ro) 
适当 改变 Ci 和 Co, 可 使 ve € Co (T) 都 有 


[Vel + Vp] < Cre“, (2.4.4) 
1 


另外 ， 由 y 的 构造 方法 可 知 1 > p> 5. 
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考虑 函数 u(r) C) = ev ler, Mj 


Vu? = u” (logu - Vy + pV logu), (2.4.5) 
Au? = u” (|loguVoy + yV log ul? + log uAy 


+2Vy-Vlogu+ pAlog wu), (2.4.6) 
注意 
Au [Vu 2 
Alog u = EF = -|V logu] (因为 Av = 0). 


设 u(O’) = 1, 则 由 内 部 Harnack 不 等 式 ( 第 一 章 的 系 3.4 ) 


|V loguļ| < C, 
log u(z) = logu(zx) — log u(O’) 
< | IV log ul < Cp(z). (2.4.7) 
O! 


由 (2.4.4), (2.4.6) 及 (2.4.7) 可 得 Au’ 的 估计 为 


Au? = u” (|V|? log? u + y?|V log ul? + 2y log uVy - Alog u 
+loguAy + 2Vy- V logu + vA log u) 
< u? (C1e™ OP) + (9? — p)|V log ul?) 
< uC co) (因为 p < 1,9? < op) 
= Ole™ C2) eee 
< Oye C202) geCole) .wp-e 


< Cye~ CaP) yee 


其 中 Ci 和 Cs WAER, © 为 充分 小 的 正 数 . 


Fa=1-§,1>a>0,N 
ur cu* +1. (2.4.8) 


这 是 因为 ， 如 果 wu <1, WERARIER, Su > 1 时 ， 因 为 <1, 上 式 也 对 . 
于 是 我 们 有 


Au? < Cre") (ua +1), £ EC (7) (2.4.9) 
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2 男 一 方面 ,计算 
A(e7 9). ua) = ue Ae SPC) 十 2Ve-io(z) . Vu + e7) Aut 
< —6(C4 — be sos) ue + 26e FP) yr" vu 
—a(1 — ae? 2-2 Vu]? 
= —5(C4 — 6)e P(e + esp 4% (28V log u| 
—a(1 — a)|V log ul’). 


对 上 式 右 端 括号 中 的 项 应 用 不 等 式 2Bt — At? < B?/A?, 即 得 


Afe?) < -5(Ca — be PM ue 
62 

a(1—a) 

< -Cre Oye, 


$ esoGjua 


只 要 5 充分 小 ， 自 然 也 可 以 使 
Ae) < 一 5C5e- OP), 
因此 ， 对 充分 大 的 Co, 由 (2.4.9), (2.4.10) 及 (2.4.11) , 
A(u? + Cee?) (ue +1)) < Cier (ve + 1) 
—6CeCs(u® + 1)e™ FC) 
< 0. 
3° 至 此 ， 我 们 已 经 构造 了 一 个 次 调和 函数 
f =u? + Coe?) (u® +1). 
Af <0, Hu f WBE. 在 9Co (4) LA y=1, Hitt 
ulaco(3) S (u? + Coe” (u* + I)laco( a): 
所 以 


u Su? + Cee?) (uo +1), xtECo (=) ; 
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(2.4.10) 


(2.4.11) 
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特别 地 ,在 Co (Z) E, Wi ), 


Cee °°) (ut +1) 
Ce(u® 十 1) 
1 十 Ce(u® F 1), 


+ + 十 


因 a < 1 由 上 式 只 能 有 ulsco(s) < 常数 ,在 Co (=) 中 应 用 引 理 42 ， 即 得 
u(x) < Ce) sup u 
oco(§) 


< Ge-5(), Yge e ae Ro). 


注意 上 式 是 在 假定 u(O’) = 1 下 证 明 的 , 如 果 u(O’) #1, 那么 用 u(x)/u(O’) 
ANE u(x), 即 得 


u(x) < Če? u(0' ), vz ET (= ,Ro). 


H T (ip Po) PAB T (2,1) 只 要 用 第 一 章 的 内 部 Harnack RAR u(z) < 
Cu(O'),2 € Bo(Ro), 其 中 C 仅 与 Ro 及 曲率 上 、 下 界 有 关 ， 而 Ro 本 身 也 可 先 


择 得 仅 与 曲率 上 下 界 有 关 ， 因 此 最 后 总 有 
u(x) < Ce’ uO’), Va ET (F 1) e 


定理 至 此 证 毕 . 
定理 4.2 设 wv 是 定义 在 欠 Co ( 工 ) 上 的 正 调和 函数 ， 在 Co (3) bit 
续 ， 并 且 ulazis) = lanse =O M Ye e T (3,1), FAHR 
V: 
1 u(O’) 
C: v(O’) 
其 中 0' ERE T (T1) 的 顶点 ， Cl 为 仅 依赖 于 n a,b 的 常数 
证 明 ERE T >O > 02 > 0. 显然 只 要 对 T(02,1) 证 明 不 等 式 (2.4.12) 
Bplay. 


< so (2.4.12) 
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不 失 一 般 性 ， 可 设 u(O’) = v(0') = 1, 总 的 证 明 线索 是 设法 构造 一 个 次 调 
AF <0, Yz ET(g Ro), 
F 2 U, Æ OT (01, Ro) 中 ， (2.4.13) 
F < Cu, HOT (02, Ro) #. 
根据 极 大 值 原理 ， 在 T (02, Ro) 中 就 有 
v S F < Cu. 


再 由 第 一 章 的 Harnack REA, EAE T(02,1) 中 仍然 成 立 ( 常数 可 能 改变 ), 
而 这 就 是 


ulz) < g- cul?) 
vm) $ I > ay’ 


交换 u,v 的 位 置 得 到 (2.4.12) 的 另 一 端 ， 从 而 完成 定理 的 证 明 . 
在 下 面 的 证 明 中 以 Ci, Co, mre 51, QQ,°°° 等 表示 仅 依 赖 于 n, a, b 的 正常 数 . 
13 根据 定理 4.1 $ dC}, Q1 > 0, 使 Yr € 了 (01， 1) 有 
u(x), v(x) < Cpe"), 
同时 ， 由 梯度 估计 |V logu] <C, 易 见 也 有 
u(zZ),u(z) > Coe-ozetz)，Vz € T(04, 1). 
因此 ， 当 LE T(01, 1) 时 ， 
v(x) < Cre) 
a Cy (Cae 220(@)) a2 CO, 
< C3u™, (2.4.14) 
其 中 Ào = z <l: 
由 引 理 4.1 ， 存 在 函数 pe C~(M). 满足 对 充分 大 的 Ro, 1 > 2 > Eo E0 为 
待定 的 小 正 数 ， 有 
IVYol 上 +|V2o| < Cae-cso(z)，VZ ET (5. 1) ; 
P|T(02,Ro) =1, (2.4.15) 


placo (0 )\Bo(Ro) = £p. 


. 62 . 第 二 章 负 曲 率 流 形 上 的 调和 函数 


4 
A= 1—(1— y)** — (1 — wy)se 0), (2.4.16) 
其 中 s, 60 为 待定 的 正常 数 . 由 (2.4.15), BB 
IVA] + [VPA] < Cee~C7P(1 — y) 8}, (2.4.17) 
同时 有 
Alr(62,Ro) = 1, 
AlaCo(61)\Bo(Ro) = 1 — (1 — €0)** — (1 — eo0)*e 9, 


因此 ， 当 €0,8,00 取 定 后 ， 只 要 Ro 充分 大 , 在 8Co(91) \ Bo(Ro) 上 就 有 
1 


a(1 = (1 a €o)**) < AlaCo(01)\ Bo (Ro) 
< 1- (1 -—£0)”, 

在 s 确定 后 ， 只 要 so 充分 小 ， 将 有 

XlaCo(61)\Bo(Ro) S Ao < 1. 


因为 u< Ce"), 所 以 只 要 Ro 充分 大 ， 由 (2.4.14) 就 有 


U|9C0(61)\Bo(Ro) 之 u™ |aco (0)\ Bo(Ro) 
1 


=U. 


这 样 ， 函 数 w 已 可 满足 


1 
| U*|9C0(61)\Bo(Ro) 2 CG.” (2.4.18) 
U|T(62,Ro) =u. 
由 第 一 章 Harnack FER, (2.4.18) 的 第 一 式 也 就 意味 着 
LA|sr(e，Ro) 之 Covler(0, Ro)- (2.4.19) 


(2.4.18) 和 (2.4.19) 已 经 组 成 我 们 所 要 求 的 (2.4.13) 中 的 后 两 式 ， 但 无 法 证 明 
Au’ < 0, 因此 必须 对 w* 再 加 以 改造 . 
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2° 4é€=-logu, 因为 当 p 充分 大 时 ， 


—a —a 
Cre 2P <cuKcCie ae 


因此 ， Cop È E2 Cup. 并 且 由 Av =0 及 |Vlogv| < C, 得 


令 


其 


注 


因 
足 
使 


口 


[VE] < C12, AE = [VE]? < Cis. (2.4.20) 
F(a) = (E(x) — eu), (2.4.21) 
中 6 为 待定 的 常数 ， 光 :下 一 下 满足 : 
C13 2 Y 之 1,y" < 0, 
2 > w(t)? > 1， 当 t 充 分 大 时 . (2.4.22) 


BA E~ Cp, (2.4.22) 的 最 后 一 式 相 当 于 ( 当 p 充分 大 时 ) 
Cra > PY (E — eh?) > Cis. (2.4.23) 


为 由 是 正 有 界 量 ， 因 此 F =y- uò 和 ?一样 满 足 (2.4.18) 和 (2.4.19) ， 即 满 


(2.4.13) 中 的 边界 条 件 ， 因 此 整个 定理 的 证 明 只 有 赖 于 验证 ， 可 选 适当 的 bb， 
当 p(x) 充分 大 时 ， AF < 0. 
AF = A(y u`) 
= Ay -uò +2Vy- Vu + Vu". (2.4.24) 


先 看 Av 项 ， 因 为 WwW <0, 所 以 


Ay < (Ag -erep(p2 — BAp)) 
< y (Iviogu = 38e), (2.4.25) 


只 要 p 充分 大 ， 此 处 用 到 Ap 和 C 及 6 足够 大 . 


2V4% - Vuò = 2w’u*(—V logu -Be-aoVpl.(logwV 和 十 AVlogu) 
< 2y'u*[-A|V log ul? + Ca6(plVYAIVlogz| 
+Bpe~F"|VX| + Be 8°)]. (2.4.26) 
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此 处 用 到 |Vp| = 1, | logu] < CAIN loa als C. 于 是 (2.4.24) 成 为 
AF < wAuw Ww — 2X)|V log u|? 
+Ci6p'u>p|VAl|V log u| 
1 
—Wuw eB (50° — C16p 一 CisfplvA|) 
< WAWw + (1 — 2A)y'u’|V log ul? 
—Ci7p'ure 9? + Cygy)’up|VAI|V log ul, (2.4.27) 
此 处 用 到 6 和 p 充分 大 ,以 及 |VA| < Cse-c2ro, 因而 plYA| 一 0 (24 p> o). 
再 计算 Vu^ 项 
A = u||VAl? (logu)? + 2\ log u(VA - Vlog u) + logu- VA 
+2VA-V logu — A(1 — A)|V log ul] 


w[Cigp?|VAI? + Crop|VAI|V log u| 
+ logu(AX) — A(1 — A)|V log up|?]. (2.4.28) 
因此 ， 


AF < y’u*[(1 — 2d)|V log ul? — Ci7e78”] 
+pu[Cigp?|VAI? + Crop|VAl|V log ul 
+(Ad) logu — A(1 — A)|V log u|?]. (2.4.29) 


分 析 上 式 中 的 Cigp|VA|V log ul: ur 项 . 由 通常 的 Schwarz RARK Y A vp? 
是 正 有 界 量 的 事实 ， 在 点 {z| 和 (z) > 3} 处 ， 


Ciowp|VA|Y logu] 和 (2A— 1)w |Y logwul? 十 Coow%p4|VA|2. 
将 其 代入 (2.4.29) ， 得 


VE < -Ci7Wiuse-po + wu*[Cigp?|VAl? 
+C29p*|VA|? + (Ad) log u], (2.4.30) 
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在 点 {z| 和 A(z) < 3} 处 ， 当 p 充分 大 时 ， 因 为 和 > 3(1 一 (1 一 e0)”) > zeo 因此 
和 (1 — à) > Feo. 所 以 
Cigp|VA\|V log u| < A(1 — A)|'V log ul? + C2165 *p? VAI’, 
代入 (2.4.29) ， 注 意 到 yP? ~ y, 当 Ro 充分 大 时 ， Ve eT (61, Ro) 也 有 
AF < -CrW'uxe-ep + pu? [Cip VA]? 
+C21€5 PVA + (AA) log u]. (2.4.31) 
(2.4.30) 和 (2.4.31) 合 在 一 起 可 以 写成 ， 只 要 Ro 充分 大 ， Vee T(O, Ro) 都 有 
AF < —Cy7'ure7 PP 
+wu [C2671 p*|VAI? + (AA) log u]. (2.4.32) 
再 计算 (AA) log u 项 : 
(Ad) logu = [—A(1 — p)” — A(1 — #)* ee 9 
—2V (1 — y)® - Ve? — (1 — wy)*Ae | (log u) 
< [JAC — ¢)*| + |A(1 ~ p) le 
+2/V(1 — y)*||VeW?| ] | log u] 
—(1 — y)®Ae~? log u 
< Coze~©4"(1 — y)®—! — Cos pdo(1 — p) Se. (2.4.33) 
这 里 用 到 |logu| ~ Co. 另 一 方面 ， 易 证 (24 eo 取 定 后 )， 对 充分 大 的 Ro (Ait 
Feo), p2 Ro 时 有 
Cores pVAN? < Cage C7(1 一 p)s + Cogpteg ie- 20P(1 — p)” 
< Oe PT — y)* t (2.4.34) 
将 (2.4.33) 和 (2.4.34) 代入 (2.4.32), 14 
AF < —Cy7ip'ure~? + pu (C3167 ©27(1 一 OP)5 1 
一 Co5pbo(] 一 P)*e 0) 
= Cirp ue? + pur(1 一 的 (Cate 0 
—C25p50(1 — y)e~°°?). (2.4.35) 
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如 果 Care~ "(1 — p)! < Cospdo(1— p) er, 由 上 式 自然 有 AF < 0. 否则 ， 
有 


0< 1— y < Ce (C60)p. 


因而 


AF < —Ciry'ude Ê? + yu Cae (Cs2+(s—1)(Cs2—60))p. 


只 要 取 bo < C32, 8 < C32 + (s 一 1)(C32 — ôo), 对 充分 大 的 Ro, p(x) > Ro 时 ， 就 
仍 有 
AF <0. 


因此 ， 首先 取 定 充分 大 的 S, 再 顺 次 定 下 ôo, 8, E0) 最 后 定 下 Ro, 使 当 LE 
T(01, Ro) 时 ， AF <0. 定理 至 此 证 毕 . 


2.5 ”更 一 般 流 形 上 的 调和 函数 


我 们 在 本 章 第 1 节 中 证 明了 : 单 连通 的 完备 Riemann 流 形 ， 如 果 其 截面 曲 
率 Km 满足 —b? < Km < 一 a? < 0, 则 调和 函数 的 Dirichlet 问题 可 解 . 在 第 2 节 
和 第 3 节 中 又 证 明了 Poisson 核 的 存在 性 及 几何 边界 与 Martin 边界 的 等 价 关 
系 ， 一 个 自然 的 问题 是 ， 对 于 流 形 的 曲率 条 件 可 以 减弱 到 何 种 程度 ， 使 上 述 结 
果 全 部 或 者 部 分 仍然 成 立 ? 从 有 界 对 称 域 上 调和 分 析 的 经 典 理论 ， 我 们 知道 有 
界 对 称 域 上 的 Bergman 度量 满足 —b? < Km < 0, 同时 Poisson 核 函数 是 存在 
的 . 因此 , 我 们 希望 知道 : 在 满足 -0 < Ky 和 0 的 一 般 的 单 连通 完备 Riemann 
流 形 上 , 在 何 种 条 件 下 存在 有 界 调 和 函数 , 存在 Poisson 核 函数 , 以 及 其 Martin 
边界 是 什么 样 的 ， 本 节 将 给 出 这 个 方向 上 的 一 些 初步 结果 . 

定义 设 M,N 为 同 维 数 的 两 完备 Riemann 流 形 . WAM 和: MON, 
称 为 拟 等 距 的 (quasi-isometry) ， 如 果 存 在 常数 C > 0,Vz € M,X €T,M, 满足 


1 
GX lu < lsXI < CIXIm. (2.5.1) 


定义 完备 Riemann 流 形 M 上 两 个 度量 ds? 和 ds? 称 为 一 致 等 价 度量 ， 
如 果 存 在 常数 C > 0, 使 得 


= ds? < ds? < Cds’. (2.5.2) 
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GR, 若 d? 和 d? 是 M 上 一 致 等 价 的 度量 ， 则 恒 同 映射 (M, ds?) 一 
(M, ds*) 就 是 拟 等 距 同 胚 . 根据 定理 1.1 ， 如 果 对 (M, ds?) MA, -b? < Ku < 
一 a? < 0, 则 调和 函数 的 Dirichlet 问题 可 解 . 今 假设 (M, ds?) 和 (M, ds?) 一 致 
等 价 ， 是 否 对 (M, ds) 而 言 ， 调 和 函数 的 Dirichlet 问题 仍然 可 解 ? 一 般 而 言 
不 一 定 ， 但 在 一 定 情况 下 可 以 给 出 肯定 的 回答 . 为 此 我 们 要 引进 一 个 关于 完备 
Riemann 流 形 的 第 一 特征 值 的 概念 ( 见 第 三 章 ). 

众所周知 ， 对 M 中 任何 有 界 区 域 2, 其 第 一 特征 值 A1(2) ( Dirichlet 条 
件 ) 可 以 定义 为 p 

NIE jeH? (0) i fo 
HLH? (2) = {f € H(A) flan = 0}, H?(Q) 是 Sobolev 空间 . 根据 这 一 定义 
就 可 推 知 ， 如 果 2, C R CC M, 则 


(2.5.3) 


Al) > Ar (M2) > 0. (2.5.4) 


由 特征 值 关 于 区 域 的 递减 性 ， 我 们 可 以 合理 地 引进 下 列 定义 . 
定义 完备 Riemann 流 形 M 的 第 一 特征 值 入 (M) 定义 为 


A(M) = Jim A, (B(R)), (2.5.5) 


其 中 B(R) 为 以 某 定 点 为 中 心 ， 半 径 为 R 的 测 地 球 . 

第 三 章 第 4 节 的 Mckean 定理 指出 ， 如 果 M 的 截 曲率 Ku < -C <0, 则 
àı(M) > 0. 

不 难看 出 ， Xi(M) > 0 对 M 上 一 致 等 价 的 度量 而 言 是 一 个 不 变 的 性 质 . 
因为 如 果 ds? 和 ds? 一致 等 价 ， 则 两 者 体积 形式 dV 和 dV 也 是 一 致 等 价 的 ， 
由 (2.5.1) ，|vV 有 | 和 |Yf| 也 是 一 致 等 价 , 再 由 第 一 特征 值 的 极 小 性 质 (2.5.3) , 
及 特征 值 的 递 降 性 (2.5.4) ， 自 然 导 致 这 种 不 变性 .由 此 易 见 ， 和 1 > 0 在 拟 等 距 
下 也 是 不 变 的 . 

定理 5.1 设 单 连通 的 完备 Riemann 流 形 (M, d), 其 截面 曲率 满足 -b? < 
Ky < -a? < 0, 再 设 ds? 是 M 的 另 一 完备 度量 ， 它 和 ds? 一 致 等 价 ， 如 果 对 
(M, ds?) 而 言 ， 其 截 曲 率 满 足 |Ku| < 1 及 其 单 射 半径 (injectivity radius)> 0, 
则 对 (M, ds?) MA, HARZ Dirichlet 问题 可 解 . 
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证 明 证 明 的 基本 路 线 仿 同 定理 1.1. 我 们 仅 着 重 讨论 证 明 中 和 定理 1.1 不 
同 的 地 方 . 根据 Mckean 定理 对 (M, d3?) 而 言 入 (M) > 0, H à (M) > 0 的 不 
变性 ， 不 妨 假设 ， 对 (M, ds?) 而 言 ， Xi(M) > Mo > 0. 又 根据 题 设 ， 不 妨 假定 
单 射 半径 (对 ds? MA) > 1. 

取 定 基点 OGM, 如 ze M, 记 zz 与 0 的 距离 为 p(z) 和 p(x) (分 别 对 ds? 
和 ds? 而 言 )， 由 一 致 等 价 性 ， 

Alt) < Bla) < Cole), 
同样 的 理由 ， 36。 > 6, > 0 使 
B,(61) © Be(1) C Bs(62), 


其 中 B, 和 By 分 别 表示 (M, ds?) 和 (M, dè) 中 的 测 地 球 . 
Æ (M, d3?) E ðM = S(oo) & So(1), Æ S(co) 上 给 定 Lipschitz 函数 p(9)， 
将 o 沿 径 向 扩充 到 整个 M 上 ， 则 由 (2.1.18) 


OSCR (5,)P = O(e~ (7), 
因此 ， 
osep,(1)¥ < 0805, (ga) P = O(e-eplo) = O(e-cuotD)， (2.5.6) 
下 一 步 是 将 yp 平均 化 成 5 ( 见 (2.1.18)) 


Su X(0? (2,Y)) Pp(Y) dy 
Sur X(0?(a,y)) dy ’ 


其 中 supp x C [-1, 1], 则 同样 ( 见 (2.1.19) ~+(2.1.20)) 可 证 ， 


$= 


AG = O(e~ C17(7)). (2.5.7) 


这 只 要 |Km| < 1 及 当 p(x,y) < 1 时 ，p(z,y) (对 x) 是 可 微 的 即 可 通过 ， 而 后 
者 由 单 射 半径 > 1 PRUE. 

为 了 证 明 Dirichlet 问题 解 的 存在 性 , 除了 由 ”构造 出 满足 (2.5.6) 和 (2.5.7) 
HJ D 以外， 还 需要 构造 出 满足 以 下 条 件 的 函数 ge Cce(M) : 


g(x) > 0， dim g(a) = 0, Ag < —Cye~2P() (2.5.8) 
pLZ) 一 co 
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其 中 6 充分 小 ， 就 足以 保证 定理 的 成 立 ( 见 定理 1.1 证 明 中 的 3° ). 
为 了 给 出 满足 (2.5.8) 的 g(x), RIIE Bo(R) \ Bo(1) 中 解 以 下 Dirichlet 问 
题 : 
Ahr(7) = —phr(z), 0< p< AM) 


hpa(z) =1, x € OBo(1), (2.5.9) 
hr(z) =0, z € OBo(R). 


和 第 一 章 定理 4.2 的 证 明 的 第 一 步 完 全 一 样 ， 解 he 存在 且 有 结论 h(x) = 
Jim Pa(Z) 存在 ， 并 且 


(2.5.10) 


Ah = —ph, xz € M \ Boll), 
1> h(x) >0. 


因为 在 Ricci 曲率 有 下 界 的 情况 下 ， 对 满足 (2.5.10) 方程 的 解 的 梯度 估计 仍然 
RA ( 见 第 一 章 系 3.4 ), |Vlogh| < C2, 因此 


h(x) > e C20(), (2.5.11) 
W ô < 1, & g = h(z)°, MI 
Ag = h°-?|Vh|26(6 — 1) + êh? Ahk 
< hî! Ah 
= —poh? 
< —pdePC2°(#) (2.5.12) 


因此 ， (2.5.8) 的 第 1, 3 AHE. 剩 下 只 需 验 证 g(r) 一 0 (4 p(x) 一 co BY), 
当然 只 要 证 a h(x) = 0 BẸ FT. 
p(zZ) 一 co 
回 到 (2.5.9) 在 Bo(R) \ Bo(1) 中 ， Ahr = 一 Lha,， 
hpAhp = —ph>, 


由 Stokes 公式 (注意 在 9Bo(R) 上 hr = 0), 得 


| elie +f Wl 一 uf h? 
aBo(1) Or  JBo(R)\Bo(1) Bo(R)\Bo(1) 
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ona _ Vhr: Vr, 
Or 


由 梯度 估计 ， e| 是 有 界 量 ， Palasodn = 1 因此 


f Vhr? -u f h3 < Os, 
Bo(R)\Bo(1) Bo(R)\Bo(1) 
其 中 Cs 与 RAŽ. 再 由 (Br) 的 极 小 性 ， 

I |Vhr|? > A1(Br) hh 
Bo(R)\Bo(1) Bo(R)\Bo(1) 


> (M) h >p / h? 
Bo(R)\Bo(1) Bo(R)\Bo(1) 


所 以 


QM) -= p) i, h3 < Cy 
Bo(R)\Bo(1) 


i. h? < +00. 
M 


因此 ， 对 充分 大 的 R A fugo h? < ee 可 以 任意 小 ,只 要 ze M\ Bo(R), 
并 且 Be(D) © M \ Bo(R), 在 Bs(1) (因为 单 射 半径 > 1, Be(1) 相当 于 Rn 中 的 
BR) 上 对 Ah = -ph 利用 梯度 估计 (第 一 章 的 定理 3.2 ) 就 有 


2 
ER (Bz(1)) Jao” 


C f 2 
二 h 
Vol (Bz (1)) M\Bo(R) 

< Ce. 


S R- 0, & 


这 是 因为 ， Kx < +1, 则 Vol(B,(1)) > 常数 ( 见 (1.1.20))， 定 理 至 此 证 毕 . 

本 定理 有 下 列 直 接 推论 ， 其 证 明 是 明显 的 . 

R B M 是 紧 致 的 负 曲 率 流 形 ， 则 对 M 的 任何 度量 ， 其 通用 覆盖 流 形 M 
上 调和 函数 的 Dirichlet 问题 是 可 解 的 . 

定理 5.2 设 单 连通 完备 Riemann MÉ M 的 截 曲 率 Ku 满足 |Kul < 1, 
其 单 射 半径 > 0, Xi(M) > 0, 并 存在 一 个 双 曲 等 距 (hyperbolic isometry)y, 则 M 
上 存在 非常 数 的 正 调 和 函数 . 
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注 等 距 y 称 为 双 曲 的 , 如 果 M 上 存在 一 测 地 直线 (geodesic line)o, 使 y|。 
是 o 上 的 一 个 平移 (translation). 

证 明 任意 固定 基点 O ec S M, 以 O 为 中 心 、RR 为 半径 的 测 地 球 记 作 
B(R), 距离 d(O, x) 记 作 p(z). 

RL R> 1, Æ B(R) \ B(1) PH Dirichlet 问题 


Afr(z) = 0, (2.5.13) 
frilapa) = 1, frlasir) = 9, 
则 根据 我 们 一 再 应 用 过 的 Harnack 原则 ， 
f(z) = lim fr(z) 
存在 ， 并 满足 
人 (2.5.14) 
flasa) =1, 1 > f(x) >0, ce M \ BA). 


引 理 5.3 在 定理 条 件 下 ， (2.5.14) 中 的 解 f(x) 满足 ( Ci(i = 1,2,---) 为 
不 依赖 于 R 的 常数 ): 


(i) JSu\pa) 天 < +00, (2.5.15) 
(ii) Jusa F Cre 28, (2.5.16) 
(it) 当 p(z) 充分 大 时 , f(z) < Cae C1000), (2.5.17) 


命题 的 证 明 由 (2.5.13)Afr = 0 得 到 


jz f faAfa 
B(R)\B(1) 
0 
=f Vial + f fae. 
B(R)\B(1) 8B(1) r 


Sfel < C (梯度 估计 )， 因 此 


f Y frl? <C, 
B(R)\B(1) 


因为 frləBa = 1, 
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再 由 Xi(M) > 0, 得 


C > | |V fr? > aan) f fh 
B(R)\B(1) B(R) 


& R- oœ, WA 


f f? < +00, 
M\B(1) 


f VIPE +00, 
M\B(1) 


此 即 (2.5.15) 所 欲 证 . 
下 证 (2.5.16) ， 任 取 r > 1, 作 截 断 (cut-off) 函数 p, 满足 


0, x € B(r), 
p E ee x g B(r +1), 
12>y20, ce B(rt+1)\ Br), 
[Vel <1. 


w R>r+1, Ñ 


i= f p frAfr 
B(R) 
ð 
= -f VfR VfR) + | pfr IR 
B(R) 8B(R) 


=- via Vta) 
B(R) 
(EX frlasi = 0) 
=- f PiP- f efaVe-Vir 
B(R) B(r-+1)\B(r) 
(EVel Ber) = 0). 


| 
上 


由 Schwarz ASR, 
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J entrel Aviat 
B(R)\B(r) > B(r+1)\B(r) 


故 有 


& R> oœ, fF 


另 一 方面 ， 因 为 


( f raver 
B(r+1)\B(r) 


工 


<2 ( f Aviat) 
B(r+1)\B(r) 


1 


2 
B(r+1)\B(r) 


| PaP <a f P 
B(R)\B(r) B(r+1)\B(r) 


f PIVA J P. 
M\B(r) B(r+1)\B(r) 


ve revs, 


<2 J (PIVE + ef) 
M\B(r) 


<2( | Pw f Pi (2.5.19) 
M\B(r) B(r+1)\B(r) 


结合 (2.5.18), ha 


J IVA <C J f, 
M\B(r) B(r+1)\B(r) 


FAL à (M) > 0, 因此 存在 C1,0 < Ci <à (M), 使 


其 中 C 为 常数 . 


f ven 
M\B(r) 


之 


> 0 f (ef? 
M\B(r) 
> f p. 
M\B(r+1) 


Nie 
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(2.5.18) 


(2.5.20) 


(2.5.21) 
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联合 (2.5.20) 与 (2.5.21) ， 得 
| ae “ena” 


2 
“olf E hi | 


人 
M\B(r+1) M\B(r) 


Se 
pee C2 ai f? Kees 
C2 Lm 1) 
如 果 一 开始 即 取 r = 2k, 则 
2 O \* 2 
= A (; + C2 ees f 


C a 2 
< 
($e: mea 


Itea) 


此 即 Singe) £? < Cze~ (2.5.16) 证 毕 . 
最 后 证 明 (2.5.17). 题 设 M 的 单 射 半径 a > 0, 当 p(x) 充分 大 时 , + R= 


p(x) — a, 由 (2.5.16) 
f fe < Cze CB ae Che CaP) 
M\B(R) 
B,(a) 中 考虑 Af = 0, 因为 Km > —1, Harnack 不 等 式 成 立 ， 因 此 


sup f < C; n iF 
B, (a) 


所 以 


Cs 2 
PO) op ey 人 f 


Cs f 2 
S< 二 -一 f 
Vol (Bz(a)) M\B(R) 
< Coe HRE 
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最 后 式 用 到 Vol (B。(o)) > 常数 ， 这 是 因为 Km <1. 至 此 引 理 5.3 证 毕 . 
现在 回 到 定理 5.2 的 证 明 . 由 于 (M) > 0,M 具有 整体 Green 函数 G(x, y) 
( 见 本 章 附录 定理 A.3 ) 将 (2.5.14) 中 定义 的 调和 函数 f(y) 和 GO, y) 相 比 
较 ， 存 在 正常 数 C1 > 0, 使 


1= josa) > CG(O,y)laBs), 
由 极 大 值 原 理 ， 
f(y) > CG(O,Y), 
因此 由 (2.5.17) ， 有 
G(O, 2) < C3e™ CP(®). (2.5.22) 


命 


1 Gey) 
u(x) = ka GO, y)’ (2.5.23) 


易 见 Au(z) = 0,u > 0,u(O) = 1, 如 果 我 们 能 证 明 wu(z) #1, W v(z) 即 为 定理 所 
要 求 的 正 调和 函数 . 证 明 这 一 点 的 方法 是 反 证 . 
Ky POR PHS AR, SE 


u(y(O)) = lim ST ae gi (2.5.24) 


FER s > 0, 则 存在 yo € 0, IË Yy € 0, 4 plyo) < ply) 时 ， 有 
G(y(O),y) 
G(O,y) 
取 io € Z, 使 p(y°(O)) > o(yo), 因 y BSA, GO(2),r(y)) = Ge,y), A 
此 Vi > io, 


<1 +e. 


G(7(O),Y(O)) 


‘FS? “GO, rO) 
_ 60,710) 
GOTO) 
所 以 
ape y COO), GOO), , FOO) 
> GORO COTON GO,F(O) 


G(O,y%-1(0)) 
G(O, yO) ， 
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G(O7 (0)) > G(OT "(0O))e tol Petts). (2.5.25) 


因为 Y EERE, d(y*+*(0),7#(0)) = d(O,Y(O)) = Co, 由 此 ，d(O,Yi(O) = 
iCo,i = La(O,¥#(0)),(2.5.25) 成 为 


G(O,7'‘(O)) > G(O, viol (O))e io log(1+e) o- &4(O,7'(O)) log(1+e) 
二 = G(O, qto- 1(O))e io log(1+e) o~ Gy log(ite)e(y"(O))_ 


如 果 取 = 使 PEST) < C4 ( C, (2.5.22) 中 之 指数 常数 )， 则 上 式 就 与 (2.5.22) 
HAA? JB. 因此 只 人 u(y(O)) > 1, 因为 wO) = 1, 所 以 关 常 数 ， 定理 证 毕 . 
根据 定理 5.1 与 定理 5.2 ， 我 们 提出 下 列 猜测 以 结束 本 节 ; 
猜测 设 M 是 单 连通 的 完备 Riemann 流 形 ， |Ku| < 1, 单 射 半径 > 
0,A1(M) > 0, M M 上 存在 非常 数 的 有 界 调和 函数 . 


2.6 ”次 调和 函数 与 次 中 值 公式 


熟知 , ÆR 的 经 典 调和 函数 论 中 有 所 谓 中 值 公式 ( 对 调和 函数 ) 和 次 中 值 
公式 (对 次 调和 函数 ) 这 些 公式 对 研究 调和 函数 和 次 调和 函数 的 性 质 , 特别 是 
证 明 Liouville 型 定理 都 起 重要 的 作用 ， 这 些 公 式 是 : 

中 值 公式 (次 中 值 公式 ): 设 ule) 在 R" 中 满足 Au = 0(Av > 0), 则 Yzo € 


R",R>0, 都 有 
1 


TCD) 

其 中 Bro (R) 是 以 to WAU. RAB AR. 

推广 次 中 值 公式 至 一 般 的 完备 Riemann 流 形 自然 是 流 形 上 分 析 的 课题 之 
一 ,一般 这 种 推广 可 以 有 两 条 途径 ， 一 是 根据 Riemann 几何 中 的 比较 定理 ; 
将 流 形 与 某 类 空间 形式 加 以 比较 ， 通 过 Stokes 公式 而 得 到 .这 种 类 型 的 结果 可 
以 举 以 下 定理 为 例 . 

定理 设 M 是 完备 的 Riemann Fi, zo € M,M 在 Ba (R) HRS 
S k, 而 RNF co 的 单 射 半径 ， 又 记 Mi 为 常 曲 率 的 空间 形式 . Hue 
C°(M), Au > 0,u > 0, 则 


1 
u(zo) < Vol (B*(R)) = u, (2.6.2) 


(2.6.1) 
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其 中 B*(R) 表示 Mx 中 以 R 为 半径 的 测 地 球 . 

本 节 将 给 出 讨论 次 中 值 公式 的 另 一 种 方法 ， 把 次 调和 函数 与 调和 函数 作 比 
较 ， 利 用 第 一 章 中 调和 函数 的 梯度 估计 .我们 首先 从 估计 Poincaré 型 不 等 式 的 
常数 出 发 . 

引 理 6.1 i M 是 可 带 边界 的 完备 Riemann 流 形 ， Ric (M)>—(n-1)K, 
任意 固定 OE M, 以 O 为 中 心 、R 为 半径 的 测 地 球 记 作 BCR), 设 


B(5R) CC M, 
则 存在 仅 依赖 于 n = dim M 的 正常 数 Ci 和 Co, 使 
vp € CP(B(R)), 


有 


f lep < Cy RPeC2V ER f Vel, (2.6.3) 
B(R) B(R) 


此 处 p 之 1. 
证 明 在 8B(3R) 上 任意 固定 一 点 21, 记 相 对 于 zi 的 距离 为 p1, 即 pl(z) = 
dist (x1, £), 因为 Ric (M) > 一 (n 一 1)K, 由 比较 定理 (1.1.8), 
Ap < i ERINE (2.6.4) 
1 
“4 z € B(R) Ef, 2R < pi(x) < 4R, 


Api < + (n-1)VK = a9, 


n—1l 
2R 
Ma = 21+ 2(n-1)VK = 2a0, Wl 
Ae: = e~%°1(—aAp; +a?) 

= ae 1 (a — Api) 

> 2ate 72, (2.6.5) 
HER p € CH(B(R)),p > 0, M pAe~% > aoae gp, 注意 (2.6.5) 是 在 分 布 意 
义 下 的 不 等 式 ， 因 此 


‘J B(R) B(R) 
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[laze 
B(R) B(R) 


=l 


inf e72’: 


B(R) 
a Ce) ET f Vgl. 
0 = F e =| B(R) | pl 


当 z € B(R) Ef, H 2R < p(x) < 4R,e ?2R > e7% > e-40R 将 a = 2a0 = 
3! 十 2(n 一 1)VK 代入 上 式 ， 即 得 


J pe Ginean] Vel, (2.6.6) 
B(R) B(R) 


其 中 C1, C2 仅 依赖 于 m. 以 pz(p > 1) 代入 (2.6.6) 


/ pp < Cy ReO2VER f ppp-llVe| 
B(R) B(R) 


再 用 Holder 不 等 式 得 出 (2.6.3). 

定理 6.1 设 M 是 完备 的 Riemann Fi, Ric (M) > —K,u > 0,Au > 
0,7 € (0,5), 则 

sup w< aa | u?, (2.6.7) 
B((1—7)R) B(R) 

其 中 C1, C 为 常数 ， lat = VBU Jace) 

证 明定 理 需 要 以 下 两 个 引 理 .第 一 个 是 正 同调 函数 的 Harnack ASR. 

引 理 6.2 在 定理 条 件 下 ， 如 果 在 B(R) 中 成 立 Ah = 0,h>0 则 


sup Ah? ¢7~CU+VKR) inf h?, (2.6.8) 
B((1-7)R) B((1-1)R) 
其 中 C 为 常数 . 
证 明 根据 调和 函数 的 梯度 估计 ( 第 一 章 的 系 3.4 ). 
(R= Pe) WA < CıR(1 +V KR), 


这 里 p(x) = dist (x, O), O Æ B(R) 的 中 心 . 因此 


IV log h| < Cy(1 + VERE 
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如 hzi) = supB((1-7)R) A(z), £1 € B((1—7)R), W 


h(z1) 人 ds 
l < C\(1+V KR 
og h(O) i(1+ ) A a 
2 logr 7C: 0+V KR), 
因此 ， 
sup h(x) < h(O)- 7 Cult+ V KR) 
B((1-7)R) 
同 理 ， 
h(O) <. inf hep tv ER) 


局 
两 者 合 在 一 起 ， 即 得 引 理 6.2. 
引 理 6.3 如果 在 B((1 十 a)R) ¥ u > 0, Au > 0, 则 


C 
Vul? < 一 一 f u?. (2.6.9) 
A Vall < Re B((1+a)R) 


证 明 取 函 数 peE CS(B((1+.)R)),  |Vel< GR 


_ 1， zeB(R), 
P= |o, zeoB(l+a)R), 


则 由 Stokes 公式 ， 
0 < i p uðu 
B((1+a)R) 
-f y*|Vul? — 2 | puVy: Vu, 
B((1+a)R) B((1+a)R) 


f y?|Vul? < -2 | puVo -Vu 
B((1+a)R) B((1+a)R) 


4 
2 f p?|Vu]? 
B((1+a)R) 
/ y?|Vul? 
B((1+a)R) 


<4 f u*|Ve|? 
B((1+a)R) 
C 2 


Uw. 


2 
| f “wop) 
B((1+a)R) 


人 


人 


[vue 
B(R) 


© aR? Jai4a)R) 
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引 理 6.3 证 毕 . 
现在 回 到 定理 6.1 的 证 明 . 在 B ((1 5) R) 中 解 Dirichlet 问题 如 下 ， 
Br Oe A (2.6.10) 
h=u, 4£ OB ((1- 3) R) E 


WE B((1-3)R) EAlu-h) > 0. 由 极 大 值 原理 ， 
T 
0<u<hæB((1-7)R) 中 . 
由 刚刚 证 明 过 的 引 理 6.2 , 


sup u?< sup h < orav Rf h?, (2.6.11) 
B((1—-r)R) B((1—7)R) B((1—r)R) 


下 面 估计 fh. 
f = f (h-u +u)? 
B((1—-r)R) B((1—-r)R) 


< 2 | u? + 2 | (h —u)?, (2.6.12) 
B((1—r)R) B((1-7)R) 


但 h-ue C? (B ((1 = z) R)) „h = ulaBp((1-3)8) 0, 通过 引用 引 理 6.1 ? 


ey < R? Ca V KR Sahle 
aaa 0 PET pi 


< 2R2eCsVFR f [IVA]? + |Vu]?] 
B((1-§)R) 


< ee |Vul?, 
B((1-§)R) 


式 中 用 到 [|Vhl? < f |\Vul? 是 由 于 Dirichlet 极 小 原则 ， 再 由 引 理 6.3， 


haon <6 lan! 
B((1-4)R) (TR) B(R) 


f (h £ u)? < gote | u2, 
B((1-4)R) Te B(R) 


因此 
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代入 (2.6.12) ， 
Í k? < (fern + 2) f u?. 
B((1—7)R) T B(R) 


—C2(1+V KR) 
sup u< O (2+ fet) f u? 
B((1—7)R) Vol B((1 — 7) R) 7 B(R) 
= f Vol B(R) 
< Cr 0 l 
l B(R) Vol B((1 = T)R) 
因为 re (0,5),7 1 > 2,77? > e, MU 


Vol B(R) 


WB AR (2.6.13) 


eA S| aa 
B((1—-7)R) B(R) 


根据 第 一 章 的 命题 4.3 ， 当 Ric (M) > -KK 时, WA R"e- “vol B(R) ER 
的 递 降 函 数 ， 因 而 
R-"e- RVo] B(R) < (1 — 1)” R"e- (7)RVo B((1 — 7)R), 
Vol B(R) 
Vol B((1 — 7)R) 
代入 (2.6.13) 并 忆 及 e < 777, 即 得 


sup w< 2 u?. 


< (1 = 1) re TR, 


B((1—r)R) B(R) 
EHEHE. 
系 如 果 Ric (M) > -—K,u > 0,Au > 0, W 
u?(20) < cecv 可 Pa). (2.6.14) 
B(R) 


证 明 在 (2.6.7) PRR r = e~t 即 可 . 

由 此 可 得 : 设 M 为 完备 的 Riemann 流 形 ， Ric(M)>0, 则 M 上 任何 有 界 
调和 函数 皆 为 常数 ， | 

这 一 结论 在 第 一 章 中 已 用 梯度 估计 证 过 ， 下 面 用 次 中 值 公式 重 证 如 下 : A 
为 Au = 0, 所 以 A|Vu| > 0, 因此 根据 (2.6.14), A 


lvul?(z0) < af Vul? (2), 
B(R) 
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但 由 引 理 6.3 ， 


令 玉 一 oo,|Vulzo)| = 0, HE. 
定理 6.3 it M 为 完备 Riemann 流 形 ， 为 正 的 次 调和 函数 ， 即 Au > 0， 
同时 ve LP?(M),p > 1, W u DA a A. 
证 明 Kp =14+,A>0. ER y € Of (B2R)), ylar = 1, 使 |Vel < §, 
则 
0< j: p2uAAv = 一 i Vu: V(p2u). 
所 以 


af url? |Vul? < 2 | uy|Vu- Vy! 
B(2R) B(2R) 


3 } 
< 2 (/ up] (/ vere) . 
B(2R) B(2R) 


其 中 a,b 满足 a 十 b= 入 ,2b=1+ 入 . 因此 ， 


af url Vu? < af IVg]? utt 
B(2R) B(2R) 


& R> oo, 只 能 |Vu| = 0. 定理 证 毕 . 

注 定理 6.3 当 p= 1 时 不 正确 . 存在 完备 的 Riemann WER u > 0,Av = 
0,u € L'(M), 但 不 是 常数 .关于 这 方面 的 进一步 的 工作 请 参考 P. Li 和 R. 
Schoen 的 文章 : Acta Math., 153(1984), 279-301. 


附录 整体 Green 函数 的 存在 性 


设 M 是 非 紧 、 完 备 的 n 维 Riemann 流 形 ， 我 们 讨论 M 上 整体 Green M 
数 的 存在 性 . 所 谓 整体 Green 函数 是 M x M \diag(M x M) 上 的 光滑 函数 (这 
里 diag (M x M)={(z,z)eEMxM:zxeM})， 满足 
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1° G(z,y) = G(y, x), HÆ y 固定 时 ， 有 AzsG(z,y) = 0,Vz ŻY; 
2° G(a, y) 之 0 
3° 固定 y, 则 当 z 一 y 时 有 


Genad aE: Anaa 
i —log p; (£) - (1 + 0(1)), Wn = 2. 


其 中 py(z) Rac 到 y 点 的 距离 . FOAM 上 的 一 定点 ，R> 0 W BR) 
为 以 OAR, R 为 半径 的 测 地 开 球 . 我 们 知道 存在 B(R) 上 的 Green 函数 
Gr(z,y), 它 在 B(R) x B(R) \ diag (B(R) x B(R)) 上 定义 ,满足 上 述 1 ~3°, 并 
日 还 满足 Dirichlet 条 件 : 

4° Gr(z,y) = 0,Vy € B(R),z € OB(R). 利用 极 大 值 原理 可 以 得 出 : Ry 
固定 ， 

如 R2 > Ri, Wl 


Gr,(z,y) > Gr,(z,y), Vz € B(R) \ {y} (A.1) 
事实 上 ， 由 2°,4° 可 知 ， 任 取 e > 0 FE BR) 上 总 有 
. (1 + E)GR, (x,y) > Gr, (z,y). (A.2) 


又 由 3° 可 知 ， 存 在 充分 小 的 > > 0 使 得 以 上 不 等 式 对 ze OB(r) 也 成 立 . A 
此 ， 由 极 大 值 原理 ， (A.2) 在 B(Ri)\ B(r) ER. 但 7 可 以 任意 小 ， 故 (A.2) 
在 B(R) \ {y} 上 成 立 . $ e 一 0, 即 得 (A.1). 

(Al) 说 明 如 果 对 于 £ A y,Ga(7x,y) 上 方 有 界 ， 则 可 以 定义 Gle, y) = 
jim Ca(z,y 并 验证 G(z,y) 即 是 整体 Green 函数 .以 下 定理 指出 在 相当 一 
般 的 条 件 下 ( 即 只 要 存在 在 无 穷 远 处 趋 于 0 的 正 值 上 调和 函数 ), 这 确实 是 可 行 
的 . . 

定理 A.1 设 M 为 非 紧 、 完 备 Riemann 流 形 ， 如果 存 在 y € C?(M) W 
Æ: y>0,Ap < 0 以 及 plz) 一 0 当 p(z) 一 co WM 上 存在 整体 Green K 


证 明 4 Grle, y) 如 上 所 述 ,固定 y e M, 将 证 :对 每 个 + > 0, 存 在 C(r) > 0, 
使 得 
jim Ga(e,y) < Clpy(z)), Yz €M. (A.3) 
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设 不 然 ， 则 存在 某 个 ro > 0, 使 得 
mpr = max{Gr(x, y) : x € OB,(ro)} 一 十 co， 
4 R— œ. & vr = ôm Gr(z, y) 则 at Rn ô, HARAKEKE 
0<vp(x) <ô, Yz € B(R) \ By (ro). 


R ô > 0 充分 小 , 使 得 va(z) < v(x), Yx € OB, (ro). 注意 在 0B(R) Evr =0< g. 
因此 由 极 大 值 原理 


vR(Z) < p(z), Va € B(R) \ By(ro). (A.4) 


另 一 方面 ， 取 定 RR > 0, 使 By(ro) c B(R), 以 及 任 取 e > 0. 用 证 明 (A.1) 的 同 
样 方法 可 证 : 当 mp <et, € 


VR(Z) < ô +eGR(z,y), Yz € By(ro) \ {y} (A.5) 


(A.2) 和 (A.5) 一 起 给 出 了 va -ARRET RBE. 因此 , 由 于 Avr = 
0, 利用 椭圆 方程 的 内 估计 以 及 抽取 对 角 线 子 列 的 办 法 (参见 第 一 章 定理 4.2 的 
证 明 ) 可 知 存在 Ri 一 oo, 使 得 va; 在 M\ {y} 的 每 个 紧 致 区 域 上 C 收敛 于 某 个 
函数 5e C?(M \ {y}, WE AT =0. 由 (A.4) 推出 zz) < v(x), Vz € M\ B,(r0), 
因此 


v(z) 一 0， 当 p(z) 一 oo. (A.6) 
又 由 (A.5) 推出 U(x) < 6 十 eGR(z,y),VYz € By(ro) \ {y} 但 < 可 任意 小 所 以 
u(r) <6, Yx € By(r0) \ {y}. (A.7) 


又 注意 jee ea =o, 因此 oma T= 6. 由 (A.6) 和 (A.7) PJA T Æ M \ {y} 


的 内 部 某 点 zo E€ 9B,(ro) 达到 极 大 值 6. 但 5 是 调和 函数 ， 由 极 大 值 原理 推出 
5 三 6 > 0, 这 显然 与 (A.6) FE. 这 个 矛盾 证 明了 (A.3). 
IER O < ri < Ri, 满足 7; 一 0 和 Ri > oo. 利用 极 大 值 原理 和 (A.3) 即 可 得 
到 估计 : 
Gr(z, y) <1+ max(C(r;), C(Ri)), 
Ve € B(Ri) \ Bri), SRRAKH. 
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从 这 个 估计 出 发 ， 仍 利用 椭圆 方程 的 内 估计 和 抽 对 角 线 子 列 的 办 法 ， 可 以 推出 
G(z,y) = lim GR(z,y) 存在 并 满足 AsG(z,y) = 0,0 € M \ fy}. 最 后 ， 不 难 利 
用 GaR(z,y) 的 性 质 , 验证 G(z,y) 满足 1° ~ 3°, 因而 是 所 求 的 整体 Green 函数 ， 
详细 证 明 请 读者 自己 补 出 . 

在 以 上 定理 中 , 如果 把 上 调和 函数 p(x) 在 无 穷 远 处 为 零 的 条 件 改 成 可 积 性 
条 件 ， 则 可 以 得 出 : 

定理 A.2 it M 为 非 紧 、 完 备 Riemann 流 形 ， 其 体积 


Vol (M) = œ. 


MEFE p € C?(M) 满足 ，p > 0, Ap <0 UAR fj PdV < co, HH p> 1, 
NW M 具有 整体 Green 函数 . 
证 明 和 定理 AL 的 证 明 完 全 一 样 ， 只 是 (A.6) 这 时 为 : 


f Pto 
M 


又 注意 (A.7) 保证 5 是 M 上 的 整体 调和 函数 ( 即 奇 点 y 可 去 )， 因 而 由 定理 6.3 
可 知 五 三 6 > 0. 于 是 Ju dV = 6PVol(M) = œ, 与 Ju dV < co FJA. 

定理 A.3 i M 为 非 紧 、 完 备 Riemann 流 形 . WRA(M)>0, UMA 
有 整体 Green 函数 . 

证 明 证 明 方法 仍 仿照 定理 A1 注意 我 们 有 


0<vr(z) <6, Ve € B(R)\ B,(ro). (A.8) 


我 们 的 目的 是 利用 Ni(M) > 0 证明， 如 果 By(ro) C B(Ro), 这 里 0 < Ro < 3R, 
w 
f vdV <C, VR> 2Ro, (A.9) 
B(R)\\B(Ro) 
其 中 O 是 不 依赖 于 的 常数 .假定 (A.9) 成 立 ， 则 由 于 va 在 M \{ 的 每 一 
紧 区 域 上 一 致 收 笋 于 到 利用 Fatou 引 理 可 推出 


f 7? dV < C. 
M\B(Ro) 


结合 (A.7) 即 有 fy, 0? dV < oo. 再 由 定理 6.3 WO = 5 > 0. 于 是 Vol(M) = 
6~? fy 02 dV < oo. 定义 Lipschitz 函数 ur EE B(R) E ur = 1,  M\B(R+1) 
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上 ur = 0, 在 其 余 处 0 < ur < 1, HH |Vur| < C 几乎 处 处 成 立 . 由 à (M) 的 


定义 有 
am) < | vrar / f u2,dV 
M M 


2 Vol (B(R + 1) \ B(R)) 
Vol (B(R)) 
由 于 Vol(M) < œ, 上 式 右 端 一 0 24 R> oœ, 因此 \1(M) = 0, 这 与 原 设 矛盾 . 
这 个 矛盾 证 明了 (A.3). 以 下 的 证 明 与 定理 A.1 相同 . 
为 了 完成 定理 A.3 的 证 明 ， 我 们 只 需 证 明 (A.9). 令 n 为 一 Lipschitz 截断 
函数 ， 满 足 ， 7 三 0 在 B(Ro) F, n=1# M\ BR) F, 0O<n<1UR 
[Vn] < E, 则 有 (注意 va|8B(R) =0) 


c= f n?upAvup dV 
B(R)\B(Ro) 


Je | Vur : V(n?up) dV 
B(R)\B(Ro) 


= |vrl2o2 dV 一 IV (nup)|? dV. 
B(2Ro)\B(Ro) B(R)\B(Ro) 


<C 


又 由 入 (M) 之 定义 ， 有 


和 1 (M) v? dV < Ài (M) (mwa) dV 
B(R)\B(2Ro) B(R)\B(Ro) 
< |V(nvp)|? dV 
B(R)\B(Ro) i 
= |Vn|?uz, dV 
B(2Ro)\B(Ro) 


2 
全 f 

Ro J B(2Ro)\B(Ro) 
C25? 
R Vol (B(2Ro) \ B(Ro)) 


v% dV 


=g. 


由 于 à (M) > 0,(A.9) 因而 得 证 .定理 A.3 至 此 证 毕 . 


第 三 章 特征 值 问题 


3.1 ”特征 值 的 基本 性 质 


it M 是 nn K Riemann 流 形 具有 边界 OM (可 能 9M =o), KEETA 
部 坐标 (11, ,z") 下 的 表示 为 ds? = J gij dx’ dx, 其 Laplace 算 子 
i ee 
A= Tye Oa (va) 
其 中 (g) = (gij) ~}, g = det (gij). 
为 了 研究 Laplace AF 的 谱 问 题 ， 我 们 首先 引述 若干 熟知 事实 . Rye 


Cw%(M), 令 
| el = f e+ f Ma 
M M 


对 || .|li 而 言 的 完备 化 Hilbert 空间 是 熟知 的 Sobolev 空间 ， 记 作 H2(M), 如 
果 pe CY(M), 其 完备 化 的 Hilbert 空间 记 为 如 (M). Sobolev 空间 的 基本 理论 
指出 ， 当 M 是 完备 Riemann 流 形 时 ， H?(M) =H?(M). 

另 一 熟知 的 事实 是 : 

H?(M) 3 y e y RA—B [2 广义 导数 . 

当 ðM = & 时 ， A 是 作用 在 HY(M) 上 的 二 阶 椭圆 型 自 共 斩 算 子 . 根据 自 
共 统 算 子 的 谱 理论 ， 它 具有 离散 的 特征 值 : {0 = Ao < à <A <} RAW 
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的 特征 函数 {di}, 
Agi = —ribi, i #0, pi E C”(M), 
并 且 {¢:} 组 成 Hilbert 空间 HY(M) 的 一 组 正 交 基 . 
4 ƏM +Ø it, 为 了 保证 人 RAHM, 我 们 必须 加 上 一 定 的 边界 条 件 ， 
通常 是 两 类 条 件 : 
(A) Dirichlet 边界 条 件 : 此 时 


Dom A =H?(M), 
其 相应 的 特征 值 和 特征 函数 为 0 < Xi < Xa < Xs < … (注意 Ai 的 重 数 为 1) ， 


及 {Gi} : 
Adi = 一 Ni hilom =0, $b; E C” (M). 


{$i} ARPM) 的 一 组 正 交 基 . 

(B) Neumann WARE: 此 时 

Dom A = H?(M), 
相应 的 特征 值 和 特征 函数 为 0= ào < A1 SAS- B {Gi} : 
Agi = 一 Xibi， P om =0, ¢; €C™(M). 

{i} 组 成 H?(M) 的 一 组 正 交 基 ， 其 中 > 表示 OM 的 外 法 线 方向 . 

在 A 的 特征 值 理 论 中 ， 以 下 的 极 小 极 大 原理 有 基本 的 作用 . 

极 小 极 大 原理 : 

为 了 简便 起 见 ， 我 们 记 空 间 H 为 

(1) OM =Ø, 

H={fe RM f f=}, 
M 


(2) ƏM # Ø, D- 条 件 
H=H?(M), 


(3) OM +Ø, N- 条 件 
H={fe Ha 7 = 0}, 


3.1 特征 值 的 基本 性 质 :89 - 


则 我 们 可 以 找到 一 组 可 数 正 交 基 {fi}, Afi = 一 和 ifi,fiEC”(M),0< 和 I< 和 Nog< 


2 
à = nt {| HTA fen), 
fiver ern 
Ni = int { TIP feH, fff; =0, jt i ah. 
特别 地 ， 如 和 1 是 第 一 非 零 特征 值 ， 则 当 上 且 仅 当 C <A 时 ， 
L FP? >C k AP, Yf €H, (3.1.2) 


即 最 小 特征 值 等 于 满足 以 上 类 型 不 等 式 中 最 大 正 数 C. 这 种 不 等 式 称 为 Poincaré 
FER. Poincaré 不 等 式 为 微分 方程 理论 中 基本 不 等 式 之 一 ， 另 一 个 基本 不 等 
式 是 Sobolev FÆR. 

Sobolev 不 等 式 : 如 M 是 紧 臻 具有 边界 的 Riemann 流 形 ， 则 存在 常数 


c, 使 
c( f=) ~ <f wn, (3.1.3) 


对 一 切 fe H, 并 且 满 足 flow =0 ( D- 条 件 ), 或 者 Suf =0. (后 一 条 件 称 为 
Neumann 条 件 ， 当 然 在 不 同 条 件 下 常数 C 也 不 同 . ) 
当 M 不 是 紧 致 的 ， 而 是 一 般 的 Riemnan 流 形 时 ， Sobolev 不 等 式 不 一 定 
成 立 ， 它 的 成 立 与 等 周 不 等 式 的 成 立 相 等 价 . 
SERS ROEM 中 的 区 域 ，f < M, 则 存在 常数 C (不 依赖 于 
Q), 使 
C(Vol(2))"= < Vol (3N). (3.1.4) 


由 (3.1.3)> (3.1.4) ， 只 要 取 函 数 

1, z € N, d(z, 3N) >e, 
z € 2,d(z,02) Se, 
0 其 他 . 


对 fe 利用 Sobolev FER, HS e 一 0 便 可 得 出 等 周 不 等 式 . 现在 我 们 证 明 
(3.1.4)= (3.1.3). 首先 我 们 需要 下 面 的 


fe(z) = 
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Co-Area 公式 KM 是 紧 致 带 边界 的 Riemann Fi, f e H!M), 那么 
对 M 上 的 任何 非 负 函数 g 有 


ho P(e) & 


(证 明 请 见 H. Federer: Geometric Measure Theory, Springer, 1969. ) 为 简便 起 
RAG f > 0. 由 Co-Area 公式 


A |vVf| = f Area (f = o) do. 


同时 我 们 有 
[flat = [vores > d) dr 
M 0 
= =f Vol (f > oj do. 
~ 0 
利用 等 周 不 等 式 
f VsI = [Area(s =o) do 
M 0 
> “a do. 
> cf Vol (f > ol) o 
因此 只 要 证 明 
f vad > ary, ([ Voit > oom ao) * (x) 
0 0 
即 可 . | 
令 


F(a) = Vol (f ><), 


oO f F(e)"=* do, 


n-l 


w= (/ F(a) do) i 


则 (0) = y(0). 此 外 利用 F(c) 的 单调 递减 不 难 验证 y(t) > we. BAT 
p(o0) > 让 zy%(co). 即 («) 式 成 立 . 


3.1 特征 值 的 基本 性 质 。 “91. 


为 了 研究 第 一 特征 值 的 几何 意义 ， Cheeger 引进 了 两 个 等 周 常 数 ， 它 们 和 
第 一 特征 值 有 密切 的 关系 : 

定义 (Cheeger) it M 是 紧 Riemann 流 形 ， 定 义 常 数 

4 OM # OH, hp(M) =if{ FRANC M}, 

4 OM = Ø 时， 


五 是 M 中 超 曲 面 ， 它 将 
M 分 成 两 部 分 Mi, Mo, 
HOM, = ðM: = H. 


Vol (M) 


hn(M) = Es cain {Val M), Vol C2) 


定理 (Cheeger) 对 Dirichlet 边界 条 件 而 言 ， 
| à ahh (M). 


对 Neumann 边界 条 件 而 言 ， 


证 明 对 Dirichlet 边界 条 件 . 设 f 是 对 应 Ar RIER, AA, f(z) > 
0,x € 2, flom = 0. 


() 如 果 存 在 常数 4 > 0, 使 
f Wozu f le, Weec™ an, vlou =, 
M M 


WW Ar > Ge? 这 是 因为 ， 考 虑 f?, Vf? = 2fVe. 


wf F<2f invasu f e) (fer). 


A 3 p= f Ivf > Efe, 


因此 


即 
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(ii) 根据 Co-Area 公式 indexCo-Area 公式 , Co-Area formula ， 有 


We 


= a Area (y = a) do 
= T. aie (y > o)do 
Area (Y = o) 


> abhi E > 
2 nt ( Vol lo >o) ) A Vol (Y > a) do 
Area (yp 
> i 
it (Fae css 2) f el; 


故 由 (i) A, A > FM). 

对 Neumann 条 件 . 如 所 知 (W I. Chavel, Eigenvalues in Riemannian Ge- 
ometry, Academic Press. Inc., 1984 )， 特 征 函 数 /恰好 有 二 个 结 点 区 域 M. 和 
M_, 在 其 上 f 分 别 为 正和 负 . 设 M+ 的 体积 较 小 ,于 是 hp(M+) > hn(M). A 
为 f 在 Mi EES, H flom, = 0, 故 f Æ Dirichlet 边界 条 件 下 对 应 于 特征 
值 Xi 的 特征 函数 ， 根 据 上 述 Dirichlet 条 件 ， 即 得 和 1 > $h2(M,) > $h3,(M). 
证 毕 . 

利用 Co-Area 公式 和 等 周 (isoperemetric) 不 等 式 ,还 可 以 证 明 以 下 的 Rayleigh 

定理 (Faber-Krahn) 设 2 C R” 是 一 域 ，B(R) 是 Re 中 以 原点 为 中 心 ， 
RR 为 半径 的 球体 ， Vol (2) = Vol(B(R)), 则 对 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 值 


A1(2) > A1(B(R)). 
TER 取 对 9 而 言 的 第 一 特征 函数 f, 满足 


Af =—-A(Q)f, 
flan =0, f > 0, 在 8 内 . 
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此 处 
ð? 


现在 利用 f, 通过 “对 称 化 ”来 构造 B(R) 中 的 函数 9 : B(R) > Rt, 使 得 
对 于 任意 常数 C 有 
Vol (f > C) = Vol (g > ©), 


并 且 g 只 是 径 向 函数 ，g(z) = glz), |z| < R. Eik, YC, 点 集 {9 > C} = 3, 
g(R) =0. (不 难看 到 ， 9 被 这 些 条 件 惟一 确定 . ) 根据 9 的 定义 显然 有 


[r-f Vol (f? > C) dC 

2 0 
= | va>o=f 9 
-Jo B(R) 


并 且 因为 g (MEE r BILE g=C LE, Vo= ot) 
] \ 12 

daa aa AA 

但 由 RY 中 的 等 周 不 等 式 (同体 积 的 区 域 以 球 的 表面 积 为 最 小 ) 


[is E > (E = ee =C)P 
> [Area (g = C)]? 


1 
E val f Iw? 
S | g-c |V9| 


dVol (f 2 C) J 1 


= 常数， 因而 


但 由 Co-Area 公式 ， 


dC seo VFV 
Ey ee 
dC g=C IVg] 


dVol(f >C) _ dVol(g > C) 


dC dC i 
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所 以 


f Vfl > f IVg]. 
f=C g=C 


再 用 Co-Area 公式 


[e C) a= f LU/ dc 
= hor 
由 极 小 极 大 原理 
和 1( 人 2) = Su IVF Iv Fl’ > Jam Wal Ivar > A1(B(R)). 


Iu lf? ~ Jace) 9? 


注 由 上 述 证 明 可 见 ， 若 等 号 成 立 ， 即 AlO) = (BR), 则 经 过 R" 的 适 
4EB, WA OQ = BR). 


3.2 Riemann 流 形 的 热 核 
tt M 是 一 般 的 Riemann 流 形 ， 仿 
2(d) = {f € C™ Mf < +}, 


HR FT = SPP +S dfl, Be Ills 的 完备 化 是 Sobolev 空间 H! (M) < L? (M). 算 
子 d 在 H'(M) 中 的 闭 包 记 作 4, 令 dc 为 d 在 CFP(M) 的 限制 ,dc 的 闭 包 dc 的 
定义 域 是 Hy (M), HG(M) 是 C8(M) He || h 的 完备 化 . 显然 Hi(M) C Hi(M). 
Sobolev 空间 理论 指出 ， 如 果 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ， 则 Hi(M) = H! (M) 

Bt 5 = 一 * dx, 满足 (df,w) = (f, ôw), 其 中 * 是 Hodge-Star 算 子 ，w 是 
Cs”1- BX, fw 只 要 二 者 之 一 具有 紧 支 集 . + 


fiw? fow < +00}. 


根据 Gaffney 的 一 个 引 理 (Ann. of Math., 60, 1954, 458-466), 


9(6) = {w € C”1- 形式 


| 
| 
| 
| 
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其 Laplace 算 子 (具有 Dirichlet 和 Neumann 边界 条 件 ) 为 
AD = 5dc， An = bcd, 


4M 具有 光滑 边界 ， 则 A = An = 通常 的 Laplace FT. 假设 M 是 完备 的 
(此 时 Hi(M) = Hi(M))， 则 因为 dc = dbc =6 A Gaffney 证 明了 (Ann. of 
Math., 60, 1954, 140-145), 


A = Ap = Ay = 6d. 


熟知 ， ARASH, Ae ARAFR ALAS HER, Heat 
MATH, WR dE、 是 A 的 谱 测度 ， 则 


-At 一 Mt 
e [ », t>0 
并 且 对 于 上 > 0,67% : L(M) > 12, D(A*) c C%(M). 当 fe L?(M) 时 ， 
Aera = a 和 ie 一 多 dE)(f) 
0 


这 里 AZ, D(A‘) c Ce (M) 是 基于 椭圆 型 算 子 的 理论 ( Weyl 理论 ). 
下 面 我 们 来 叙述 并 证 明 本 节 的 基本 事实 . 
定理 2.1 设 M wi Riemann 流 形 ， 则 存在 热 核 H(zx,y,t) E€ C™(M x 
M x RH), $ (ef)(z) = fy H(z, y, t)F(y), vf E 3(M), 满足: 
(1) a 
(2) lim H(z,y,t)= õs(y), 
(3) (A-ĝ)H=0, 
(4) H(a,y,t) = [H(z,z,t— s)H(z,y,s)dz 
证 明 
(A) 首先 证 明 ， vf e L*(M),e"4f e C%(M x Rt). 为 此 先 证 ， 在 广义 
导数 意义 下 (weak sense) 


o -tA f) 二 nA -àt dE 
ye SD f e a(f). 
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Ô thf) = li :| © Alt+S) 
A (e f) = lim f e dEx(f) 


E 一 0 E€ 


-f et aex(f) 
0 
A -Ae 
= lim p eo dE\(f) 


oo er = s34 
+f Ae dB 


A 


A 
m i —)e7™ dE, (f) + O(Ae4*|| fI), 
0 


最 后 项 是 由 于 (e-* - 1)/2 在 (0,00) 上 一 致 有 界 ， 而 极限 是 在 L 意义 下 取 的 . 
为 证 明 2 (et f) = fE -Xe-xdE(CP) (HH). 需 证 Vp € CSe(M xR+) 应 


Fn = fo(f ream))). 


令 0 =e AF, 则 由 
OP, tan an fplt+e)— ot) 
z Af) = im f Ot 

2 - im f v0 folt +e) — folt) 


© 


att 


e—0 


A 

= - fo) 1/ he A AEP) + oe el 
再 令 4 一 +00, BI 

ð lo.) 

= fo = -fo J -e> dEA(f) : 
类 似 地 推理 ， 可 得 ( 在 广义 意义 下 ) 

2\1 oo 
(a +i) (= [ OHA aB), 


Ti L= A+ ph 2 M x Rt 的 Laplace 算 子 ,椭圆 算 子 理论 指出 门 2(L9 cc, 
因此 ef C>(M x RY). M filet) =e! f, 则 


2 fi=- | 区 Me dEy(f) = -A (e~ f) = -Af, 
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所 以 


(a 3 x) filz,t) = 


因为 filet) 是 光滑 的 ， 导 数 已 是 通常 意义 下 的 . 

(B) WH esf = fy H(z,y,t)f(y)dy. 

根据 单位 分 解 , 我 们 不 妨 假定 f ECPM), FH suppy 是 足够 小 . 考虑 算 子 
口 = A+2 的 拟 基 本 解 (parametrix) 见 本 定理 后 的 附注 一 一 P(e, y,t), P(x, 
y,t) € C®”(M x M x R+), 


lim P(z, y, t) = by, 


并 且 对 任何 N > 0, limO, P(x,y,t) = Otn), 而 且 当 d(x,y) 足够 小 时 ，t 一 +0, 
有 渐 近 展开 


exp(—d(z, y)* /4t) 
P(z,y,t) ~ eT aes) (x,y)t 


其 中 n = dim M,d(z,y) = z,y 的 Riemann 距离 . a(z,y) € C™(MxM), ao(z, y) = 
1, 对 于 0<s<s<t 一 85， 


eSeP(zx,y,t—e)—e SP(z,y,e) 


t—e d 
= f FAG 7At- P(r, y, 5)) ds 
€ 


t—e 
= J [aest ples) pe at= 元 (x,y, 8 5) ds 
oe 
= f e A-9)7, P(a, ys)ds 
E 
用 t 代替 t-e, 再 令 < 一 0， 


t 
lim e-^ P(x, 9, €) = P(ay.t)- | e^t- P(x, y, 8) ds 
E= 0 


a H(c,y,t). 
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W F(z,y,s) =O,P(a, y, s), 则 
A‘ [ e 4-8) F(x,y, 8) ds 
= | [Oe aE ple, s) a 
= [ [xr as plows) a 
+ [OL Aero 本 (Gy 


0 
= f m Ne*"-9) dE, (F(x,y, 8)) ds + a O(s™)d 
so YO 0 


这 是 由 于 F(x,y,s) = O(s%), 当 s 一 0 时 ， 因 此 H(z,y,t) € D(A*), 所 以 
H(z,y,t) € C™(M x M x Rt). 因为 


le“, P(x, y, 8)| = O(8%), 


所 以 如 (wy 为 和 P(z,y,t) 具有 相同 的 渐 近 展开 . 由 H(z,y,t) = lime“*P(2, 
y,€) 得 Vf(y) E CE (M), 都 有 
| Hs df y,t)f(y) dy = ea -At P(x, y, €) f(y) dy 


=e“ lim | Pe ye)f fly) dy = e^ f(z), 


最 后 的 等 号 成 立 是 由 于 Ple, y, t) 的 5 性 质 . 
同时 , 由 H(z, y, t) 的 定义 可 验证 , 当 y AE, t>ORt, A(z,y,t) € L2(M), 
因此 
cy = /cybfg (=x) 


对 一 切 f € L°(M) RE. H(z,y,t) 是 ^ 的 核 函数 .至 于 性 质 (1) ， 
A(z,y,t)=H(y,2,t), 是 由 于 A ASR, FER (2) 即 (**) R. 
性 质 (3) 的 证 明 ， 由 定义 


H(zx,y,t) = lim e- 人 {P(x,y,t), 对 任何 e > 0, 
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e- 人 iP(z,y,t) 均 满足 热 方 程 (A 一 条 )u = 0, 因而 也 有 (Ac + §) H(z,y,t) =0. 
性 质 (4) 的 证 明 : 由 esse -ae °) = e^t 及 (xx) 即 得 


A E f H(w,2,t— s)H(2,y, 9) de. 


注 对 于 有 界 边界 的 流 形 , 也 可 证 明 Dirichlet 或 Neumann 边界 条 件 的 热 核 
存在 性 (参考 I. Chavel, Eigenvalues in Riemannian Geometry, Academic Press, 
1984 ). 

Mt: 关于 热 方 程 的 拟 基本 解 . 

熟知 ， 对 R" 而 言 ， 热 方程 (A 一 2)u=0 的 基本 解 是 exp (一 i) /(ant)?. 
对 一 般 的 Riemann 流 形 M, 我 们 希望 找到 具有 以 下 形式 的 热 方程 基本 解 


U(z,y,t) ~ (Ant) "Berea ee | 
é>0 
其 中 d(c,y) M 上 两 点 的 Riemann EN. 


取 围 绕 > 的 法 坐标 系 y(i = 1,… ,n),7 = d(x,y) = 连接 z,y 的 测 地 线 距 
离 。 熟 知 对 于 仅 依赖 于 7 的 函数 y(n), Gtr) 


2 
ay | 


dr2 dr 
Aloy) = pay + yao +2. 
令 
= (4rt) Be" i 
$ = dot ditt+:--+ ont’, 
及 
un = b$ = (4nt)~# exp (= =) Lar, 
i=0 
则 
8 8 8 
(a- a Eg o (av - x”) +e (as- 59) 
和 
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由 
ð dlog VG dy 
OO ae de dr” 
dy _ oe 
dr a” 
可 得 
ð _ x r dlog./g dork | k 
(4-H) ea Fd [Ada (e+ Ap ) nr Be] ot 
化 为 解 方程 
dok r dlog Vg = = 
oer aa (i+ 5 PES) Pk = Adx-1, k=0,:- N, 
此 式 即 P 
q(t be) = re gt Agea, k>, 
dbo dlog /g = A = 
ae nae ee (4¢_1 = 0). 
由 此 解 得 


r(x,y) : 
bx(x,y) = 97h (y)r-* f a 1)gi dr. 
0 
这 样 定义 的 办 ( = 0,.… , N), BRE C” 的 ,而 


(a 一 2) uN = (4rt) se- T Apy N. 


取 截 断 函 数 be C9°, 使 


令 
Py (x, y,t) = O(r(z, y))un(z, y, t), 
Py(z,y,t) 显然 满足 :PN(z,y,t) € C®”(M x Mx R+), H 


; 0 
lim Py(z,y,€) = d2(y); (A = x) Py = O(%), 
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即 Py (x,y, t) 是 热 方程 的 拟 基本 解 . 
从 热 方程 初 值 问题 
ð 


ult=o = 0 


的 解 对 初 值 及 G 得 依赖 性 可 知 ， 如 果 G 在 上 = 0 时 有 足够 高 阶 零 点 ， 则 其 解 也 
如 此 .因此 上 面 构造 的 Pule yt), 可 以 逼近 到 热 方 程 严 格 解 至 任意 阶 , 


下 面 讨论 热 核 A(c, y,t) 的 性 质 . 
引 理 2.1 


H(zx,y,t) >0, vt>0. 


证 明 由 Sobolev 空间 理论 可 知 ， 如 we Hi(M) (或 所 (M)), W |u| € 
Hi(M) (或 Bi(M))， 因此 


固定 y, 由 五 (z,y,t) 的 渐 近 展开 ， 知 当 e,6 充分 小 时 ， H(zx,y,t) > —Knt’, 只 
H d(x,y) <e,t<56. 设 Belu) 为 以 y APD, ce 为 半径 的 球 ， 考 虑 


Ret = M x [0,t] \ Be(y) x [0,4], 
则 
0 < dH -d (8- HD) 


Rs,t 


-= | AG LH — H|) x dH. 
2 2 
Rs,t Be(y) x[0,6] 


式 中 利用 了 Stokes 公式 及 边界 条 件 . 注意 当 5 一 0 时 ， 上 式 的 第 二 项 一 0, 这 
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是 因为 -H < Hyt” < Kyo’. 而 第 一 项 


人 AH }(H — |H) = a get E 
my ae -laD) 
=e | 1 Fee a]. 
- famos BEM] } 


同 理 当 5 一 0 时 ， 后 一 项 一 0. 因此 ， 互 -| 如 三 0, 即 互 >0. 但 由 热 算 子 的 极 
小 值 原理 ， 只 能 有 H > 0. 


引 理 2.2 we M 是 常 曲率 的 完备 Riemann 流 形 空间 形式 (space form) 中 
的 测 地 球 Be, 获知 其 热 核 仅 为 > = d(x, y) 的 函数 HC), i EED <o, 


证 明 其 思路 同上 一 引 理 . 4 0<r,t<stt, H H(z,y,t) eine 


OH gi r 
Dr ~ Camere (Ca) (oor) +a) 


2 
C 4t Oag Oai 
a Or De Or p e 中 


ai(r) E C®(M), 此 时 os 


= O(r). 同时 co(O) = 1, 因此 在 r,t 很 小 时 ， 首 项 


[e- 到 /4rbw3] x > Ole co(r) 起 主要 作用 .所 以 此 时 Eir, t) <0, 并 且 对 任 
fl N RE SF = O(N). S 


R5, =Mx [0, t] \ Be x (0, ô], 


H 
MF = {awe E Raal 5 > o} 。 
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则 


L OH ĉn, f oe oF) 
5 Jot 4555r， mt\Bex{s} (555r， Dr 
oe f (an) 

2 Jeenmt \ Or l 


当 e,6 一 0 时 ， 最 后 项 0, 而 


9 (aH) 98) _ (9 98 oH 
’ Or’ ‘Ər As’ d 
=(V (= 上 VH) = (VAH, VH). 


%4 s € (ô, t) 时 , 因为 五 仅 依 赖 于 HOT 由 一 些 闭环 组 成 , 其 边界 OMIT = Sp. 
由 边界 条 件 再 用 Stokes 公式 


3H aH 
[Gao ge) fp VAEV) =- ff AHP. 


类 似 地 ， 当 se (0,5) 时 ， 


2 
f 人 E) -f ane- | AH x dH. 
mi\B.ex{s} CSOT OT mt\B.x{s} M+ \ Be x {s} 


上 式 的 最 后 一 项 一 0 ( 当 6,s 一 0)， 由 此 得 到 M = ø, M ÊE <o, 因为 


67H OH OH 
“age a Bee 


a /6 ð (0H „H ð (0H 
-2 (fa) -noé (F)- mine +3 (F)=0 


由 抛物 方程 的 极 大 值 原理 可 得 < 0 
在 完备 的 Riemann 流 形 中 ,以 zo 为 中 心 , ro 为 半径 的 测 地 球 记 作 B(x, ro); 
记 Valk ro) 为 n 维 单 连 通常 曲率 E 的 空间 形式 中 的 半径 为 ro 的 测 地 球 . 
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Valk, ro) 中 的 热 核 为 8(z,y,t) = E(r(z,y),t) 可 看 作 B(zo,ro) 上 的 函数 . 此 
函数 在 B(zo,ro)\ C 上 光滑 ， 其 中 C 是 zo HAD. 

定理 2.2 ( 热 核 函 数 的 比较 定理 ，Cheeger-Yau)， 设 M 是 完备 Riemann 
流 形 ， 其 Ricci 曲率 > (n 一 1)k, 任意 固定 ze M,ro > 0, 则 B(z,ro) 的 热 核 
A(x, y,t) 和 空间 形式 中 的 测 地 球 V(k,ro) 的 热 核 E(r (wx, y) t) 满足 不 等 式 


( 核 函数 的 边界 条 件 为 Dirichlet 或 Neumann 条 件 ). 
证 明 由 热 核 函 数 的 6 性 质 


H(z, y, t) = E (a, y, t) 


t 
= J J Lie Z,t— s)H(z, yY, s)] dz ds 
0 J B(z,ro) ds 
k d 
= -f f Fae z),t— s)| H(z,y,s)dzds 
0 J B(z,ro) ds 
t d 
+f f E (r(x, z), t — s)——H(z,y, s) dz ds 
0 J B(z,ro) ds 
t ~ 
zos | / A@(r(z, z),t — s)H(z,y, s) dz ds 
0 /B(z,ro) 


t 
+/ f E(r(a,z),t — s)AH(z,y, s) dz ds 
0 JB(z,ro) 


其 中 人 Al A 分别 为 M 上 及 空间 形式 上 的 Laplace HF . 由 Green A, 无 论 
是 Dirichlet 还 是 Neumann 边界 条 件 ， 都 有 


f E(r(x,z),t — s)JAH(z,y, s) dz 
B(x,ro) 
= f A@(r(a, z),t — s)H(z,y,s)dz, 
B(z,ro) 
因为 H(z,y,s) > 0, 所 以 剩 下 只 需 证 明 


AG(r(x, z),t — 8) < A&(r(z, z),t — 8). 
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用 在 x 的 法 坐标 (7,é), H Ee s, 


~ æ dlog Vg 
A= — + m(r) 5, (r) = evo 
oD 3 dfog VF 
O 
A= Or AD + m(r, Da m(r, £) = dr? 


因为 M 的 Ricci 曲率 > (n 一 1)k, 由 体积 的 比较 定理 可 知 
m(r,€) < m(r), 


所 以 
DC 
—m(r, £) Ər DS —m(r) Or $ 


这 里 用 到 Z < 0, 因此 


~ 


A@(r,t — s) < AE (r,t — 8). 


注 以 上 的 证 明 未 考虑 到 割 迹 . 如 测 地 球 在 割 迹 内 , 则 自然 通过 ; Mikal 
迹 , 那么 采取 一 定 的 极限 手续 , 按 着 证 明 的 同一 思路 也 可 通过 , 请 见 Cheeger- Yau: 
Comm Pure and Applied Math., Vol. 34(1981). 

关于 热 方程 的 基本 解 ， 以 下 定理 是 熟知 的 ， 其 证 明 可 见 ， M. Berger, P. 
Gauduchon, E. Mazet, Le spectre dune variété riemannienne, Lecture Notes in 
Math., 194, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1971. 

定理 it M 是 紧 Riemann Fi, fi 是 M 上 的 特征 函数 的 一 组 正 交 基 ， 
Ai 是 其 对 应 的 特征 值 ， 那 么 热 方程 的 基本 解 (heat kernel) 可 写成 


A(x (x, y,t) = e7 at AC MACE 
特别 地 ， 


X t— +0 时 ， 


H(z,y,t) ~ (Art) -$e at p x,y)t 
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3.3 ”第 一 特征 值 上 界 估计 


设 M 是 紧 致 Riemann WÉ ( 可 有 边界 )， 本 节 的 目的 是 在 M 的 曲率 的 一 
定 假设 下 ， 给 出 Xi 的 尽 可 能 精确 的 上 界 估 计 . 

上 界 估计 的 基本 结果 是 S. Y. Cheng ( Math, Z., 143, 289-297 (1975)) 的 工 
fF. 在 该 文中 Cheng 建立 了 对 第 一 特征 值 的 比较 定理 . 在 前 文中 我 们 已 经 有 了 
关于 热 核 函数 的 比较 定理 ， Cheng 的 特征 值 比较 定理 就 很 容易 导出 了 : 

定理 3.1(S. Y. Cheng) it M 是 完备 的 Riemann 流 形 ， 其 Ricci 曲率 > 
(n 一 1)k,n = dim M. 以 B(zo,7) 表示 M 中 以 zo 为 中 心 ，r 为 半径 的 测 地 球 ; 
再 以 V(k,7) 表示 单 连通 的 n ERAH k 的 空间 形式 中 半径 为 r 的 测 地 球 ， 
则 对 Dirichlet 边界 条 件 而 言 


MA(B(zo0,7)) < Ai(V(k, 7)). 


证 明 分 别 记 B(zo,R) 的 热 核 函数 为 H(2,y,t),V(k,.7) 的 热 核 函数 为 
E (dlr, y), t). 按 热 核 的 谱 展开 
H(z,7,t) = > em y?(z), 
E(0,t) = Se G20) 


由 热 核 比较 定理 ， 
H(z,7,t) > &(0,t), 
即 
eTM pi (r) +e tp3(z) 十 …] 
> eR(0) +e Po-AGBQ) +-+]. 
所 以 


pi (a) + eTA (a) + + 
> eM LBC) + eH Oe WEBB) + .|. 
由 于 p1(0) 和 G1 (x) 都 是 第 一 特征 函数 ，pl(z) > 0, P(x) > 0. ME Am > Xi(m > 
2).4 t> œ, 得 
NS as 


3.3 第 一 特征 值 上 界 估计 -107- 


R 在 定理 的 同样 假设 下 ,， 若 M BR, WAM) < rA(V(k,d/2)). 其 中 
d=M 的 直径 . 

证 明 根据 和 i 的 单调 性 ， 由 上 述 定理 直接 得 证 . 

定理 3.2(S. Y. Cheng) it M Æ n 维 紧 Riemann 流 形 ， Ricci(M) > 


(n—1)k, W 
MM) < A (v (x, Z )) , 


其 中 d = M WEB. V (k, 起) 表示 n 维 截面 曲率 为 的 空间 形式 中 半径 为 
3 的 球 . 

证 明 可 以 找到 z1,… emir E M, 使 B (zi, 4) 两 两 不 相交 ， 设 y 是 
V (k, 54) 上 的 第 一 特征 函数 ， 熟 知 它 只 与 径 向 有 关 . 设 pi(i=1,… ,m+ 二 1) 是 
B (ai, 54) 关于 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 函数 ， 则 由 上 述 定理 3.1 


lo veed la a ) es a 
Sii (v (x, Ż)) j lil. 


将 pi SP FEA B (x4) 以 外 ， 显 然 存 在 a1,… ,am+1 (常数 ) 使 Davi F 
0, aiyi L {yo ;Wm-1|Aw; = Ajj}, 由 此 根据 极 小 极 大 原理 ， 


Am(M) 上 (Eae) < [ aver = | Sve 
clo (od) [aay 


d 
< el Ae 
Am(M) S 和 1 (x, =) 


S. Y. Cheng 具体 估计 了 空间 形式 中 球 的 第 一 特征 值 : 


(1) 如 果 Ricci(M) > 0, WA < , 其 中 Cn 可取 2n(n + 4). 
(2) 如 果 Ricci(M) >n-1, WAL S gu 


(3) 如 果 Ricci (M) > (n —1)(—k), k > 0, W 


ere oF 
区 一 ss 
A < Gk +3 


所 以 
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3.4 ”第 一 特征 值 下 界 估 计 


给 出 特征 值 的 精确 下 界 估计 通常 较 估计 上 界 更 为 困难 . 

对 于 单 连通 的 完备 、 非 紧 Riemann 流 形 ， 一 个 重要 的 问题 是 ， 在 何 种 条 件 
下 dim A (B(2o, R) FE? 明显 的 表达 式 是 什么 ? 这 方面 我 们 有 下 述 的 Mckean 
定理 : 

定理 (Mckean) 如 果 M 是 完备 的 非 紧 致 的 单 连 通 Riemann 流 形 ， 其 截面 
曲率 < -C < 0, BAA 有 正 的 下 界 ， 上 且 该 下 界 仅 依赖 于 常数 C. 

证 明 根据 第 一 特征 值 与 Cheeger 的 等 周 常数 hp 的 关系 ， 有 


Xi(B(zo R)) > 7h (B(20, R), 


因此 ， 只 要 证 hp(B(zo, R)) > 正常 数 即 可 . 
任 取 Q CC M,zo € 2, 令 r(x) = dist (z,zo). 因为 M 是 单 连通 的 ， 且 曲率 
为 负 ， 故 ” 是 可 微分 函数 ( 除 点 zo 外 )， 


Area (an) = | 1> == | Ar, 
an op dn Joa 


其 中 不 等 号 是 因为 |dr| =1, < 1,7 OO 的 外 法 线 方向 ， 最 后 式 是 Stokes 公 
xX. 
ERA, KRAZ < —C 时 ， 


=] 
Ar> 一 -+Cu Ca > 0, 


因而 ， 
Area (82) > Ca f ECA, 
Q 


所 以 ， 
à > =o. 
下 面 来 研究 紧 致 流 形 的 情况 .对 于 R 中 带 边界 的 域 (domain) ， 其 第 一 特 
征 值 的 估计 是 一 个 历史 悠久 的 问题 . 其 中 代表 工作 有 Fabér-Krahn, Polya-Szegö, 
Payne, Weinberger $. 对 于 一 般 的 无 边界 紧 致 Riemann 流 形 , 在 一 定 的 曲率 假 
设 下 给 出 第 一 特征 值 的 下 界 估计 ， 这 一 方面 第 一 个 重要 工作 属于 Lichnerowicz. 
1958 年 他 首先 建立 了 下 述 定理 : 
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定理 (Lichnerowicz) 如 M 是 紧 致 无 边 的 n 4E Riemann Hie, HE 
Ricci(M) 2 (n — 1)k > 0, 


则 第 一 特征 值 满足 


入 1 之 nk. 


1962 年 Obata 证 明 ， 如 果 上 式 等 号 成 立 ， 则 M 等 距 于 常 曲率 上 VER S”. 
1970 年 ， Cheeger 给 出 了 à 的 下 界 估计 ， 其 中 涉及 到 他 所 定义 的 某 些 等 
周 常数 .在 此 基础 上 ， Yau 给 出 了 用 更 便于 计算 的 几何 量 ， 例 如 直径 、 体 积 、 
Ricci 曲率 下 界 ,来 估计 Xi 下 界 的 方法 . 从 1979 年 开始 ，Li 与 Yau 发 展 了 对 
第 一 特征 函数 进行 梯度 估计 来 求 得 Xi 的 下 界 的 有 效 方法 ( 当 Ricci > 0 时 ， Li 
在 他 的 论文 中 得 出 此 结果 )， 1980 年 他 们 证 明了 以 下 结果 : 
(1) 设 M 是 紧 致 Riemann 流 形 ， OM = Ø, Ricci > 0, W 


12 


Ài 之 202， 

其 中 a 为 M 的 直径 . 

(2) 设 M 是 紧 致 Riemann 流 形 ， 8M = Ø,Ricci > —(n—1)K(K > 0), JU 
exp{—[1 + (1 + 2C?d?K)1/2]} 
a SIs ge 
其 中 C 为 仅 依赖 于 n 的 常数 ，d 为 M 的 直径 . 

(3) OM = Ø, Ricci > 0,0M 是 凸 的 ( 即 OM 的 第 二 基本 形式 是 非 负 的 )， 则 
对 Neumann 边界 条 件 而 言 ， 其 第 一 特征 值 m1 满足 


r2 


之 —. 
nı 2072 


Ai 


其 中 以 为 M 的 直径 . 

现在 我 们 来 讨论 用 梯度 估计 以 求 得 第 一 特征 值 下 界 的 P. Li-Yau 方法 . 

设 M 是 紧 致 的 不 带 边 界 的 Riemann 流 形 ， 其 Ricci 曲率 Ricci > 0. Wu Œ 
对 应 于 A 的 第 一 特征 函数 ， 因 为 Ju u=- Su Au = 0, 所 以 不 妨 设 


1=supu>infu=—-k>-1,12k>0. 
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引 理 4.1 如 果 Ric (M) > 0, 则 


则 


Aŭ = -A (ŭ +a), a=——, 1>a>0, 


取 E 充分 小 ， v = Tae. 则 


a 
SERAN ESR 0 
maxv = : 
l+e 
. 1 
minv = ———— 
l+e 
考虑 函数 
[Vu]? 
F = 3 
(x) ras 


对 F(z) 应 用 极 大 值 原理 . 设 F(x) 在 zo c M 处 达到 极 大 值 ， 则 VF (20) = 
0, AF(z0) <0. 由 YF(zo) = 0, 得 


Li Vi. (3.4.1) 


1—v? 


2g VET WDT Vivi AV vvv; 
Ce Gee = fees (—2v) 
ie |[Vu|4(—2) + [Vol?(=20) Av ， sv (2 v)? 


(1 — v2)? (1 — v2) Siang 
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(3.4.1) 代入 (3.4.2) ， 得 在 zo 点 ， 
0> 2》 0 + 2 vivi 
ij ij 


_ [Volt (-2) + [Vol?(—2u) Av 


1 一 22 
由 Ricci 等 式 ， 
>D ViVjii = X uj vigi = 5 UjViij + 5y VvjUkRkiji 
ijk 
= S|; (Av); + Ric (Vv, Vv) 


一 Ni|Vv|. 
在 zo REIR, fE vj = 0G #1), 由 (3.4.1), 
4 v2 
irs, 之 rrr 之 v = = to aye 


(此 式 在 vi A 0 时 推 得 如 wi = 0, 则 Vo = 0, 此 式 更 无 问题 . ) 将 以 上 结果 综 
合 起 来 ， 得 


2|Vv|tv 2 — —2|Vv|t — 2vAv|Vo/? 
a wy 一 2A1|Vo| < a v2 
2,3,2 
Ve 村 一 Ai 一 o2) < -|Vol? + Arv(v + ae), 
2 
Nal (to) 和 à1(1 +aev) < A(1 + ae), (3.4.3) 
EE, Vee M, 都 有 
[Vo]? < A1(1 + ae)(1 — 0”). 
EOE Pian De 1+k 
以 v= (4 二) 0+ ta = es 代入 ,再 令 c 一 0, 即 得 
2A 
2 < 1 
(Vu? < 0- wu +h). 


定理 4.1(Li-Yau) 设 M 为 紧 致 的 Riemann Wie, OM = ,Ric(M) >0 
又 d 表示 M 的 直径 ， 则 | 
A 
25 (9) - 
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证 明 取 第 一 特征 函数 u, 根据 上 述 引 理 我 们 有 梯度 估计 


2A1 
1l+k 


|Vul? < (1 — u)(u + k), 


其 中 
1 = supu > inf u = —k > —1. 


取 21,22 € M, {Ë u(z1) = supu = 1, u(ze) = infu = —k. 用 极 小 测 地 线 工 连接 


T1, T2, 则 


2A1 


1 T2 
-= | -< d. 
-k VI —u)(k +u) 1+k Jo, 1+k 


ees H 


> =—. 
2 \d 2 d2 
在 以 上 方法 的 基础 上 , 上 世纪 80 年 代 中 钟 家 庆 与 杨 洪 苍 将 定理 改进 为 Xi > 
a, 得 到 了 这 一 问题 的 最 佳 估计 . 
设 M HZS Riemann 流 形 ， OM = Ø, Ric (M) > 0, it u 为 第 一 特征 函 


数 . 
—k=infu<supu=1, 1>k>0. 
令 
1 一 天 
9 a= 12E 
1+k 7 T+ R? 
——(l+e) 十 
2 
Uo 满足 
a 
Av = —ri(u + ae), oe ae, 
Saar 
—1 
inf v = s 
inf v EF 


| 1 ; 1 
Ñ v =sin0, W -7 < sinb < i 


[Vv]? 


3 = VOR. 
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2 
定义 函数 F(0) = max [V6]? = max We a 显然 (0) 是 l-3 + 6, S = J >R 


Fi 0 gz ol 


的 连续 函数 ， 其 中 5 满足 sin (了 一 6) = 二 ,并且 


le 
采用 这 种 术语 ， 引 理 4.1，( 特别 是 4.3) 可 以 改 述 为 
引 理 4.2 F(0) 和 Xi(l + ae), 0g = a= = 
从 Li-Yau 定理 的 证 明 可 见 ， 如 上 = 1, B} a= 0, MAAS (a) 的 结果 已 
A. 因此 ， 我 们 下 面 假定 1> a > 0. 
下 一 步 是 求 出 关于 FF(9) 较 引 理 4.2 更 为 精确 的 估计 ， 为 此 ， 设 
F(0) = A1(1 + aey(9)), 


其 中 w(0) 是 (-5 46,5 -6] R AERE. BHP ERAS, Bt 


有 
TEERDE 
而 引 理 4.1 此 时 可 叙述 成 
Pp(0) <1. 


定义 C? 类 函数 (0) 称 为 p(0) 在 bo < (7 +4, 5 — 6) 的 闸 函数 (barrier 
function) ， 如 果 
9(9) <4), VO, 
p(8o) = ¥(9), 
% (90) 2 0, 
于 是 ， 我 们 有 下 述 两 个 引 理 : 
引 理 4.3 ”如果 y(9) 是 p(9) 在 Oo 的 闸 函 数 ， 则 有 
p(00) < sin 6o 一 sin Oo cos Moy’ (00) 十 ; cos? 6oy” (00). (3.4.4) 
引 理 4.4 定义 函数 (0) 为 


和 (0 十 cosgsin0) 一 2sinb jé & z) 
vt ) = a 


cos? 0 


Eroi) 


(3.4.5) 
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TU %(b) 满足 办 (9) > 0, 并 且 
w — sin 0 + sin6 cos Oy’ — 5 cos? 0y" = 0. (3.4.6) 
引 理 4.4 的 证 明 是 直接 验证 ， 引 理 4.3 的 证 明 我 们 留待 后 面 . 现在 我 们 从 这 
些 引 理 出 发 讨论 本 节 的 主要 结果 : 
定理 4.2( HRK- PEE) 设 M 为 无 边 的 紧 Riemann 流 形 , Ric(M) > 0, 
则 
d’ 
证 明 id F(0) = à (1 + aep(0)), 同时 记 ww(0) 为 公式 (3.4.5) 中 的 函数 ， 则 
我 们 有 以 下 断定 : 
2(0) < y(0). (3.4.7) 
这 是 因为 ， 如 果 (3.4.7) 不 成 立 ,那么 因为 p (- 了 +6) = ~(F-6) < -1, m 
WW(6) > 0,0(0) > y (—5) = -1 所 以 存在 6 € (-5 +6,7 — ô), i 


(00) - (80) = (p(0) — ¥(0)) =b > 0. (3.4.8) 


max 
6E[ 一 至 十 6, 各 一 
Al, (0) +b p0) TE 0o 的 闸 函数 ,根据 引 理 4.3 ， 有 
p(o) 和 sin 6o — sin 6o cos bo (Y + bY + cos? O(a + b)” 
= sin ĝo — sin go cos 69%" (89) + 5 cos? Ooy” (00) 
= ¥(40). 
最 后 一 步 是 根据 引 理 4.4 得 出 的 ， 这 与 (3.4.8) 矛盾 .因而 断言 (3-4.7) Mae. 这 
样 我 们 就 有 
PF(0) < Ai(1 + aep(0)) < Ar. + aeh(6)), 
即 
[V0]? < A(1 + aey(0)). 
在 M ER 21,22, $ O(21) = 5 — 80 (22) = -7 + 5, 用 极 小 测 地 线 Y 连接 
zı 和 2, 有 


Md > APL) = f M2ds> | A 
Y 


—ô 
-3+6 VI 十 aey(g) 
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由 引 理 4.4 ， 易 见 (0) = 0, 4(—0) = —4(0), |aeW(0)| <1. 因此 


tag 
2d > le o dd č 
i 一 到 十 6 V 1 十 aeV(O 


-ð 1 
a en aaa 


a? 1x3x---x (4k-1) 2h aj? 
= 2 1 aca Se Mics esha 
f (4 - x (4k) ou 


令 < 一 0， 因而 5 0, BI Vi > 了 定理 证 毕 . 


现在 剩 下 的 惟一 问题 是 验证 引 理 4.3. 证 明 引 理 4.3 的 方法 是 再 一 次 


大 值 原理 . 


引 理 4.3 之 证 明 ”根据 题 设 y(0) 是 p(9) 在 bo < (-5 eG 3 


Ze. BP (9) < y(0), p(00) = y(80), y' (bo) > 0. 考虑 函数 


ota) = {EE ~ + aey) (Ol) } cos? a), 
因为 y(0) 是 p(0) AOR, ET 
i G(x) <0, G(x0) = 0, 6o = O(z0), 
即 Go) 在 zo 达到 极 大 值 ， 由 极 大 值 原理 ， 
VG(20) =0, AG(zo) <0. 


注意 v= sin0. 有 


cos0 cos20 
一 Al(sin 0 + ae) sin 0 2 
Sepa e b 
cos 6 ager | 
A cos? 0 = 2(sin? 6 — cos? 6)|V6|? — 2sin 6 cos 0A@ 


= 2); sin 6(sin 6 + as) — 2|V0|? cos? 0. 


P 
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应 用 极 


ô) PE: 


(3.4.9) 


(3.4.10) 


- (3.4.11) 


. 116 . 第 三 章 特征 值 问题 


(3.4.10) 可 写成 
2 X ujv = A [(1 + acy)(—2sin 0 cos 0) + ay’ cos? 0]0;, 
2 Sf, +2 5 Vivij; = Arde (y”|VO|? + y'A0) cos? 0 
—2\1acy'(—2sin 0 cos 6)|V6|? — àı (1 + aey)A cos? 6 


< 0. 


将 (3.4.11) 诸 式 代入 上 两 式 ， 并 应 用 


(Fa) E> (Comm) 


X vivig; = 一 AilVo|? + Ric (Vv, Vv) 
> —Ai|Vo|? = —A; cos? 6|V6|?, 


可 得 在 zo 点 ， 


5A7[(1 + aey)(—2 sin 0) + acy! cos 6]? — 2A? cos? 0(1 + acy) 
一 Xiae(1 + aey)y” cos? 0 — d?a,[— cos 6(sin 0 + ae) 
+ sin 6 cos 6(1 + acy)|y’ + Nae .4cosgsing(l + a-y)y’ 
-DA1(1 + aey)[sin 0(sin 6 + ae) — (1 + acy) cos? 6] 

< 0, 


消去 Aae, 由 上 式 得 到 
去 2(1 二 acey)[1+aey 一 (1+acsing)] 
十 二 ae cos by”? + cos sin 0(1 十 acy)y' 


+ cos (sin 0 + a)y’ — (1+ acy)y" cos? 0 
< 0. 


因此 在 zo Ñ, 


1 1sin0 
y—sind < 一 (3 cos sinf + ET cos6 ) y' 


1 
5 cos? Oy”, 
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因为 ly| < 1,0 < as < 1,1 2 ysin, 1 + aey >0, 


ae + sin S acy sin 6 + sinð 
l+acy á l+acy 


> sin 0, 


所 以 
p(o) = y(00) < sin Oo — cos ĝo sin boy’ (80) + 5 cos? 6oy” (00). 


引 理 证 毕 . 

定理 4.3 (Li-Yau) if M 是 带 边界 的 紧 致 Riemann 流 形 , Ric(M) >0,0M + 
` Ø. BOM 是 西 的 ( 即 它 对 外 法 线 方向 而 言 的 第 二 基本 形 是 正 的 ) 则 Neumann 
条 件 的 第 一 特征 值 m 满足 


A2 


nı 之 202， 
其 中 ad 为 M 的 直径 . 
TR 如 同上 面 一 样 ， 取 规格 化 的 第 一 特征 函数 u, 
Au = —n1u, 
Ou 
5p lem 0, 


1 = supu > inf u = —k È> —1. 


考虑 函数 
[Vu]? 
(1+e—u(k+e+u)’ 
G(z) 是 光滑 到 边界 的 函数 ， 对 G(z) 应 用 极 大 值 原理 . it G(zo) = sup C(z). 那 
一 样 ， 可 得 ( 令 < 一 0) 


G(x) = 


\Vul? < n — u)(u + k), 


再 逐 字 重复 定理 证 明 ， 即 有 


一 一 . 
nı 77 


因此 剩 下 的 问题 是 排除 zo € OM 的 可 能 性 . 设 zo € OM 达到 G(z) 的 极 大 


. 118 . 第 三 章 特征 值 问题 


值 ， 取 zo 附近 的 局 部 坐标 架 (e1,… ,en), 使 = en, 则 因为 G(zo) 极 大 
OG aes UiUin 
Or (1+e—u(k+etu) 
|Vu]? (1 — k — 2u)un 
 (1+e-u(k+e+u)? 
> 0, 


Bp 


n—l1 


T UiUin(x) > 0. 
i=1 
FH Hession 及 第 二 基本 形 的 定义 ， 


Uij = Uji = H(e;, e;)(u) = ejeju(Ve,€;)uU, 
Uin = €i€nt — (Ve,en)u = —(Ve, ei) 


= —(Veien) u 
n—-1 
= 一 人 wa ei, ej)eiu = —hizuy, 


j=1 
所 以 
n—1 n—-1 
5 UjUin = 一 5 hijuiuy 之 0. 
i=1 


ij=l 
这 和 (hij) > 0 HF. 除非 wi = 0, Vi, 但 此 时 G(zo) = 0, 因而 G(x) = 0, Bp 
Vu=0. 这 是 不 可 能 的 ， 定 理 证 毕 . 
下 面 将 去 掉 Ric(M) > 0 的 条 件 ， 用 梯度 估计 的 得 到 的 一 个 结果 是 
定理 4.4(Li-Yau) i M 是 紧 Riemann MÉ, 3M = @,Ric(M) > 一 (n 一 
DK(K>0), 则 
WS exp{-[1 + (1+ 4(n - gtk)" 


(n — 1)d? 
其 中 4 = M 的 直径 . 
证 明 取 正 规 化 的 第 一 特征 函数 设 supu =1, 取 6> 1 考虑 
|Vul? 


G(x) = 


(8 = u)? 
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取 极 大 点 zo € M, 则 VCG(zo) = 0,AG(zo) < 0. 由 
G(x)(6 — u}? = |Vul?, 
得 
AG - (B —u)? +2VG-V(B—u)? + GA(8 — u}? = AlVul?, 
所 以 在 zo 点 有 
0 > AlVul? — GA(6 — u)? 
= 253 ui, +250 ww — 2G[(B — u)(—Au) + |Vul?] 
一 2 5 uz, +2 5 ui(Au); + 2Ric (Vu, Vu) 
—2G[\u(8 — u) + |Vu]’], 
即 
X u} —A[Vu]? — (n — 1)K|Vul? — GNu(B — u) + |Vul?] < 0. 


FE zo 选取 局 部 坐标 架 , 使 wi = 0(i = 2,---,n),u1 = [Vu], 则 wi 40 (否则 
|Vu| = 0, W G(z) = G(zo) = 0, 这 是 不 可 能 的 ) H VG(zo) = 0, 有 


o [Vut 
证 全 二 一 一 1 
B-u (3.4.12) 
uli = 0, a Æ 1 
注意 到 
> uy > Dua > (È a) = —— (Au - un)? 
i,j=2 : i=2 n-i i=2 n—1 
1 2 1 2 2 2 
一 TAU 十 241) = a u + 2Auu11 + uia) 
2 
uu 1 、? 2 Al 
> 3m a (3.4.13) 
所 以 


>》 ud, — (Ai + (n= 1)K)| Vu]? — 1Gu(6 — u) + uj, — G|Vul? < 0. 


2 之 4 
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以 (3.4.12) ， (3.4.13) 代入 上 式 ， 得 


1 |Vul* Nu? 2 |Vu|?u 
Dn ni (Ai + (n - 1)K)| V? - N <0. (3.4.14) 


Mm o= 5%, i 


1 1 
OS ago Bd. 
(3.4.14) 式 可 写成 
1 G? A? 2 入 K)G MG < 
2m1) (to) - > — ( 1 十 (mn 一 了 ) (zo) 一 1 (xzo)a < 0. 


将 上 式 看 成 关于 G(zo) 的 二 次 式 ， 易 知 


G(ao) < 4( — 1) +a- 1)K + zl 


3—1 
= 4(n — 1) [六 (n 一 DK) . 
因此 ， 
8 1/2 
vas amd (Ft dK) 6- 
其 中 6 > supv=1. Æ M 上 以 极 小 测 地 线 y 连接 zi 和 22, u(z1) = 0, u(x2) = 
supu = 1, 那么 


所 以 


取 bo, 使 
B-1 1 ee 
EJ E DE (os a = ox 


极 大 ， 即 得 定理 的 证 明 . 
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3.5 “高 阶 特征 值 的 估计 


现在 我 们 转向 高 阶 特征 值 的 研究 ， 从 R 中 有 界 域 的 Dirichlet 问题 开始 . 
设 8 ÈR 中 的 有 界 域 ， 考 虑 Dirichlet 边界 条 件 的 特征 值 问题 


Al 一 一 人， 
dlan = 0. 
利用 热 核 函数 和 Tauber 定理 ， H. Weyl 于 1912 年 首先 证 明了 渐 近 式 


k 2/n 
Ap ~ Cn (+) (k 一 œ), 


其 中 Cn = (27)?/ (22)? ,wn 1 = Area (8°71). 


n 


在 此 基础 上 ， Polya(1960) 提出 了 著名 的 猜想 :对 于 任意 ， 


k 2/n 
Ay Cn (¥) , V = Vol (2). 


Polya 本 人 在 m = 2, ESI at RR TRARY. 19804, E 
Lieb 证 明 存在 较 C,, 为 小 的 常数 Ča Me > Č (¥) . 关于 这 一 问题 的 最 新 结 


果 是 
定理 5.1(Li-Yau) ”对 于 任何 k, 有 


nCnk / kN" 
> l 
R AAA SA2 <- S An, AMA 
AO) 
kZ wF NVJ 
为 了 证 明和 定理 ， 首 先 需 要 以 下 引 理 : 
引 理 5.1 Mm f:R°-R, 满足 


1° 0 < f < Mı, 
2° fon f(z)|z|dz < M2, 此 处 Mi, Mz 为 两 个 正常 数 ， 则 


Na 2\z 
if f(z)dz < (m= +) ig M7” (=) a 
R” n 


n 
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证 明 选择 Ro, 使 Sizic Re |z|? Mı dz = M2. 令 


M, |z| < Ro, 
g(z) = 
0, |z| 之 Ro, 


自然 有 fen |2|29(z) dz = M2. 同时 l 


(|z|? — RG)(f(z) — g(2)) 
= | (|z|? — RG)(f(z) — Mi) > 0, |z| < Ro, 


(lz|? — RG) f(z) > 0, |z| > Ro, 
所 以 
2 = 27 Ff 
mf G-I) f PE- 
— Qe 2 
[ver fa 
= |z|’ f — M2 
R? 
< 0, 
所 以 
R? l ; f<R 人 g = Mı R2Vol (B(Ro)) = AOR ag, 
Bp 
f Oua nios 
Rr n 
由 R 
M2 = 29 = Miwn— ntig 
2 人 |z|“9 1W f r r 
决定 Ro, 解 得 


代入 上 式 即 得 引 理 的 证 明 . 
现在 回 到 Li-Yau 定理 的 证 明 . 
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设 {9i}f_1 是 相应 于 {和 i} 的 正 交 特征 函数 . 
i=1 


记 S(x,y) 对 于 z 的 Fourier 变换 为 F(z, y), 即 
5 人 全 [ venar 


| Pand= | êd 


由 Planche 公式 


所 以 ， 一 方面 ， 


f f \6(z,y)Pazdy = f f 5? (0, y) dz dy 
R” Rr” Rr Rr 


= f G(x, y) dx dy 
Qx2 
=>" I $i (x) di (x) dz l pily): (y) dy 


= k, 
另 一 方面 ， 
2 
= =n in-z 
人 |P(z,y)|" dy = [en is olz, yje” dx| dy 
| 2 
= [en | Sene de dy. 


因为 f 一 Tf = fy 9(a,y)f de,  L?(Q) > 1?(Q) 中 由 {91,… de} 张 成 的 子 
空间 的 投影 变换 ， 所 以 
FIP > IIT AIP, 


1 PR i 
() / fie B(x, ye’ dz 
< (=) J L \e’* z|2 dz dy 

20 


(27) 


即 


dy 
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同时 ， 由 Fourier 变换 熟知 性 质 
2-8) (ev) = 28 
"On; 2,Y = 25 (z,y), 


由 Planchel 公式 


21212 = S 示 |2 
f | Peen = [fear dyas 
= f f |V28|?(z, y) dy dz 
R” JN 
= f f P(x, y)A,P(z, y) dy dx 
RJR 
= io 
将 引 理 5.1 应 用 于 
F(z) = | Êv) ay, 


其 中 Mi = (27)-"V, 而 Mz = > 即 得 定理 . 


=1 


在 第 2 节 及 第 3 节 节 中 我 们 看 到 热 核 函数 与 Laplace 算 子 的 特征 值 和 特征 函 
数 有 着 密切 的 关系 . 下 面 我 们 将 给 出 Cheng-Li 利用 热 核 来 估计 流 形 上 高 阶 特征 
值 下 界 的 方法 . 

设 {pi} 是 由 特征 函数 构成 的 一 组 正 交 基 . 相应 的 特征 值 为 {A}, 那么 我 们 
知道 热 核 H(x,y,t) 可 以 表示 成 


H(z,y,t) = a Ait yi(x)yily 
根据 热 核 的 半 群 性 质 ， 有 
H(z,y,t) = f H(z,z,s)H(z,y,t— s)dz, 0<s<t. 
M 


因此 
H(z, 7,2t) = [Heese dz. 
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另 一 方面 ， 
=f H(z, z,t)? dz = 2 | H(a,z,t)AH (a, z,t) dz 
Ot Jm M 
= -2 | Iv.H(e, 2 dP dz 
< -20 ( [Hoa dd) 


其 中 最 后 一 式 是 Sobolev RER , CH M 的 Sobolev 常数 . 
因为 v0 < 上 有 f H(z,z,t)dz < 1, 所 以 


n—2 


n-2 2+n 


( a Heni az) ~ > ( f Hesi dz) i 


注意 到 limH (z, x,t) = co, 根据 以 上 几 式 我 们 得 到 
goy? 
H(z, 7,2t) < (žc) ; 


将 上 式 积分 ， 注 意 M < 和 x, 当 i < 时， 得 到 


4.\73 
k 一 2 入 kt < 一 2 入 让 < ia : 
e Sie (c) Vol (M) 


于 是 
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在 特征 值 的 研究 中 ， 极 小 极 大 原理 有 着 基本 的 重要 性 . 在 前 面 我 们 已 经 看 
到 它 对 估计 特征 值 的 意义 ， 本 节 将 展示 它 的 另 一 应 用 ， 这 就 是 Courant 结 点 域 
定理 与 关于 Riemann 曲面 特征 值 重 数 估计 的 S. Y. Cheng 定理 . 
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设 M 是 紧 致 带 边界 的 Riemann 流 形 ( 可 能 9M =o). 我 们 将 讨论 两 类 特 
征 值 问题 : 

1° ƏM = Ø, 此 时 特征 值 = ào < A SAS, 

2° ƏM Z Ø, 边界 条 件 为 Dirichlet 条 件 ， 0 < Xi <L. 

定义 设 / 是 M 上 某 一 椭圆 型 方程 的 解 ，f-1(0) CM PRA f 的 结 点 集 . 
HR M \ /7-1(0) 的 任 一 连通 分 支 称 为 f 的 一 个 结 点 域 . 

如 果 f 是 Laplace 算 子 的 特征 函数 ， 那 么 因为 在 每 个 结 点 域 中 f 具有 相同 
的 符号 ， 所 以 f 对 任 一 结 点 域 而 言 是 满足 Dirichlet 边界 条 件 的 第 一 特征 函数 . 
这 样 就 可 能 将 涉及 第 i 个 特征 值 的 问题 化 为 第 一 特征 值 问题 讨论 . 

结 点 集 的 整体 结构 一 般 十 分 复杂 , 还 有 待人 们 去 研究 . 而 研究 其 内 部 结构 的 
根据 是 L. Bers 关于 线性 椭圆 方程 解 的 局 部 性 状 的 结果 (Comm. Pure and Appl. 
Math., 8(1955) 473-496). 

定理 (Lipman Bers) 设 


-> De. fi) eae oR (z) =0 
是 在 原点 (€ R”) 附近 的 Cee 系数 的 椭圆 型 方程 。 %(z) BEA. o 在 原点 的 
零点 重 数 为 N, 则 在 原点 附近 
g(z) = Pvw(z)+O(lzl>+e)) 0<e <1, 
其 中 Pv(z) 是 阶 为 N 的 齐 次 多 项 式 .满足 


E O™ Py (x ) 7 
>》 (0) Oat... Orr = Onin 一 0. 

将 此 结果 用 于 Riemann 流 形 特征 函数 的 结 点 集 . 由 N. Aronszajn 关于 Rie- 
mann 流 形 上 二 阶 椭圆 型 方程 的 惟一 性 定理 ， 任 何 非 零 特 征 函 数 其 零点 均 是 有 
限 阶 的 , 如 Pe f-1(0), 采用 书 点 的 正规 坐标 ， 则 在 已 点 附近 ， f(x) 可 以 表示 
成 


f(x) = Py(2) + O(|e|***), 
其 中 Py 是 阶 为 的 球 调和 多 项 式 ， 即 满足 
op Py (x) = 0 


da? 
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的 N 次 多 项 式 , 不 仅 如 此 ， 尚 可 进一步 证 明 , 在 PP 点 附近 ,存在 一 个 C1- 微分 
同 胚 p, 使 

f(z) = Py (8(2)). 
利用 这 些 准 备 ， S. Y. Cheng 证 明了 以 下 关于 结 点 集 的 局 部 性 状 定理 : 

定理 6.1(S. Y. Cheng) 设 M 是 n 维 C%Riemann 流 形 ， 如 fs Cece(M)， 
满足 (A 十 h(x))f =0,h € C%(M), 则 除去 一 低 维 (dim < n 一 1) ARS, f+ (0) 
组 成 n 一 1 HE C™- 流 形 . 

证 明 用 归纳 法 ，n = 1 是 明显 的 . 设 定理 对 nm 一 1 维 正 确 , 现在 考虑 维 
情况 ， 由 上 已 知 就 局 部 而 言 广 !(0) ~ Pw (0), 其 中 “~” 表 示 C1- 微分 同 胚 . 如 
果 N =1,P71(0) 显然 是 n 一 1 维 C”- HEB. 

mÈ N > 1, 则 由 Pw 的 齐 次 性 


Py'(0) = {tz : t > 0,x € 9°71, Py|gn-1(x) = 0}. 


但 熟知 Py|sn-: 是 Set 的 特征 函数 , 当 N > 1 时 ，Pw FES"! 的 第 一 特征 函 
数 ， 它 在 SM 上 必 有 零点 ， 因 此 PR (0) 以 原点 为 奇 点 , 根据 归纳 法 ， Pw (0) 
除去 一 低 维 闭 集 4(dim A < n— 1) 处 是 光滑 的 ， 即 f0) \ 8A) = Mo 是 
n 一 1 维 Cl- 流 形 (其 中 6 是 上 文 所 述 的 C1- 微分 同 胚 ) 下 证 Mo C” 的 . 

BE yo € Mo, WI f(yo) = 0,8(y) ¢ A, 利用 上 述 同样 的 论证 于 yo 的 局 部 ， 则 
在 yo 的 附近 ， f(z) ~ Pvw'(z), 其 中 Py 是 N' 次 球 调和 函数 . 

下 证 N'=1. 如 果 N > 1, 那么 前 面 已 经 证 明 ，0 是 Py1(0) 的 奇 点 ， 而 在 
y 附近 Mo 与 PR (0) 是 C1- 微分 同 肽 ， 因 而 y 也 是 Mo 的 奇 点 ， 导 致 矛盾 . 

因此 N' = 1, 但 因 f(x) ~ Pn'(z), LA, dflyo #0, Mo 在 wo 的 局 部 是 C” 
的 ， 证 毕 . 

系 6.1 如 MM 是 紧 致 的 Riemann 曲面 ，f 是 任 一 特征 函数 ， 则 f 的 结 点 
集 具有 以 下 性 质 : 

1° 结 点 集 由 有 限 条 0?-immersed circles 组 成 (所谓 C?-immersed circle 指 
$6(51), 其 中 57 一 M ERA). 

2 结 点 线 上 的 临界 点 是 孤立 的 . 

3" 当 结 点 线 相 交 时 ， 它 们 是 周 角 的 分 角 线 . 

证 明 ”只 要 注意 到 , 当 结 点 线 相交 时 , 在 交点 附近 与 R? 中 球 调和 多 项 式 的 结 
点 集 是 C1- 微分 同 胚 . 如 果 Prle, y) 是 R 上 的 球 调和 多 项 式 , 令 z = z+V 一 1y， 
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则 Py(z) 是 Rez 和 Imz* 的 实 线性 组 合 ， 则 Py|s! 上 是 cos N90 与 sin Ng 的 
线性 组 合 ， 其 零点 将 S! 2N 等 分 . 而 Pr1(0) = {tele > 0, Puls (z) = 0}. 因此 
Pa (0) 由 通过 0 点 的 2V 条 等 分 周 角 的 直线 组 成 .在 指数 映射 下 ， 这 些 直线 映 
成 等 角 的 基点 出 发 的 测 地 线 . 

最 后 , 因为 R 中 球 调和 式 的 结 点 线 是 一 组 过 原点 的 直线 , 所 以 1° 必 成 立 . 

下 面 证 明 Courant 的 结 点 域 定理 . 

定理 6.2 KM 是 紧 致 的 Ce RMB, A 表示 其 第 i 个 特征 值 ， 则 

1° WR ƏM AS, WA 的 结 点 域 的 个 数 <i. 

2° WR OM = ø, 则 Xi 的 结 点 域 的 个 数 Si+. 

证 明 只 考虑 9M ZOMG, MOM = % 的 情况 完全 类 似 . ho BM 
的 第 i 个 特征 函数 ， 又 设 21, Ror, Riy BO 的 结 点 域 ， 定 义 (7 <i) 


jis bi, Æ Qj 中 ， 
‘ 0, ÆR 外 . 


因 dim {¢},---,@} > dim{g ,di-1}, 可 以 找到 不 全 为 零 的 实数 a1,… ,ai 
满足 


= >》 ag L {%1 i »Pi-1}, 


j=l 
根据 极 小 极 大 原理 ， 有 
JiVe _ DE =1 a5 Jo, | dd; |? 
JTP g >a? Ía, p? 
a U a 
Je Ne 


根据 前 面 的 定理 ， 除 去 一 低 维 点 集 外 ，9i 的 结 点 集 由 n 一 1 维 C™ 流 形 组 成 . 
因此 由 Stokes 公式 


J 1B- f -at= fo 


Ju ld 中 
Je 


ài S 


所 以 
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Alt, 4 是 CQ 的 . 并 且 满 足 Ag + iid = 0， 如 果 结 点 域 多 于 it, WA 
Plo =0, 可 得 8 三 0 在 MM 上 ， 得 到 矛盾 . 

系 6.2 1° 当 8M #8 时， 第 一 特征 函数 在 M 中 不 改变 符号 ， 即 $; 的 
结 点 域 的 个 数 = 1 ; 而 do 上 91,92 在 MM 中 必 改 变 符号 . 所 以 p 的 结 点 数 = 2. 

2 当 68M =Ø 时， A fyt = 0,91 DABS, A 由 的 结 点 域 的 个 
数 = 2. 

因为 对 Riemann 面 而 言 ， 其 结 点 集 的 结构 相对 比较 简单 ， 根 据 Courant 结 
点 域 定理 ， 可 以 获得 关于 特征 值 重 数 的 信息 ， 为 此 ， 我 们 首先 需要 以 下 拓扑 引 
H: 

引 理 it M 是 紧 致 Riemann 曲面 ， 其 亏 格 为 9. 9; : S' 一 M(1 < j < 
2g +t,t > 1) 是 M 上 的 C1 AHR. 并且 AlS) 1 lS), iE k, 仅 由 有 限 个 点 
组 成 ， 则 M \ b1(S*)U---Udag+e(S*) 至 少 是 上 二 1 工 连通 的 ， 

证 明 从 以 下 的 证 明 过 程 可 见 ， 只 需 证 t = 1 的 情况 即 可 ， 即 要 证 M \ 
(St) U- U 92g+1(S1) 不 是 单 连 通 的 . 

M 的 亏 格 数 为 g, 熟知 dim Hi (M,Z) = 29, 因此 存在 不 全 为 零 的 wj E€ Z( = 
1,… ,29+1) 使 D nilo (St) = 0, 其 中 [98;(S1)] 表示 由 glS) 代表 的 同调 类 . 
无 妨 假定 m A 0, 根据 假定 ， 存 在 zo E€ 1(S!) 使 91 Æ 9r (z0) € 51 的 局 部 
是 C1- 微分 同 胚 ， 同 时 zo g $2(S1)U…U dog4i(S1). Œ M 上 作 过 zo 与 内 
HEH (在 zo) 的 ， 同 时 与 加 (S1) U…U Was+1(3S1) 不 相交 的 CT 曲线 a, 即 
a: (—1,1)— M, (€ 


ali) N ($1 ($4) U- U b2g41(S")) = {a(0)} = {20}. 


如 果 M\¢1(S1)U- -Ugg (S1) 是 单 连通 的 , 那么 可 以 找到 01 曲线 2 : [-1,1] > 
M \ $1(S") U---Udag41(S*), € B(-1) = a(-4), 80) = a(1). 连接 alt-1/2,1/3 U 
Bl[-11] 就 得 到 一 条 在 zo 与 91(S1) EX, BR ro 外 全 在 M\¢1(S')U:- --Udeg+41(S*) 
内 的 闭 曲线 .在 曲线 1(51) 点 zo 的 邻 域 都 如 法 炮制 ， 这 样 我 们 就 得 到 一 个 单 
C? 映射 

y : (—1,1) x S1 > M \ bo(S1) U --- U Gog+1(5), 

Image (Y) N 1 (S1) C $1(S1) 上 zo 的 某 邻 域 . 


取 非 负 函 数 fe CF((--1,1)), 使 [f(adt=1. 则 w= f(t) dt x (-1,1) x 
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S 上 的 闭 形式 . vÆ, Cki, yw M 上 闭 形式 . 因为 E njoj ~ 0， 
所 以 (Yw (E njoj) =0. 但 是 


2g+1 1 
“i*w 5 101 | = n f f(t) dt £0, 
j=l ee 
得 到 矛盾 . 


现在 我 们 已 经 可 以 证 明 本 节 主 要 结果 . 
定理 6.3(S. Y. Cheng, Comm. Math. Helv., 51(1976), 43-55). 设 M 是 
紧 致 的 Riemann 曲面 ， 亏 格 数 为 g, 则 第 i 个 特征 值 A 的 重 数 m 满足 


1 ’ 
mi < 3(29+it+1)(29+i+2). 


证 明 任 取 一 个 固定 的 相应 于 A 的 特征 函数 oi 设 zo ed 的 结 点 集 ， 则 
我 们 断言 i 在 zo 的 零 阶 数 < 2g + 

由 关于 结 点 集 的 结构 知 ， 如 zo 的 零 阶 数 =k I, WM co 出 发 有 上 条 结 
mA. Alt, WR k > 2g 十 i, WHS, M \ 87 (0) 至 少 是 i 二 1 连通 的 ， 再 
由 Courant 定理 ， M \ $71(0) 至 多 是 i 连通 的 ， 此 为 矛盾 . 

下 面 证 明定 理 . 为 简明 起 见 ， 看 i= 1 的 情形 . 其 他 的 i 的 证 明 完 全 一 样 . 

ER PEM. & M 在 PP 点 的 正规 坐标 为 x,y, 9 入 的 特征 空间 为 Vi = 
{plAyp = 一 和 iwp}. & N = 5(29 + 3)(29 + 2). SRB T : Vi > RN 如 下 : 


tozo 
(0 ( ae) )， 0 < vi +v < 2g +2. 


如 果 dimV; =m, > N Wid, W kerT 4 Ø, 即 存在 pe lee 使 yp 在 P 点 的 零 
阶 数 > 29 + 1, 因而 与 前 面 断言 矛盾 . 因此 m < N = 5 (29 + 2)(29 + 3). 定理 
证 毕 . 

注 (1) 在 以 上 的 研究 中 ， 如 果 注 意 到 特征 函数 满足 Ay = 一 和 yp, 因而 


2 


op), ZS), £8 (p) 并 非 独立 ， 而 是 有 一 线性 关系 . 
Ov1tv2 0 
Z 7T 
仅 落 在 R” 的 低 维 子 空间 中 ,根据 这 一 观察 ， G. Resson 将 m; 的 估计 改进 为 


mi <4g+2i+1. 
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( Ann. Inst. Fourier Grenoble，30(1980).) 
(2) WÈ g = 0, BY M 同 胚 于 52, 则 m < 3. 对 于 S? 的 标准 度量 ， Cheng 
的 估计 正好 达到 ， 
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高 阶 特征 值 估 计 的 一 个 侧面 是 给 出 相 邻 两 特征 值 之 空隙 的 尽 可 能 精确 的 
估计 . 这 一 方面 我 们 将 限于 提 及 两 个 结果 ， 一 是 早 在 1956 年 由 Payne-Polya- 
Weinberger 给 出 的 上 界 ， 一 是 新 近 由 B. Wang 及 S. T. Yau 给 出 的 下 界 . 

定理 7.1 (Payne-Polya-Weinberger) # O72 RY PARKIR, AX RH 
第 个 特征 值 ( Dirichlet 条 件 )， 则 下 述 估计 成 立 . 

k ° 
Arti 一 Ak < 2 

证 明 根据 极 小 极 大 原理 ， 如 果 u 是 相应 于 A 的 满足 Dirichlet 边界 条 件 

的 特征 函数 ， 则 


V 
Arti = _ inf Jo eI i 
el9p=0 


不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 wx 是 正 交 规格 化 的 ， 即 


f UiUj 一 0ij. 
R 


现在 我 们 来 选取 适当 的 试 测 函 数 p. 任意 固定 i(1 < i <k), RIFE R 


g, F 


k 
Pi = gui — 》 au; 
了 
显然 pilan = 0. KE f piue = 0 给 出 


C= J suite - > ayj | ujue = f guru -ore 
j 
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所 以 Qie 一 Qei, 
fe = [one | Dome f me 
feit = - | de, 


因为 
Ag; = Agu; + 2Vg - Vui 十 9Aui 一 2 Qij aij Au; 
j 
= Agu; + 2Vg-Vui — igui + > MQij Wj) 

j 

所 以 

f IVeil? = — J Agpiui 一 2 | vs “Vui pit ri J oups 
其 中 


-25 f viva Vu = -2 f 9V9- uu 
+2 》 aij [du ‘Vg 
ji 


-5 (-; I Yg. vu?) + Do J V(uiuj) Vg 


1 
= > 5 | as? -Do | usd 
所 以 


> [iva = 5 (~ femas) + 5 | wast 


i 


-J ay fuasg + or f omgi 
ij i 


= X aij | wg 十 >》 Xi [swe 
ie í 


-E | oder Nay f uwat sD [wae 


(3.7.1) 
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= 5 favo + fv 
<E [diver + ud |e 


因为 Vi, Ane fo? < f[Veul?, 所 以 


ee KANLI 
DA 


取 g= galt) = Se 1 iTi, DO; =1, 则 g 满足 


Àk+1 一 


Ag =0, |Vg| =1. 


DiS ue k 


a g a ù DA ES 2 See, Pia 
其 中 yia = gal£)ui — Do aijuj, H (3.7.1) 式 


Efe = k= 25 | Pela: Vu) 


=-= f, N 也 ge) 


Xt a = (a1,… an) E SN) 进行 平均 ， 取 规格 化 的 积分 Jon da = 1, 则 由 


Schwarz 不 等 式 
[Een (JED GE 


得 到 


k = re 局 
(za [LL (E98) | 
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利用 熟知 的 事实 


所 以 


因为 Va € pror (Ak+1 = Xk) Dy inet TA < k, 所 以 


À 一 入 Jj i < 》 
( k+1 k) > , Fia k 


即 Akti — Ar < 4 LM. 

IES BN TEAR STR. 

定理 7.2 1 NÆR 中 有 界 光 滑 凸 域 ， At, A2 为 Dirichlet 问题 的 第 一 和 
第 二 特征 值 ， 则 加 dy 8 的 直径 . 

首先 证 明 引 理 . 

引 理 设 wi,ws 为 对 应 的 第 一 和 第 二 特征 函数 ， 则 w(z) > 0,Yz € N, eG 
滑 到 边界 . 

证 明 wi(x) > 0, Var € 2 是 Courant 定理 的 结果 . 

在 充分 小 的 开 集 U 上 ， 选 择 局 部 坐标 (21,22, , zn), 使 得 a A UN 
{zi = 0}, HF7EQ 内 u > 0, MÆR Eu 三 0. 由 Hopf 引 理 ， 有 S <0, 
FE 02 E, Xu 光滑 到 N E, MUCE UUR 上 的 光滑 函数 . 由 Malgrange 
定理 和 二 on 7 0 RIA 


Ox} 
ui = 9174 
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在 局 部 成 立 ， 其 中 gi 在 RUU LIGA 9 40. 
另外 , FE ON 上 ws = 0, 由 Malgrange 定理 


U2 = 9221 几 2， 


HE g 40, 且 在 VCn E g 和 hs 为 光滑 的 ， 显 然 


uz _ gahe 
Ul gı 
必 在 RNU 光滑 . 
现在 证 明定 理 . 令 v = 2, 通过 简单 计算 我 们 有 


u’ 
Av = —dv — 2(Vu- V logu), 
其 中 入 = à — Ài > 0. AG: NOR 
G = |Vv|? + A(u — v)?, u > supy, 
则 GÆ NR 上 的 光滑 函数 . 因此 必 在 zo cl RAIRRAKE, Be 
G < sup A(p — v). (3.7.2) 
Q 
事实 上 ， 设 zo € 02. 我 们 选取 R 中 的 局 部 正 交 标 架 {1,… ln}, 使 得 
HINER, HEY lı 区 =. 


OG = 
Bg, (70) = 2 X viva — 2\vı (u — v) 
i=1 


= 201011 +2 5 vivi — 2AU1 (u — v) 
5 ý i=2 
考虑 Av = 一 和 v — 2(Vv-Vlogui), 其 中 Av 和 w 都 光滑 到 边界 . 因而 在 oN 
上 取 有 限 值 ， 所 以 


(Vv :Vlogui) = = pe + 5 wo 


2<i<n 
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RARE. 而 在 2 上 wi = 0, 所 以 (u) 三 0(2 < ign) (ONE). A 
让 V1(Wi)1 ARR. H Hopf 引 理 a #0, 而 uila 三 0, AF vilao 三 0. 因此 


Tı 


oG — 
aa (xo) = 2 > Vivi, > 0 


?一 2 


由 IR” 中 超 曲面 的 第 二 基本 形 的 定义 


Vil = =S iD 25 4,9 <n, 
j=2 
其 中 (hij) X Ol 的 第 二 基本 张 量 ， 所 以 


OG - 
0 < Be, (79) = —2 ` vihijvj. 


i, j=2 
因为 2 是 西 的 ， 所 以 vileo = 0,2 <i <n, Bl Volzo) = 0. 因此 


Gla) < Gla) = [Vu], + Au —0)? 


HKE xo € 2, 则 我 们 有 
VGl。 =0, AGle, <0, 


Bp 


0 = Gilzo = >》 2ujvji = 2A(u = vvi, 
和 1 
0 > AG = X Gu 
i=1 


n n 
a4 > v? + > 25 Vjii 


ij=1 t= 


JY v? — 2A(u — v) 3 Vii. 
i=1 i=1 
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将 "满足 的 方程 代入 


0> AG = {2 X v} +2 v(u — v)} 
ij=1 
+{4A ~ v)(Vv - V log u1)} 


—{4(Vv) -[V(Vu- Vlogui)]}, 


# Volzo) = 0, 则 (8.7.2) 成 立 ,着 Vv(zo) A 0, 我们 可 取 局 部 正 交 标 架 ， 使 得 
vi(x0) #0,vi(z0) = 0,2 <i <n, M 


V11(Zo) = A(u — v), 


Vii(£o) =), 27.50; 


因此 


0>AG=2 > vz, + 2A(u — vyw — 4v? (log u1)11. 
ij>1 


根据 Brascamp 和 Liep 的 结果 ，log ui 2M BR, Alt (logw)ii(zo) < 0, 因此 


p> vi, +d? (un -| 


ij=1 


< 0, 


To 


或 
{v} + Av(yu — v)}lzo < 0. 


将 ull(2Z0) 的 表达 式 代 入 ， 得 


u(u — v(x0)) <0 (Vu(zo) #0 = v(zo) < supu) 


这 是 不 可 能 的 ， 所 以 Vo(xo) = 0, Bp 


G(z) < sup ru a), 
rE 


即 
[Yo| < A{sup(u 一 人 — (p —v)*}, 
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特别 地 ， 
|[Vul|? < A{(sup v — inf v)? — (sup v — v)?}, 


因此 


VI 
(sup v — inf v)? — (supv — v)? 


在 2 中 找 两 点 q 和 qe, E vlg) = infu, v(q1) = abe: 直线 连接 gq1,g2z, 则 此 
线段 落 在 N 中 ， 沿 此 线 积分 得 


3 


NIA 
人 


其 中 4 为 直径 ， 则 > =. ER. 


3.8 与 曲面 有 关 的 特征 值 问题 


本 贡 将 集中 讨论 与 曲面 有 关 得 特征 值 问题 ， 特 征 值 问题 的 总 目标 是 通过 尽 
可 能 明确 的 几何 量 ， 例 如 流 形 的 体积 Vol(M), 直径 diam (M), 以 及 有 关 的 曲率 
量 来 给 出 特征 值 的 上 界 和 下 界 的 估计 . 从 Polya 猜想 可 以 看 出 , BR" 中 情况 ， 
结论 似乎 应 为 
~ (Vol (M))27"" 
在 曲面 的 情况 下 (n= 2), 1 ~ Aan: 其 中 A(M) = Area (M). 

历史 上 第 一 次 给 出 这 方面 肯定 结果 的 是 Szeg6 ， 他 证 明 ， 如 果 DCR’, 是 
一 单 连通 的 有 界 域 ， 则 对 满足 Neumann 边界 条 件 的 第 一 特征 值 m 有 估计 


和 1 


C 
Hı < AOD’ 
其 中 C 是 与 Bessel 函数 第 一 个 零点 有 关 的 常数 ， 并 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 呈 = 
圆 盘 . 
Szeg6 的 上 述 结 果 ，1965 年 由 Weinberger( J. Math. and Mech., 1965) 推广 
到 高 维 的 情形 ， 如 果 OCR" 是 一 单 连通 的 有 界 域 ， 则 2 Neumann 边界 条 
件 的 第 一 特征 值 具 有 上 界 


Sa a 
my (Vol (Q)?/" 
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其 中 等 号 当 且 仅 当 2 为 球 时 成 立 ，C 由 球 的 体积 值 决定 . 
将 Szeg5 的 方法 推广 到 2 维 紧 致 曲面 S? 的 是 Hersch(C. R. A. S., 270(1974)). 
定理 (Hersch) 对 S? 的 任何 度量 ， 其 第 一 特征 值 有 估计 


8a 
A(S?)’ 


入 1 S 


其 中 4(82) 是 对 所 给 度量 而 言 的 面积 . 
如 果 将 82 在 标准 度量 下 的 面积 记 作 40(52), 则 Ao(S?) = 4r, 熟知 此 时 3? 
的 第 一 特征 值 为 2 ， 上 式 也 可 以 写作 


\1A(S?) < à; (standard Ao(5°)). 


Urakawa(J. Math. Soc. Japan., 31(1979), 209-226) 指出 ， Hersch 的 结果 直 
接 推广 到 紧 致 高 维 流 形 是 不 成 立 的 ， 即 不 能 指望 


\1Vol (M)?/" <C, 


而 其 中 常数 C 仅 依赖 于 n 它 必须 依赖 于 流 形 M 的 其 他 几何 量 (参加 前 节 中 
Cheng 的 定理 ). 

S? 是 亏 格 g= 0 Riemann 曲面 ， 对 于 亏 格 ý > 0 的 紧 致 Riemann 曲面 
X, 相应 于 Hersch 定理 的 结果 由 P. Yang-S. T. Yau 给 出 : 

定理 (P. Yang-S. T. Yau) [Ann. Scuola. Norm, Sup. Pisa. 7(1980)]. Ù% 
D, 是 亏 格 为 g HAR Riemann 曲面 ， 则 对 2, 的 任何 度量 而 言 ， 都 有 
8r(1 十 9) 

A(X) ` 

其 中 4 (2) 是 对 给 定 度量 而 言 . 

为 了 研究 这 些 问 题 ，P Li-S. T. Yau 提出 了 共 形 体积 的 概念 , 下文 将 表明 ， 
这 一 概念 不 仅 与 第 一 特征 值 的 估计 有 关 , 还 与 关于 超 曲面 的 Willmore 猜想 及 极 
小 曲面 等 有 关 . 

本 节 将 顺序 讨论 Szeg5-Weinberger 定理 ， Hersch 定理 ，P. Yang-S. T. Yau 
定理 以 及 共 形 体积 等 有 关 问 题 . 

为 了 叙述 并 证 明 Szegé 定理 , 我 们 首先 回顾 一 下 R PAMA D = {|z| < 
1} 的 特征 值 问 题 ( Neumann 条 件 ). 对 R? 而 言 , 其 Laplace 算 子 A = keal + &. 


Al S 
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如 果 用 极 坐标 (",9) 表达 则 为 


a-#,14,1¢ 
~ dr? rdr 72d02 


欲求 A 的 第 一 特征 值 和 特征 函数 ， 通 常 采用 分 离 变 量 法 , 邻 u= R(7) cos0 或 
u = R(r)sind 为 第 一 特征 函数 ， 特 征 值 为 Xi, 则 由 Au = 一 和 iw 而 得 
dR 1dR 1 
Fe trae t(s-3)R=0. 
经 过 变量 替换 ， R(r/V 1) 满足 的 方程 是 Bessel 方程 
d id 1 
E + a 十 (4 z) R(r/V 1) = 0. 


WE, R(r/V Ai) = (r), R(r) = (Vir), 其 中 Jar) 为 通常 的 Bessel 函数 . 
如 果 我 们 要 求 的 是 满足 Neumann 条 件 的 第 一 特征 函数 ， 则 条 件 S| = 0 等 
价 于 442) = 0, VI = 0 因此 Vi E I(r) 的 第 一 个 零点 ,根据 


Bessel 函数 的 理论 ， 它 的 数值 (AFEA E) 上 = 1.8412. 总 之 ， 对 也 的 第 一 特 
征 值 问题 而 言 ( Neumann 条 件 )， 我 们 可 以 找到 两 个 独立 的 特征 函数 : 


Ji(V/ Air) cos6, Ji(/ MNT) sin 6. 


而 第 一 特征 值 
Al = €? & (1.8412)2. 


下 述 定理 见 G. Szegd, J. Rat. Math. Anal., 3(1954), 343-356. 
定理 8.1 (Szeg6) KOR 中 单 连通 有 界 区 域 ， 则 它 的 第 一 特征 值 1 
( Neumann 条 件 ) 满足 
< on 
Hiss A(2)’ 
其 中 上 = 1.8412, A(N) = Area (N). 
È 当 0 = 单位 圆 盘 时 ， 这 一 估计 是 最 佳 的 . 
证 明 由 极 小 极 大 原理 
_ we SolVFP 
a ia to pe? 
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因此 我 们 欲 寻 求 尽 可 能 接近 第 一 特征 函数 的 检测 函数 ， 以 给 出 ui 的 上 界 . 令 
f(r) = A(€r), 则 由 前 所 述 gı = f(7) cos0,g2 = f(r)sind 是 单位 圆 盘 D 的 第 一 
特征 函数 ( Neumann 条 件 )， 因 此 ， 满 足 


[ivaP=e f a, i=1,2, 


=0 AF Jogi 一 0. 
r=1 


根据 Riemann 映照 定理 ， 存 在 一 一 的 全 纯 映 照 : ?一 D,ON — OD, F 
yi=9°F yo = g0 F. 因 映 照 是 共 形 的 ， 99 的 法 线 方 向 变 成 OD 的 法 线 方 


向 ， 因 为 SE] = 0, 所 以 Sopi = 0 = So 0n IRAI Dirichlet 积分 是 其 形 
an 
不 变 的 ， 因 而 


J Weal + Ve) = f Wai? + Vo 
N D 
— ¢2 2 2 2 2 
=¢ f atise (Tro 
另 一 方面 ， 
f th= [mor + ory 
2 Q 
=f PO 
D 
1 27 dw 2 
= f frye | H dð dr, 
Et w= wl) 是 全 纯 映 射 F: D2, 4 


27 dw 


2 
r dO dr 


dw 
d 


2 
dé. 


设 w(z) =o an: 2”, W 


27 2 o0 
G(r) = f a 2r Sn? |an|” apane 
1 


dz 
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由 此 可 得 G(r) 是 增 函 数 ， 于 是 ， 当 7 < 1 时 ， 
r 1 1 
adri 2 
f G(t)tdt =r I G(ar)adxz <r f tG(t) dt. 
因此 ， 


‘far)yrGtndr = f "pnd ( f E at) 


> f2(1) | tG(t) dt — Í P? f 1G) dt 
> [rawmalra— [Avrora 
= [ ‘oa f 2f2(r)r dr 


-2f' row ff” Tü 


= f f?(r)r dr - Area (Q) 


dz 
-=([ 7) 4@, 


Jo Veil? + Vpl? 
fo y? + p2 
OO PDPO er 
* (Sp PAR) AR) 
式 中 用 到 f(r)>0( 当 0<r<1 时 ) 这 是 因为 r = 1 是 fr) 的 第 一 个 正 零 
点 . 


2 
r dr dé 


所 以 


Hi S 


注 1 利用 同样 的 方法 可 以 推广 这 个 定理 到 具 非 正 曲 率 的 带 边 的 紧 致 曲面 
E, MA: 对 单 连通 的 紧 致 曲面 ( 带 有 边界 ) M, 如 果 其 曲率 非 正 ， 则 其 第 一 特 
征 值 ( Neumann 条 件 ) 满足 
2a 
Hi S Area (M)’ 


HP Ex 1.8412 为 Jil) 的 第 一 个 零点 ，( 见 P Li-Yau 的 文章 . ) 
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注 2 WTR 中 有 界 单 连通 区 域 2 的 高 阶 特征 值 ， 有 Polya 猜测 : 
对 Dirichlet 条 件 而 言 ， 


Ari 


ge 
人 人 Area (2)’ 


对 Neumann 条 件 而 言 ， 


Ant 
MS Area (2)? 


其 中 特征 值 重 数 计算 在 内 ， 见 第 七 章 问题 集 ， 问 题 70. 
在 往 下 讨论 以 前 ， 我 们 首先 叙述 RY Hei (OM, z? <1) 的 特征 值 问 
题 ( Neumann 条 件 )， 我 们 要 找 的 特征 函数 具 or) 的 形式 ， 由 


-pp(r) = A (v(r)=) 


= Ay: 40209-V 4+ pA%, 
r r r 


经 过 直接 验算 
Ti 2 
Ti ETIA Ea Ti 
人 A= = (N 1) 3 
得 
aL, L E ge a 
-pelra = Ap N - 1) G9, 
ae N-1 
ap+ (u- 5+) e=0, 
即 


y’(1)=0 (Neumann 条 件 ). 
将 它 正 规 化 ， 考 虑 Bessel 型 方程 


dp N-ldy N-1 
fo 7 + (u- 72 Jeno, 


dr? $ r dr 


2 = = 
dp N-1dy ce =) p= 
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的 解 I(r). 设 7 的 第 一 个 正 零点 为 p, W J(Br) 满足 方程 


2 时 
ey ls + (7 7) I= 0, 
dr r 


J'(Br)|p=1 = 0 
于 是 { I(r) =} 组 成 (oo? < 1) 的 第 一 特征 函数 ( Neumann 条 件 )， 其 特征 
值 为 82. 
如 果 球 B(O, Ro) 的 半径 是 Ro. 那么 经 过 一 个 简单 的 变换 ， 即 有 {IE r) 
7} 组 成 (02? < RB} 的 第 一 特征 函数 ， 特 征 值 为 


B2/R2 = 常数 /[Vol(B(O, Bo))]2/N. 


下 面 证 明 Weinberger 对 Szeg5 定理 的 高 维 推广 . 
定理 8.2(Weinberger) if 2 Æ RY 中 有 界 域 ， 则 满足 Neumann 条 件 的 
特征 值 有 如 下 估计 


C 
HS (ol (RN 
其 中 等 号 仅 当 02 = B(zo, Ro) 时 成 立 ， 即 中 心 在 某 点 zo < RY, 半径 为 Ro > 0 
的 球 . 
证 明 由 极 小 极 大 原理 ， 
deca gee eae, 
fol 0 Sof? 

我 们 必须 构造 适当 的 检验 函数 ,以 给 出 Jn 的 上 界 . 取 以 原点 为 球 心 的 球 BOO, po), 
使 Vol (B(O, po)) = Vol (2), 其 中 B(O, po) 的 半径 为 po, 根据 前 面 的 说 明 ， 我 们 
有 B(O, po) 的 满足 Neumann 条 件 的 第 一 特征 函数 {9(") 于 》, 其 中 9 满足 


dg N-1 dg -1 
一 二 B 
lan r dr + (4 nB) 7 )s= o; 


9 (po) = 0. 
因为 oo Æg 的 第 一 个 正 零点 ，9 在 [0, po] 上 是 递增 的 . 


作 辅 助 函数 
G(r) = g(r), rxs po, 
9(p0), T È Po, 
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对 任何 2° € con (N) ( 2 的 凸 壳 )， 考 虑 向 量 V (2°) 


N 
n Šf =a GOr(e,2%) ð 
VG) 3R r(x, x?) 5 Ox,’ 


t=1 


这 样 就 定义 了 con (2) 上 的 一 个 连续 向 量 场 ， 当 r° € O(con(Q)) RH, V(z°) 的 
方向 指向 6(con (2)) 的 外 侧 ， 与 O(con (2)) WE (transversal) 相交 ， 在 这 种 情 
况 下 ， 关 于 向 量 场 奇 点 的 Hopf 定理 成 立 ， 因 而 至 少 存在 一 个 点 2 € con(Q), 
使 V(z?) = 0, 将 坐标 原点 移 到 z0, 即 无 妨 认为 Z = 0, 令 fi = G(7) 字 (i = 
1,2,… , N), WRITE Jo fi =0, 因而 


mf RRs] vir 


2 2 
a] Es < | Diva. 
SOV Al? = >》 |v 
i ij 
æ G\ ots] G2 
n2 on Sa 
U7 KZN] 


G G’ G 22657 
we(S-4)y 


所 以 
sh 
in e . 


考虑 分 子 中 被 积 函数 C2 +(N-DS, HEM, 4r<polt, G(r) = g(r), 


jb 
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此 时 
re- 
-zz(- -1g — p(B) z9) 
ro 
= -mB)g So s (0? “a 4 5) | 
= -2m (B)gg' — (rg! — 9)? 


这 里 用 到 9 > 0,9 > 0. 4 r > po 时， 
5 (62+ Se") =N- (4) <0. 
记 2; = QN BO, po), W4 zE Q\Q wt, r(x) > po, 因此 
nA 
十 f, a G + ie 
< f+") + (e+ Tete) 


-Vol (2 \ f21) 


8—1 
A e T aa a) 
on B(O,po)\Q1 r 
= fa (+S) 
B(O,po) r? 


fe =f g? + 9° (Po) VA (2 \ 21) 
R 121 


7 一 Do 


2 L g + 9?(p0)Vol (B(O, po) \ 1) 


> / 9°, 
B(O,po) 
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因此 
有 SG t+ TCO 92 + EF g 
<a ee 
Ja @ J3(0,p0) 9 


C C 
= M1(B(O, po)) 二 (Vol (B(O, p0)))2/N Er (Vol (2))2/N z 


以 下 讨论 中 ， 有 关 S 的 共 形 变换 群 的 下 述 事实 是 经 常用 到 的 . 
ES” 的 共 形 变换 群 为 G, 则 G 中 包含 一 个 和 Bett = {x € Re] < 1} 
同 胚 的 子 群 Go: 令 ze Bt, 定义 


(1 — ja|?)x — (1 —2a-2 + |z2|?)a ; 
= ees eee 1, 3.8.1 
y 1 — 2a - x + |al2\z|? lal < ( ) 


由 Schwarz 不 等 式 ， 当 |x|? < 1 时 ， 


2 


1— 2a- x + |a|?|z|? = (1 — a - £)? + ja|?|z|? — (a-2)* > 0, 
因此 可 以 定义 
Ja: BU > B 
不 难 验证 


Ja: B"+1 B+, Sr 一 S”, 
B"+ = {z|llz| < 1}, 这 是 因为 通过 计算 ， 


LP = ae 
不 仅 如 此 ， ga 作为 BH! 一 Bt}, S” — S” 还 是 共 形 的 ， 因 为 有 
ldzp 
1- ly?) (1-21)? 
另外 ， 由 (3.8.1) 还 可 以 看 出 , 4 acs” ( 即 ja? = 1) 时 ， 则 任何 zx € sS” \ {a}, 
都 有 


—2a(1—a-2x) _ 
an A 


即 : 此 时 ga 将 S” \ {a} > {—a}. 


y = 
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以 上 共 形 变换 群 也 可 以 通过 球 极 投 影 来 得 到 : 对 于 任何 ac BeH, 通过 球 极 
投影 (以 名 为 极点 ) 将 Ze 5S" 一 E(x) ER”, SETS t, REER” >te ER” 
定义 了 O 上 的 一 个 单 参数 共 形 变换 群 a(t), 这 一 单 参数 变换 群 定义 了 S 上 一 
个 共 形 向 量 场 Vals), 

Val) = 二 在 TS" 上 的 投影 . 


la| 
ga(t) 中 存在 惟一 的 映射 将 O 一 a, 直观 上 也 看 得 很 清楚 . 4 a 一 S” 时 ( 即 
t—00), S57?\{-a} > {a}. 
现在 我 们 来 证 明 Hersch 定理 . 
定理 8.3 (Hersch) 对 于 S? 的 任何 度量 ， 其 第 一 特征 值 有 估计 


8r 
<—. 
^ < A) 


证 明 对 于 S 的 任何 度量 d3, 考虑 共 形 映射 (这样 的 共 形 映射 总 是 存在 
的 ， 因 为 S? 上 只 有 一 个 共 形 结构 ) p : (S?,d8*) — (S?, df) * ds3 ” 指 通常 的 
球面 度量 . 根据 极 小 极 大 原理 ， 


, o Ja (VSI? dv 
À = f = 
t foo f=0 人 f? dù i 


dv 是 对 d? MARI. 现在 取 (s?, dsg) 上 的 坐标 函数 r (i = 1,2,3) ( 熟知 它 是 
(S?, ds6) 上 的 第 一 特征 函数 0)， 则 zio yp 是 (52, ds?) 上 的 函数 . 

1” 因为 p 是 共 形 映 射 ， 而 在 曲面 情况 下 ， 函 数 的 Dirichlet 积分 是 共 形 不 
变 的 ， 即 vi 


f| Peot- f Vai? dv 
S2 S2 


= -J rA =2 f r? = sa 
S2 S2 3 


2° Area (S$?) = [021.d0= Ð folti o p}, A, ESA i A 


! Area (97) 
4 2 > 
2 (Z oy)" > C 


因而 ， 如 果 2 选择 可 使 /62 xz* opd = 0, 那么 


JaN ood gr 
tN flriopl?ady ~ Area(S?)’ 
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因此 问题 归结 为 找 y 使 [oz xiowd = 0, 任意 固定 共 形 映射 po : (s*, ds?) 一 
(S?, ds6), 再 考虑 本 节 开 始 所 述 的 (52, ds6) 一 (52, dso) 的 共 形 变换 群 Go, W 
g, € Go, € p =9,° Ga, EA RE (S?, ds?) > (S?, dsj) 的 共 形 变换 . 

定义 映射 H: BH — Bn 


1 ee 
on ax (f, omo pd), i = 1,2,3. 


4aeS? 时 ， 如 前 所 述 ， 9 上 所 有 的 点 (除去 -a 外 ) 都 映 成 w 此 时 foa o 
Ja 0 p =a',a=(a',a’,a°) € S?, 因而 五 可 连续 延 拓 到 S E, HEE S 上 是 
恒 同 映射 ， 根 据 初等 拓扑 知识 ， 此 时 五 必 是 满 的 ， 因 而 存在 ae B"… 使 


H(a) = (0,0,0), 


即 
J sogow=0 vi 


定理 证 毕 . 

S? 是 亏 格 g = 0 AY Riemann ff, XH g > 0 的 闭 Riemann 曲面 > 相 
应 于 Hersch 定理 的 结果 是 P. Yang $ S. T. Yau 的 下 述 定理 : 

定理 8.4(P. Yang-S. T. Yau) 对 >>, 的 任何 度量 其 第 一 特征 值 满足 


8r(1 十 9) 
rS Area (>) 


这 一 定理 可 以 考虑 共 形 分 支 映射 p : D, 一 52, 再 利用 类 似 Hersch 定理 的 
证 明 方法 而 得 到 ,由 Riemann-Roch 定理 ， ,上 存在 非常 数 的 亚 纯 函数 ， 具 
有 惟一 的 重 数 不 超 过 g + 1 的 零点 ， 因 此 DO, 一定 是 5? 的 阶 数 不 超 过 g++1 的 
分 支 覆 盖 . 这 样 的 2 是 一 定 存在 的 . 但 是 利用 下 文 将 讨论 的 共 形 体积 概念 ， 这 
一 定理 还 可 以 更 简单 地 证 明 . 

设 (M, ds?) 是 一 紧 致 的 Riemann ff, ¢: M 一 SA 是 一 共 形 映射 (浸入 )， 
设 dsp 是 S^ 的 标准 度量 ， 则 


入 ds? = a(z) ds”, 


其 中 a(x) 是 定义 于 M 上 的 非 退 化 C” 正 函 数 . 
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令 G 为 8 的 共 形 变换 群 ，Yvge G,go9:M > 9 仍 是 共 形 的 , 记 dv 为 
M 上 对 应 于 (go 9)* ds6 的 体积 元 素 . 
定义 ”相应 于 9 的 M 的 共 形 体积 Volno) 为 


Vo(n, ¢) = sup | dvg, 
gEGJM 


而 M 的 共 形 体积 则 定义 为 


Vo(n, M) = inf Vo(n, 4), 


其 中 $$ 取 遍 所 有 M 一 S” 的 非 退化 共 形 映射 ( 浸入 ). 

下 述 定 理 表 明 共 形体 积 与 第 一 特征 值 有 着 密切 的 关系 ， 同 时 该 定理 也 表明 
Vc(n,9) 的 定义 是 非 平凡 的 . 

定理 8.5(P. LiS. T. Yau) 设 M 是 紧 致 Riemann 面 ， 如 果 存 在 M 一 S” 
的 共 形 映射 的 话 (此 时 Vo(n,M) 可 定义 )， 则 


AV(M) < 2Vo(n, M), 


等 号 成 立时 M 是 57 的 极 小 曲面 ， 并 且 浸 入 M 一 S” 由 第 一 特征 函数 的 子 空 
间 给 出 . 

证 明 如 同 Hersch 定理 证 明 一 样 ， 设 zi(i = 1,2,…,n 十 1) 是 RH HAH 
标 ， 则 对 任何 从 M 到 5" 的 共 形 变换 o, FE g EGE 


M 


ful ogeod)? 
A S 一 一. 
ETT 
我 们 注意 ， 对 于 任何 等 距 浸入 曲面 N > Sn cR, 有 


n+1 l 
S VTR (3.8.2) 
i=1 


事实 上 ， 对 于 任 一 点 De NCS", 通过 Rt! 的 正 交 变 换 可 使 p = (0,--- ,0,1) 
是 S” 的 北极 ， 于 是 {x ,… ,zx"} 给 出 了 5” 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 使 得 S 的 标 
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准 度量 张 量 gi; 在 p 点 为 gij(p) = bij. 不 妨 设 TpN = span {32r 32s}. 因为 N 
的 度量 是 从 5” 诱导 而 得 ， 故 易 得 


|Va'|?(p) = |Yz (p) = 1, 
|\Vz'|?(p) = 0, v3 < ignt+l. 


因此 ， 
n+l 
Wee) =2: 
i=l 
既然 点 pE N 是 任意 的 ， 故 得 (3.8.2). 
因为 


io o 2 一 ij2 一 o Wh)* Qril? d ; 
Ai a O 


所 以 由 (3.8.2) 得 


n+1 


D J, lve ego dF = f (909)"(S lat ao 
=2 | (g0) dv < Vo(m 4) 

另 一 方面 ， 7 

> fo900 = f t= voli 


所 以 
NVol (M) < 2Vo(n, ¢). 


AV(M) < 2Vo(n, M). 


现在 证 明定 理 的 后 一 断言 ， 设 AV(M) = 2Vc(n, M), 通过 对 度量 作 一 伸缩 
变换 ， 无 妨 设 Xi = 2, 此 时 有 V(M)= Ve(n,M). 
取 一 串 共 形 映射 ph : M 一 S”, 使 


jim Va(n, on) = Ve(n, M), 
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同时 满足 
f Yio ph =0, Vi,h. 
M 


适当 改变 坐标 顺序 ， 无 妨 设 


l a f>0i=1,2,N, 
lim | (£o phy = 
hoo JM 0, i=N+1,---,n41. 


n+1 


2Vo(n, bn) > D 1Vz o dnl? 
i=l 


n+1 


oe ae 
> ?> [e@ bn)? =2V(M), 


第 二 式 是 因为 假定 Xi = 2, 第 三 式 是 因为 Vai = 1,4 h 一 œ, 注意 假设 
Vo(n, M) = V(M), 得 
n+1 


2Vo(n, M) = jim D f ve o orl? 
i=1 


nl 
= lim 2 | (zio dp)? =2V(M), 
M 


h= < 
i=1 


因而 对 任意 固定 的 i, {zioph} 是 Sobolev 空间 H?7(M) 中 的 有 界 集 , 因而 无 妨 假设 
它 是 弱 收 敛 的 . 再 根据 Sobolev 空间 的 理论 ，H?2(M) 一 Lo(M) EZAT, 无 妨 设 
它 在 Lo(M) 中 强 收敛 到 wi, 显然 PT y = 1a. e, yi =0(i =N41,--- ,n+1). 
AF Vi 


f |Vai o dnl? > 2 | (x* o bp)? 
M M 
n+1 n+1 


: io 2 — |; 4 0 2 
lim 3 f [|vz o gn] lim D f (Z o gn)”, 
因此 ， vi 都 有 


im f IVi o pnl? =2 fy <f |vwil?, 
M M 
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同时 因为 xio9n > yi (3), lim Vzio dal? > vwij>, 因而 


: i 2 1, 12 

im f [Vai og? = f vwb, 
即 在 H2(M) 中 实际 上 ziogh ERKKA vi, E 2 fY? = f [Voi], BY y SEM 
的 第 一 特征 函数 并 且 是 C°(M) 的 ，z 一 (Wi(z),… bv (@)) EXT M 一 SN-: 
的 共 形 映射 ， 由 Oe? = 1 得 


y Veil? 二 2 内 三 2 六 
因此 (wi,:… , ow) SAS (isometry), Ait M 是 SN) 的 一 个 极 小 子 流 形 . 
定理 8.6 设 M? BARA 6: VM? SAH SS" 中 的 紧 致 极 小 曲面 则 


V(M) = Vo(n, o). 


证 明 ir: SR” 为 球 极 投影 则 7 是 Ss > R” 的 共 形 映射 ， 对 每 一 
个 mo9(M) ER” 中 的 法 向 量 v%, S {ut uo} 是 相应 的 主 曲 率 ， 熟 知 


& ,,a\2 
f san tt #8) 
是 共 形 不 变量 . 因此 ， 对 于 任何 ge conf (S") 都 有 
& _ ay2 一 =a _ 7a 2 
I ae Dui u3) f po Dm iz) 


但 是 由 Gauss-Bonnet 公式 (如 MM Æ N 的 曲面 W Ru (X,Y) -— Rn(X,Y) = 
DaT), fF 


4 f H?-K=4 f 
To9(M)inR™ go¢(M)ins” 


= 4 | H? -K +4V (g0 4(M)). 


—?2 


(k=) 


再 由 Gauss-Codazzi 公式 f K = f K = 27x(M), 因此 有 


f H? = f F +V(g o dM)). 
To9(M) g°¢(M) 
由 于 oM) 是 S 中 极 小 曲面 ， 因 此 
= Z= T? A 
V($(M)) = f H / vant HVO 900) 


To9(M) 
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所 以 
V(¢(M)) > V(g0 ¢(M)), Vo. 


由 Vo(n, o) 的 定义 ， 有 
V(¢(M)) > Vo(n, 9), 


男 一 方面 ， 由 定义 显然 有 Voln, o) > V(o(M)), 定理 证 毕 . 

以 上 两 个 定理 结合 起 来 ， 可 以 使 我 们 计算 若干 曲面 的 共 形 体积 . 

R KRM 是 紧 致 曲面 ， 如 存在 一 个 极 小 浸入 $ : M 一 5", 并 且 坐 标 函 数 
由 第 一 特征 函数 给 出 ， 则 Ve(n, M) = V(M). 

RAN, ARUN à = 2, 根据 上 面 两 个 定理 ， 有 


2V(M) < 2Vo(n, M) < 2Vo(n, $) = 2V(M). 


根据 此 系 ， 立 得 

(1) Vo(S?) = 4r, 

(2) Vo (RP?) = 6r. 

这 是 因为 , 对 RP? 的 标准 度量 而 言 , 其 第 一 特征 空间 给 出 了 RP? 一 54 的 一 
个 等 距 极 小 内 入 ( SCHR PIX ARMA PR Veronese 曲面 ), 而 了 (Veron) = 6r. 

(3) Ve(7T?) = 2n?, 其 中 T? 是 所 谓 方 环 ,在 9 = 1 的 模 空间 中 由 向 量 (1,0) 
和 (0,1) 生成 . 

这 是 因为 对 具 平 坦 度量 的 方 环 而 言 ， 可 以 通过 第 一 特征 值 的 特征 函数 来 实 
现 到 S 的 极 小 髓 入 : 


1 1 1 时 _, 93 
s (z) (Ga) > Se 
1 1 
(e (a @)) 
(4) 设 M EGRA 1 的 紧 曲 面 ， 且 共 形 等 价 于 由 {(1,0),(2,y)}(-2 < z< 
11-2? <y <1) 所 生成 的 平 环 面 ， 则 2r2 < Vo(M). 


定理 8.7(P. Yang-S.T. Yau) 设 >， 是 亏 格 为 9 的 紧 Riemann 曲面 ， 则 
对 >,, 的 任何 度量 而 言 ， 都 有 


AA(> ) < 87(1 +g). 


9 
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证 明 根据 定理 8.6 ， AAD) < Wol E) ERKE A RA 
$: E; > 52,degp < 1+g (根据 Riemann-Roch, >。， 上 存在 非常 数 的 亚 纯 函 
数 ， 具 有 重 数 < 1+9 的 零点 ， 因 此 这 样 的 $ 总 是 存在 的 ). BW, 如果 六 一 M 
是 d HH, MN Vo(2, N) <dVo(2,M). 因此 

MA(Eg) < 2Ve(2, By) < 2Ve(2, $?)(1 + 9) 
= 8n(1+ 9). 


注 ”Yang-Yau 实际 上 证 明了 如 下 更 强 的 一 些 结果 : 


25 3V(M) 
E Ài á 87(1 +g) 


与 第 一 特征 值 、 共 形体 积 等 密切 相关 的 问题 有 Willmore 猜想 . 利用 共 形 面 
积 的 概念 ， 可 以 很 容易 地 部 分 解决 Willmore 猜想 . 

下 面 讨论 Willmore 猜想 . 设 M Æ R” 中 的 紧 致 曲面 ， 具有 诱导 度量 .以 
表示 其 平均 曲率 ， Willmore 猜想 为 ， 对 于 任何 可 浸入 环 面 7T? CR’, 有 


I |H|? > 2n?. 
M 
引 理 8.1 设 M ÆR 中 紧 曲 面 (无 边界 )， 则 
f IHI? > Vo(n,M). 
M 


等 号 成 立意 味 着 在 某 一 球 极 投影 下 ， M 是 8" 中 极 小 曲面 的 像 . 
证 明 利用 球 极 投 影 的 逆 映 射 ， 我们 得 到 从 M 到 S 的 共 形 映射 o, 再 与 
Mobius 变换 复合 ， 我 们 可 以 假设 o(M) 的 面积 就 是 $ 的 共 形 面积 Vol, >). 
利用 前 面 定理 的 讨论 ， 我 们 有 


f B? = l ph tv) 


其 中 互 是 6(M) 在 Sn 中 的 平均 曲率 .由 V(6(M)) = Vo(n, 4) 2 
[ IEP > veto). 
M 


WEH. 
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由 引 理 8.1 及 前 面 的 定理 很 容易 得 到 下 面 的 
引 理 8.2 设 M AR” 中 紧 致 曲面 ， 则 


1 
is IHI? > 5 sup(ar - V(M)), 


其 中 sup 是 对 所 有 与 R” 中 诱导 度量 共 形 等 价 的 度量 取 的 . 
由 引 理 8.1 及 前 面 关 于 共 形 面积 的 计算 ， 我 们 立即 可 以 得 到 下 面 的 两 个 定 
M: 
定理 8.8 设 M Æ RP, 则 对 任何 浸入 M >R”, 有 


f |H|? > 6r. 
M 


等 号 成 立 隐 含 M 是 在 球 极 投影 下 54 中 某 一 极 小 曲面 ( 其 特征 值 Xi = 2) 在 RA 
中 的 像 . 
定理 So 设 M 是 R" 中 亏 格 为 1 的 曲面 , 且 共 形 等 价 于 由 {(1,0), (2, y)}, 
V1 一 X22 <y<1 所 生成 的 环 面 ， 则 


2? 
f |H|? > 272. 
M 


等 号 成 立 表示 M 共 形 等 价 于 方 环 . 

最 后 我 们 要 提 一 下 与 这 里 讨论 的 问题 有 关 的 两 个 猜想 

猜想 1 :对 于 亏 格 为 g 的 紧 致 Riemann 曲面 并 ,存在 一 个 绝对 常数 O, 使 
对 于 ,的 任何 度量 都 有 


—5 S08 


àk — C(l +49) 
k AQT) 
Yang-Yau 定理 表明 ， 当 = 1 时 ， 其 答案 是 肯定 的 . 
猜想 2: 设 M 是 53 中 的 极 小 颈 入 紧 致 曲面 ， 则 第 一 特征 值 à (M) = 2. 
关于 猜想 2 ， 最 近 H. I. Choi-A. N. Wang 获得 了 下 述 结果 ( J. Diff. Geom., 
18(1983), 559-563 ). 


定理 (Choi-Wang) i M 是 53 中 紧 致 、 极 小 嵌入 曲面 ， 则 


人 入 


AN(M) > 1. 
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注 原 定理 较 此 为 广 , 它 证 明 如果 M 是 5"+! 中 紧 致 极 小 超 曲面 , 则 A (M) > 
元 . 证 明 方 法 是 一 样 的 ， 下 面 只 考虑 ”= 2 的 情形 . 

证 明 M 将 33 分 成 两 个 连通 区 域 21 和 22, E ON = 012 = M, Rf ze 
M 上 的 第 一 特征 函数 (相对 于 M 在 53 中 诱导 度量 而 言 ) 在 021 中 解 Dirichlet 


问题 : 
Au = 0, 
ulan, = ulm =f, 


则 u 是 光滑 到 OQ, 的 函数 ， Vz e S. 取 x 附近 的 正 交 标 架 {el,ez,es}, 4 
LE ðN 时 ， 令 3 = oN 的 外 法 线 方向 ， 而 €1,€2 € TM, 则 熟知 ， 


3 
Au = >》 Du(ei, ei) = Joia: 


i=1 
D?u 是 的 Hessian : 
D?u(X,Y) = X (Yu) — (VsY )u, 
当 reM it, XF i3, 因为 
Veei = Veiei — h(ei,ei)es, 
其 中 立 表 示 M = 00, 的 协 变 微分 ， 而 /表示 第 二 基本 形式 . 因此 当 reM 
时 ， 
3 3 
Au = > D*u(ei, ei) = Uu33 + Af + 5 h(ei, ei)u3 
i=1 i=1 
= us3 + Af + 2Hus, 


其 中 入 表示 M 上 的 Laplace AF, 而 五 则 为 M 的 平均 曲率 ， 因 为 M 是 极 小 
Hit, HH =0, 所 以 Vee M, 


u33 = -Af = Arf. 


在 Q 中 考虑 AlVul’, 易 见 (用 到 Au = 0) 


i 3 3 
A\Vul? =2 》 uz, +2 >》 Riju, 
i j=1 ij=1 
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所 以 


2 2 
J, sv >4 f va 
这 是 因为 对 于 53, Ri; = 2gij. 另 一 方面 ， 由 Stokes 公式 


3 
Alvu? = f vug =2 f Uiui 
J, sv lveB=2 | Duus 


Qı j=] 


“2 
= 2 UzUiZ + 2u3U33 


i=1 


2 
= 2 | waft | Uiui. 
aN 0 = _ 


Qi i=1 
{24143 时， 
uiz = D?u(e;,e3) = e;(ezu) — (Ve,e3)u 
= e;(u3) — S ou 
j=l 
所 以 


f A|Vul? = 2a f u3f +2 Vf- Vus 
OA O01 ap; 


= 2. f wf -2 f wf -2 f h(Vu, Vu 
any AQ, O01 
= an f usf 一 2 | h(Vu, Vu). 

ðN 021 


f [Vu]? -- f udu+ | ws= | uzf, 
421 421 On, O21 


A|Vul? =a f ul? +2 f h(Vu, Vu), 
Nı Nı ON1 


但 是 


因此 
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所 以 


wr f Vul? > af vu + f h(Vu, Vu), 
N a, IN 


4-1) f [ul > h(Vu, Vu). 
IN 


无 妨 设 fao, h(Vu, Vu) > 0, 否则 我 们 可 用 Q2 RÆ M1. 两 者 的 法 方向 正好 相 
B, E Yulen = Vf. 因此 


f KIRT =— f h(Vf, Vf) 
aN O22 


这 样 ， 就 证 明了 à > 1. 
R 如 果 M 是 53 中 亏 格 为 g 的 紧 的 极 小 戏 入 曲面 ， 则 


Area(M) < 8r(1 十 9). 


这 由 Yang-Yau 定理 KER Xi > 1 的 结果 直接 可 见 . 
最 后 我 们 要 提 一 下 有 关 负 曲率 的 一 般 Riemann 曲面 的 特征 值 的 结果 . A. 
Selberg 证 明 ， 如 果 
Ly = H/T, H = {z|Imz > 0}, 


m © Æ SL(2,z), W AX) > 3/16, 人 们 猜测 最 好 的 下 界 可 能 是 1/4 , 但 至 
今 尚未 证 明 . (AMS. Symposium on Numba Theory, California Inst. of Tech., 
Pasadena (1965).) 

X, ÆF Riemann 曲面 上 特征 值 的 下 界 估计 ， R. Schoen, S. Wolpert, S. T. 
Yau 证 明 : Yg € Zt, 存在 一 系列 Riemann 曲面 Don 具有 相同 的 结构 ， 使 得 
相应 的 和 1,n,… , A2g_3mn HAF 0. 但 是 ， M2g-2 具有 与 DO, 的 保 形 结构 无 关 而 只 
与 g 有 关 的 下 界 . GN Proceedings of the Symposia in Pure Math., 36(1980), 
279-285. 
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4.1 热 方 程 的 梯度 估计 


EHRE M Æ n 维 完备 Rieman 流 形 可 能 具有 边界 ( 允许 9M =o). 我 
们 的 主要 任务 是 给 出 热 方程 


(a 5 =) ent (4.1.1) 


的 正解 的 导数 的 估计 ( 梯度 估计 ) 这 种 估计 一 般 而 言 是 一 种 局 部 估计 ， 但 今后 
我 们 将 看 到 在 某 些 情况 下 它 也 能 导致 整体 的 估计 . 
WMR u 是 (4.1.1) 的 解 ，w > 0, > f=logu, UW f we 


(a = 2) f=-ivsP. (4.1.2) 


此 处 Vf 表示 对 变量 ze M 的 梯度 . 

我 们 从 下 面 的 引 理 出 发 ， 它 是 导出 梯度 估计 的 基础 . 

引 理 4.1 i Ric (M) > 一 K, u(x,t) 是 定义 在 M x [0, œ) 上 的 光滑 函数 ， 
u(x,t) > 0, 满足 (4.1.1), 令 f = logu, 对 任何 固定 的 常数 a>1, 令 


F(z,t) = tV fP- af), (4.1.3) 
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则 有 
(^- x) F> ~ove- VF + (VF? - fi)? 
ot = n 
-(|V FP? — aft) — 2K4|V f}. (4.1.4) 
证 明 取 reM 的 局 部 正规 标 架 {ei}i=1,2,...,n. 函数 附 以 下 标 i,j(1 < i,j < 
n) 表示 该 函数 对 ee; 方向 的 协 变 导数 ， 对 F = t(|Vf]? 一 afi) 作协 变 微 分 ， 得 
Fi=t (Bs 5 ara) , 
j=l 


AF=) Fy =t ez +290 fi fyi -en (4.1.5) 
i i,j ij 
根据 熟知 的 不 等 式 和 Ricci 公式 
(Af)? = (2》 fa? =$ +20 fafi 


< Sf + Z+ FF) mae 
?ZI ij 
2 fifi = Di ffas t) Ra fifi = VP VA) 
i +Ric(VA, YS) > Yf- vA) ~ KIVEP, 
于 是 (4.1.5) 成 为 
AF > t (2(as? +20F- (Os) -2KIVIP - alse). 
UL Af=fi-IVIP 代入 ,得 


AF > (=f -= [VF + 2VF- Vf VFP) 
-2K|V f — a(fe — |VFI?)2). 


另 一 方面 


及 = (VFP — aft) = VFP -afi + VSP — ofe)e, 
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所 以 有 


(a- 3) E > Zavsr— py? 205 vv 
—2Kt|V f|? + (VFP — fo)e — VE? -— afe) 
-VFP - aft) = =(IVFP — fi)? — (VIP - oh) 
-2KtlVfP ~ AVF V(IVFP — fe) + (a — 1)dlv/B 

= (VAP = A)? - (VAP - afi) - 2611957 

-2V f- V(IV FP — af) 

= -20 f -VE + = (Vs? = fi)? — (VFP — af) — 2KHY EP. 

证 毕 . 

定理 4.1 设 M 是 可 能 具 边界 的 紧 致 Riemann 流 形 ，Ric (M) > 0, ulz, t) 
是 M 上 热 方程 的 非 负 解 


(a = =) u(x,t) =0. (4.1.6) 


SOM #4 Ø it, BE OM 是 凸 的 ， 即 9M 的 第 二 基本 形 II > 0, 此 时 ul, t) 满 
E Neumann 边界 条 件 


u 
av = 0, 在 90M x (0, o0), 


其 中 2 表示 OM 的 外 法 线 方向 ， 则 在 M x (0,00) E 满足 下 列 梯度 估计 : 
一 一 一 一 < ~. (4.1.7) 


WEAR H uts ARE u, AI u > 0, 令 f= logu, e 是 任意 小 的 小 数 .在 
引 理 4.1 FR a = 1, Bl F(z,t) =t(\VSl? — ft), 
[Vu]? Ut 
u u 
因此 ， 证 明定 理 相当 于 证 明 F< = 下 面 分 两 种 情况 : 
1° OM = 2, 如 果 F(z,t) < af 则 定理 已 经 证 明 ， 否 则 对 某 一 全 > 0， 
ax F> 设 极 大 值 在 (20, to) € M x [0, 达到 ， 由 F(z,0) = 0, 应 用 极 大 


m 
Mx([0,T] 


F 
=|VFP- f= >- 
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值 原 理 ， 在 (zo,to) 有 


AF (zo0, to) < 0, T >to > 0, 
VF(zo, to) = 0, 
Ê F(20,t) 2 0, 
最 后 式 是 因为 可 能 如 = 了 人 . 由 引 理 4.1, Æ (20, to) 点 ， 
ð Oto F? F 2F n 
0> (a- 5) Fe 2p -E E (r-3) 
由 此 ， F(xo,to) < 3, 得 到 矛盾 . 
2 ƏM Z Ø, 根据 假设 ， 9M h, ME u(z,t) 在 OM 上 满足 Neumann 条 
件 . 
证 明 的 过 程 同 上 面 一 样 ， 如 果 zo 是 M 的 内 点 ， 则 得 到 矛盾 ， 因 此 只 能 
zo E OM. 
在 zo 取 局 部 正规 标 架 ， 使 el = 2, v 是 外 法 线 方向 ， 因 为 F 满足 


(a- 5) r> -20s vr+ Žr (F-=), (4.1.8) 
强 极 大 值 原理 成 立 ， 因 此 
Dy (2% to) > 0， 
= 五 一 ! Exam = i =t(2 9 ffn- fi) 
了 
ZAA TTD (4.1.9) 


j>1 
这 是 因为 根据 Neumann 条 件 ， 在 9M 上 ， 


ð Uy 
人 


因而 在 3M 上 
0 = dfi = S fiw! + >》 fw 
j>1 j>1 
=o fyw + SO fhu" 


j>1 j,k>1 
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因此 
fig = fn =- fale, 


k>1 


代入 (4.1.9) , FE (x0, to) 点 ， 


0 < ĉr = 2to z sts] 


j>l 
= ~2to Y has fefj = —2toll(VF, VS), 

jk>1 

和 > 0 HFA. 
定理 4.2 it M 是 完备 的 Riemann 流 形 ， Ric(M) > —k, 以 M 中 任 一 固 

定点 O 为 中 心 ，2R 为 半径 的 测 地 球 记 为 Bor. B ule, t) 是 定义 在 Bop x [0, co] 
上 热 方程 的 正解 4 

(a — x) u(z,t) = 0. 


取 a > 1, WE Br 中 下 列 梯度 估计 成 立 : 


(4.1.10) 


其 中 C 为 仅 依赖 于 n 的 常数 . 
证 明 仿 前 ， 令 f =logu, F = t((V F]? a aft), 


则 
SU (m-at) = su 2 
P u? u ae t’ 
取 cut-off 函数 图 e CP (R) 使 suppy C [-2,2], 1 > 4 > 0, 并且 当 0<t< 1 时 
Y(t) = 1, 此 外 还 满足 
yy < 0 y” > 一 C1， [w’ |? 
l Y 


其 中 C1, C2 为 两 绝对 常数 . 
M 中 以 0 为 基点 的 距离 函数 记 作 p(z), HO 


P(Z) =¥ (e) , (4.1.12) 
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则 supp Y C Bor, 而 plBr = 1. 
我 们 将 对 函数 pF 应 用 极 大 值 原理 ， 因 为 p = 4 (22), 它 在 0 的 制 迹 
( cut locus ) 上 将 失去 光滑 性 而 只 是 Lipschitz 连续 . 但 正如 我 们 在 第 一 章 已 经 
解释 过 的 那样 ， 利 用 support 函数 的 方法 ， 在 应 用 极 大 值 原 理 时 我 们 不 失 一 般 
性 地 可 以 假定 p 在 该 点 是 可 微 的 . 
设 pF 在 (20, to) 达到 它 在 Bor x [0, T] 的 极 大 值 . 显然 可 设 YF (20, to) > 0 
(否则 F <0, 定理 自然 成 立 ),， 因 此 zo € Bor, to > 0, 根据 极 大 值 原 理 ， 在 
(to, to) 点 有 


0 = V(yF) = FYyp + YVF, (4.1.13) 
A(yF) < 0, (4.1.14) 
OF J pF; > 0. (4.1.15) 


以 下 的 计算 均 在 (20, to) 进行 ， 不 再 一 一 注 明 . 由 (4.1.13), VF =—-FYE, H 
由 (4.1.14) , 


0 > A(yF) = Ay: F+ ~AF + 2Vo:.VE 


2 
= Ap: F+ pA 一 2F EEL, (4.1.16) 
由 (4.1.11), 
Ve? _ l'PIVeP? _ WP Ce (4.1.17 
o T Ry Rag SRP A 
_ ve? YAo_ y w 
Ay = R R R RO 
1 .VC2 和 
R2 R ~ 


当 Ric(M) > 一 k 时 ， 由 Laplace 算 子 比较 定理 (1.1.17) ， 


Ap <S (n—1)Vkcoth(Vkp), 


C3 Ch 
> a 下 
Ay > R (n — 1)Vk coth( Vk R) Re 


Ef L A(n, k, R), (4.1.18) 
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代入 (4.1.16) ， 并 由 引 理 4.1 ， 
0 AF) > - o da 
> A(vF) > —A(n, k, R)F — 2F ; + pAF 


2 
ape 


> —A(n, k, R)F +o(F;,-2Vf- VF 


42 = (IV FP 一 RS at — afr) — 2kt|V f|’). 
但 pF; = (pF): > 0, -2pVF .Vf=2FVyp .Vf, 上 式 变 成 


—A(n, k, R)F — ap 中 +2FVy: Vf 


+ ion -A = (VFP = aft) — 247), 
0 > —A(n,k, R)pF - 2F|V y|? +2pF VF :Vy 
+e" [EVAR = fy - (Iva? - afi) 2m P| 


= (pF) CE avel Wer +29 FVf-Ve 


pi 


PUTH- f ee |- 


> (pF) -4 TE Ie a 


~29F|VFIIVel + = Z PIYE? - fe)? — nk|V FI’). 


AIF 1 > yp > 0, & (4.1.17)|Vy] < VOR 92, 得 
0 > (oF) |- A(n, k, R) > ai] 
ppa 


hv 


ov Fl ZPV- f) 


BHR t, & A(n,k, R) = A(n, k, R) + a, 则 


pv 


0 > pF(-1—tA(n,k, R)) — 2tF p? |V f| 


2 
HEIVI ~ ph)? —nky? IVF? (4.1.19) 


4.1 热 方程 的 梯度 估计 


S y= 9lViP,2=0fs, W IV EP = py <y, 同 时 

yè (y — az) = pHIVSIGIVAP ~ vafi) = p37 Ivfl. 
将 上 述 代入 (4.1.19), @ 

0 > pF(-1-tA) - VEE ay Ay — az) 


We Ç 一 2)2 — nky 一 env Coy} 3 (y — az) |, 

再 由 
(y - 2}? = a” —az)+ a4 
= Fey a2) + (Ey a Dy — 02), 
(y — 2)? — nky — mi (y — az) 
= Sy — az)? + k Vy - nky + [2 Dy 

— 2nv Cry 中 (y — az). 

对 (Cey - nky 及 A Dy- 20VC a 应 用 熟知 的 不 等 式 


2 


: 
2 hg > —-— b> 0), 
az xv a (a,b > 0) 


~ 2d 5 
0 > pF(-1-tA(n,k, R)) + E 区 — az) 
n*k2a? n? Cza? E 
Na- Ra a2)| 
再 由 t(y — az) = pt(|V EP? — aft) = pF, ERB 
0 > pF(-1~tA(n,k, R)) + Z (6F) 
Caha? nk?’a? > 
~ R2(a—1) (PF) — 2(a — 1)? 
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(4.1.20) 
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202 C 
A(n,k,R) = A(n, k, R) + > = = 


+Ê (n—1)VEeoth( VE (VER) Nia eer 
< $+ vi), 


2C2 
R2 


其 中 Ca RKF n,(4.1.20) 成 为 


0 > (pF)? — (pF) RRAC 


Cona? nk?a? Des 
"Fae ced 
~(pF) E (+R) J 
E nk?a? j 


2(a — 1)? 
将 上 式 看 作 pF 的 二 次 三 项 式 ， 则 pF 不 大 于 该 二 次 三 项 式 的 大 根 ， 因 此 
pF < ite (5 +Rvk) 


+ (1+ St (2 + nve)) + at? pra! 


R? 
Cs a? na? 
<2 SS 
b+ 3 (= ;+ RVR) t+ = ue A 
na? narCs f a nak 
-e (saat ve) t+ at 


以 上 的 全 部 计算 都 是 在 极 大 值 点 (zo,to) € Bor x [0,T] 上 进行 的 ， 因 而 


nak 
F)(a2,T F f Zon 
(p )(z ) < (p )(zo to) < Sor 2(a = 1° 
na‘ Cs Qa na? 
Bar (ee 


no? Cs { a? nak 
+> R2 (S = + RVR] T+ a1 TA 


4.2 Harnack 不 等 式 与 热 核 的 估计 - 169 - 


限制 在 Br 上 (p =1), 即 得 


2 2k 
2 _ 本 a 
Sup NA af,)(2,T) 27 + Xan 
Cna? / a? 
k 
ey (45 + Ri), 


m T EEE, Ale BE. 
系 ， 对 非 紧 的 .不 具 边 界 的 完备 的 Riemann 流 形 M,Ric(M) > —k, W u(x,t) 
是 M 上 热 方 程 的 正解 ， 则 下 列 估计 成 立 : Ya > 1 


[Vu]? ue no?k na? 


a 2 4.1.21 
人 are) 


特别 地 ， 当 Ric(M) >On, A 


|Vul? u <2? 


4.1.22 
u? u ` 2t ( ) 


证 明 在 定理 4.2 中 让 RR 一 co 得 (4.1.21) ,在 Ric(M) >0 时 ， 大 = 0, 故 
可 令 a 1 而 得 (4.1.22). 

将 定理 4.1 和 定理 4.2 的 证 明 结 合 起 来 ， 可 得 

定理 4.3 设 M 是 紧 致 的 Riemann 流 形 ， 具 有 边界 OM ( 可 能 是 Ø ), 
Ric(M) > —k, 4 ðM # Ø 时 ,假定 9M 是 凸 的 ， 而 作为 热 方 程 正解 的 wz 为 
满足 Neumann 边界 条 件 & =0 (在 OM x [0,00) E), WVa>1, 下面 的 估计 
成 立 : 


[Vul? aut nka? na? 


u? u ~ 2(a—1) w` 


(4.1.23) 


4.2 Harnack 不 等 式 与 热 核 的 估计 


作为 前 节 梯 度 估计 的 应 用 ， 可 以 方便 地 建立 热 方程 解 的 Harnack 不 等 式 ， 
并 由 此 而 导出 热 方程 基本 解 的 上 、 下 界 的 估计 . 

定理 4.4 设 M 是 完备 的 n 维 Riemann 流 形 , 非 紧 , 不 具 边 界 . Ric(M) > 
—k,k>0. WẸ ulz, t) 是 M x [0,o0) 上 热 方程 的 正解 , 则 对 任何 a > 1, 21,22 € 
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M, 0<t, <tz<+00, 下 列 不 等 式 成 立 ， 


u(x1,t1) < u(x2, te) (2) 7 SP (eee 
we on n) (4.2.1) 


证 明 在 M 中 取 连 接 zi 与 zz 的 极 小 测 地 线 7 : [0,1 一 M, 使 y0) = 
£2, y(1) = z1, Æ M x (0,co) 中 定义 曲线 7 : [0,1 一 M x (0, 00) 


n(s) = (74s) (1 — 8)ta + sti), 


W (0) = (x2, t2), n(1) = (21, #1). 
令 f = logu(z,t), W 


1 
f(z1,t1)— f(£2,t2) = f PD a. 
0 
1 
= | fo, Vf) -— (t2 — i) 
1 
< | (MIVA (2 - t)fi)ds. 
0 
如 记 p = d(z1, 22), W |y] = p. 对 fe 引用 梯度 估计 (4.1.21) , 
—fi < = (4+ Z 一 vs?) 


nak na 


A a 


则 


1 
f (x1, t1) — f (xa, ta) <f (avn- 2> 


: (4+ = = jp ds, 


其 中 t= (1—s)to + sti. 将 被 积 项 看 成 |Vf| 的 二 次 三 项 式 ， 其 极 大 值 为 


ap? to = ti 


A+ 
A(ta — th) 


t iia 
2o ipl 
Q t 
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所 以 


(x1, t1) — (2, ta) 
2 
ap to 一 ty to = ti f ds 

Se A B] ——————_ 

4(t2 — tı) a; Q $ a o (l—s)te+ sty 
o ap 6h na?k to — tı 1 ` t2 
~ 4(t2— tı) a 2%a-1). a t-t tı 

ad? (xı, x2) | (te—ti)nak na (2) 


= — et re ea ARE OER — | 
Inen Oat). Or 


ty 
再 取 exp, 即 得 定理 . 
系 如 果 Ric(M) > 0, 在 (4.2.1) # k=0, $ a1, HA 


w(x1,t1) < v(x2, t2) (2) exp (Te 2 (4.2.2) 


A(t 一 tı) 


A 假设 同 定理 44 ， 则 有 以 下 的 次 中 值 不 等 式 : 


A 二 to = 
uaa) < (f wate) (2) 
B,(R) ty 


aR? nak 
-exp Geen + a1)? = n)) ; (4.2.3) 


其 中 p> 0, a>1,0<t <t < +00, fB (r) 表示 积分 平均 ， 即 


f g = (Vol(Be(R))) f 6. 
B,z(R) Bz(R) 


其 证 明 是 明显 的 . 

定理 4.4 中 的 Harnack 不 等 式 是 对 非 紧 、 完 备 的 Riemann 流 形 而 言 的 ， 同 
样 的 定理 对 具 边 界 的 紧 致 流 形 也 成 立 ， 因 为 方法 完全 类 似 ， 我 们 只 作 氢 述 而 不 
再 重复 证 明 . 

定理 4.5 设 M 是 紧 致 可 能 带 边 界 的 Riemann 流 形 , 或 者 9M =O; 或 者 
ðM + Ø, E 9M 是 凸 的 , 即 OM 的 第 二 基本 形 > 0. 又 Ric(M) > 一 k, k> 0. 设 
u(x,t) 是 M x (0,00) 上 热 方程 的 正解 (在 OM 4 时 ,还 要 求 它 满足 Neumann 
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边界 条 件 )， 则 对 任何 a > 1, 下 述 Harnack 不 等 式 成 立 : 


加 en = n)) (4.2.4) 


其 中 21,22 € M, 0< tı < te < +00, d(x1, 22) 表示 z1, £2 在 M 中 的 距离 . 
同样 ， 当 Ric(M) > 0 时 ， (4.2.2) 成 立 . 
在 定理 4.5 条 件 下 ， (4.2.3) 也 成 立 : 


A $ to\ 营 
u(x, tı) < f uP (y, t2) dy (2) 
B,(R) ty 


2 
exp ics + ey 一 n)) , 
但 是 要 求 B (2R) NaM = Ø. 
现在 我 们 来 给 出 热 方程 基本 解 的 上 、 下界 的 估计 . 在 讨论 中 , 除了 上 述 Har- 
nack 不 等 式 外 ， 下 面 的 引 理 起 着 重要 的 作用 . 
引 理 4.2 WM 是 完备 的 非 紧 Riemann fi’, u(x,t) 是 热 方程 的 L? ff, 
WX u(x) : 


u(x, 0) = uo(z). 


任意 固定 ye M, 记 BR) 为 以 y 为 中 心 ，RR 为 半径 的 测 地 球 ， 又 设 g(x, t) € 
C1(M x [0,co)), 并 满足 


1 
则 对 任何 R> 0, T > 0, 都 有 
i 629 T)y2(a,T) dz < f e39 up (a) da. (4.2.7) 
B,(R) i M 


r= 1, x € B,(R), 
ie 人 z ¢ B,(R+K), 
C 


4.2 Harnack 不 等 式 与 热 核 的 估计 


此 处 C 为 一 绝对 常数 ， 取 e>2, 令 了 = 29. 
因为 suppy C B,(R+k), 由 Green AÑ, 


了 0 
0 = aff pelu (a-2) u(x,t) dx dt 
= off y’eIuAu dz dt — 2 fe a [cou atan 
-2 [vee Vu- fy a e? du? dx 


— f | [4ye9uVy - Vu + 2y7e9uVg- Vu 
o/M 


+2p7e9|Vul?] -f pleu? (a, t)] dz 
M 


T 
+f] puel] dx dt. 
0 JM 


由 Schwarz 不 等 式 ， 


o< f fe | 2) y*|Vu |? + Aet] dz dt 
+f J ely? [peva + sca dx dt 
oJ/JM 4 E 


T T E 
-2 f | srlvuP dadt— | Pega f f petu? g dx dt 
0 JM M 0 JM 
2e 


Tope a T : 
Vou asat | | pel 

M 0 JM 

E tes, se ~ 

[Svar +a] e- f r ae 


a aL a was f f aa 


x [Eva +e] a? f ol ar 
M 


| 


E 1 1 
-v7 +} = 一 |Yg| + = 
av +a = 区 |Y 引 + 9 


1,1 
= =(GIVal’ + g:) = 0, 
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所 以 
p2[esu2]7 dz < ae) ia eu? de dt. 
X u e L?, g <0, ERA k — 00, 即 得 
I gletu] <0. 
M 
再 令 < 一 2, 就 有 
f peie T, T)dz < f y?e29 u(x, 0) da, 
M M 
HE Byv(R) Ey=1, 7M L0<¢<1, RAS 
f ezg(z,7)u2(z, T) dz < f ezg(z,0)uo(z) dx. 
By (R) M 
R1 从 上 式 中 自然 得 出 ， 如 果 v(z,0) = 0, 则 w(z,t) = 0, vt. 此 事实 表 
明 ， 热 方程 (4.2.5) 当初 值 wz, 0) € Z2(M) 时 ， 其 解 是 惟一 的 . 
HE: 当初 值 s L?(M)(1 <p < co) 时 ， 热 方程 解 的 惟一 性 ( 只 假定 M 是 完 
备 的 ) 是 Strichartz 证 明 的 . 
当初 值 为 L>(M) 函数 ( 即 有 界 函 数 ) 时 ， 仅 假定 M 完备 已 经 不 能 保证 解 
的 惟一 性 ， P. Zi 证明 ， 如 果 Ric(M) 最 多 以 —cr? 下 降 的 话 ， 那 么 热 方程 的 解 
仍然 是 惟一 的 . 证明 的 方法 是 在 引 理 2 的 基础 上 再 作 进一步 的 分 析 . 
系 2 完备 Riemann 流 形 M 的 热 方 程 的 基本 解 记 为 Hyt), ER p > 


0,T>0,4 
F(y,t) = | H(2,£,T)H(€, y, t) dé, (4.2.8) 
M\Bz(p) 


则 对 任何 6 > 0, R>0, 都 有 
F*(y,(1+.6)T) dy < R’ ae a 
| H? (x, £, T) dé. (4.2.9) 
M\ B= (p) 


证 明 h Flyt) 的 定义 , 它 显 然 是 热 方程 的 解 ， 而 其 初 值 ， 由 热 核 的 5- 函 
数 性 质 ， 为 


riyo) = | ZST), ye M\ Balp), 
i 0, y € B,(p), 
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它 在 LPM) 之 中 . 
取 (He x AT), 
ae —r?(z,y) 
98) = TFT ae 
则 它 满足 
1 
zlvol +g:=0. 
由 引 理 4.2 ， Vt < (1+20)T, 
[AG py, tay < f e EEE y0), 
B;z(R) M 
W t= (1 十 6)7, 则 
ear Space EU A+ 5)P) dy < fu e OE F(a, y,T) dy 
X 2 
Jo. FU (1+ 8)T) dy < eT -e TDT fi p,p) HE y, T) dy, 
因此 (4.2.9) 得 证 . 根据 Fy, T) 的 定义 (4.2.8), ， 上 式 也 可 以 写 做 
f F? (y, (1 + ô)T) dy < eT- arfar F(z, T). (4.2.10) 
B: (R) 
如 果 取 p = 0, 即 令 
F(y,T) = J H? (x,y, T) dz, (4.2.11) 
M 
则 对 任何 5> 0, T>0, ROOF 
(4.2.12) 


2 
[Fu + HT) dy < eh P(e,T). 
z(R) 


下 面 是 本 节 的 主要 结果 之 一 : 


定理 4.6 设 M 是 完备 的 无 边界 的 Riemann 流 形 ， Ric(M) >—k, k>0. 


设 A(x, y,t) 是 热 方程 
(a- =) u(x,t) =0 
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的 基本 解 ， 任 给 5 € (0,1), WEM 上 下 式 成 立 ; 


H(z,y,t) < C(6, nVe ? (VEV (VD) 


.exp ( X a 5 Uy ¥ cutt)， (4.2.13) 


这 里 V, (R) 表示 B,(R) 的 体积 , 即 Vo(R) = Vol(Ba(R)), C(5,n) 是 仅 依赖 于 6,n 
的 常数 ( 当 6 一 0 时 ，C(5,n) >o), C 只 依赖 于 六 
证 明 4 
- 人 H(2,£,T)H(é,y,t) a, 


则 由 (4.2.12), 对 任意 R>0,6>0, 有 


| F°(y, (1 + 5)T) dy < eft F(a, T), (4.2.14) 
Bz(R) 


F(y,t) 显然 就 是 热 方程 的 正解 ， 因 此 它 满足 Harnack FÆR (4.2.3) (W ti = 
T; t2 = (1 + 6)T ), 


F?(2,T) < V1(R) | Qt 


Ha aR nak 
(1 + 6)"* exp (S + Za sr) f 


其 中 a > 1, 再 由 (4.2.14) 即 得 


(1+ a)R? 
26T 


F(z,T) < V1(R)(1 +6)" exp ( 
nak 
j ook sr) | 
取 R? = 27, 得 
F@,T) = f Hl wT) oy < Ve VEDA + 8 
M 


-exp (=) exp (= one (Sr) 


= O(n, 6,a)V,-1(V2T) exp (Sor), (4.2.15) 
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其 中 O(n, 6,0) = (1 + ô)”® exp (- te), 根据 热 方程 解 的 惟一 性 导出 热 核 的 半 
群 性 质 : VO<s<t, H(z,y,t) = fy H(z,z,s): H(z,y,t— s) dz, 再 令 s=5 48 


H(z,y,t) = f a(o) ( 2 1 5) de 
< (a (23) #) Uar (ra) oe) 


< C(h,ô, a) Vs ? (VEV; ? (VT) exp(C1kôt), (4.2.16) 
其 中 C1 =L. 比较 定理 的 结论 ， 易 见 当 


r?(x,y) < 4t 


时 ， (4.2.16) 已 经 蕴涵 结论 : 
2 
exp(C1k6t) < e- exp (cuss 一 row) ; 


此 只 要 看 4 <r(c,y) 时 的 情况 . 
i r?(x,y) > 4t, & 


F,(y,t) = te. Hl, TE wt a (4.2.17) 
z\p 
则 由 (4.2.9) 
f, FOHT) 
Bz (R) 


R? 2 
< exp (sr - F on sa) evs H?(a,y,T) dy | 
= ex (Fo aay) He) (4.2.18) 
人 = 
Foly, t) 作为 热 方程 的 正解 ， 满 足 Harnack 不 等 式 (4.2.3) 


F? (x, T) < aa ae F?(y, (1+ 6)T) dy - (1+6)"* 
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与 (4.2.18) 结合 起 来 ， 得 


2 
F(z,T) < (LT5jneVrI(R)exp | 二 


2 
i ank iT p |: 


a (4.2.19) 


取 R? = (1 十 60)-17, 得 


Fo(z,T) < C(6,o) Vs (v (1 +8)-1T) 


ank p? 
P (# a 204 ar) 


HV y WH, r(e,y)—p(0 < p< rley) 为 半径 的 球 By (rp), M B-p) E 
M \ Bz(p), 由 Harnack 不 等 式 , HAM T = (14 ô)t, 


ok 


H(z,y,t) < = H? (2, £,T) as) (=) 
-exp — +5 a 7 T ») 


1 ay — 9)? 
< Vy *(r—p)(1+-8)*F exp (SE 


ank 2 
6 H? 
yey) ( = (2,€,7) a) 


= V(r —p)(l+6) exp (se =P) 


+z a z) F,(£,T)? 
< C(5,a)Vz * (Vi) -Vy *(r — p) 
ank(2+6)5, a(r- p} p? 
B ( 2(a — 1) oe 46t 4(1 4+ 26)(1 cm) 
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最 后 一 步 由 (4.2.19) BH. Hep, Er- p= vi, Wl 
H(2,y,t) < C(ô, a) Vs (VEV; ? (VE) 


2 
p 
a (cm 4(1 + 26)(1+ z) 


< C(ô, a) Vs ? (VOV, (VE) 


r?°(z,y) 
exp (ca = aes, i 


最 后 一 步 用 到 Schwarz 不 等 式 


2 
2 ax TD 
p =(7 VO > 5 


t 
5 
定理 证 毕 . 

对 可 能 具 边 界 的 紧 致 Riemann 流 形 ， 其 热 核 有 相同 类 型 的 定理 .其 证 明 
和 定理 4.6 相似 ， 我 们 仅 写 出 其 结果 : 

定理 4.7 设 M 是 可 有 边界 的 紧 致 Riemann 流 形 ， Ric(M) > —k,k > 0， 
如 果 OM # ø, 则 假定 OM 是 凸 的 ，M WR H (x,y, t) 指 满足 Neumann 条 件 
者 ， 则 对 任何 se (0,1), 有 


人 


r?(2, 1) 
-exp (- TEEST + Crekt) : (4.2.20) 


其 中 Ci 仅 依 赖 于 n, e 一 0 时 ， Cl(e,n) 一 00.V,(R) 表示 VolB,(R). 

关于 H(z, y,t) 的 下 界 ， 我 们 有 以 下 结果 : 

定理 4.8 设 M 是 完备 的 无 边界 的 Riemann 流 形 ， Ric(M) > 0, 则 热 方程 
的 基本 解 H(z, y,t) 满足 


H(z, y,t) > C(e,n)V, (vt) exp ( T e 2a) (4.2.21) 
及 
H(z, y,t) > Ole, n) V ? (VEV; ?VD exp ( 7 (©, DY. (4.2.22) 


证 明 在 Harnack 不 等 式 (4.2.1) F, W k=0,a = 1, W 
2 r(x 
u(z1,t1) < u(x2, ta) (2) exp ( wy) ) 


A(t — tı) 
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由 此 得 : 
Hamed 
Bz (R) 


< V(R)H(z,Y,t)(1 —e)7? exp (£) ; (4.2.23) 


取 y = p(r(z,t)) € C (M), bi 


1, z€B,(Vv1—eR), 


p(r(z,z)) = | 
0, z ¢ Bz(R), 


HHO<e<1,52 <0,4 
Fiyi) = | olre,a)H Gust) dz, 
它 显然 是 热 方程 的 正解 ， 其 初 值 为 Pty 0) = v(r(2,9)). 
Ft) = f olra,2)) Hust) de 


= f (r(x, z)) A(z, y, t) dz 
B (R) 


< f H(z,y,t)dz. 
Ba (R) 


由 (4.2.23) WD, kiiit (2, y,t) 的 下 界 ， 只 要 估计 Fly, (1 一 2)t) 即 可 .估计 
F(y,t) 下界 的 方法 采用 Cheeger-Yau 关于 热 核 函数 比较 定理 的 证 法 (第 三 章 ， 
第 2 节 ， 和 定理 2.2 ). 将 Ric> 0 MRE M AR" 相 比 较 ， 记 R" 中 以 plr) 为 初 
值 的 热 方程 的 解 为 F(y, t) 即 


(© 2) F(y,t) = 0, yE R”, 
F(y,0) = (yl), 


WAA l 
Ply, t) = (4r) 3 f olle) op (EE) az, 
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FW, F(y,t) Xt y 是 球 对 称 的 : 如 多 = yA, A € SO(n), W 
|? 


Ft) = (ant)? | ollel exp (4) dz 
= (an)? f olla) exp (-4*) de 


= (ar? | oeae (-2 ) aea 
= F(y,t). 
根据 第 二 章 第 2 节 定 理 2.2 的 证 明 ， 只 要 可 证 
OF 
Bp t) < 0, 
即 有 
F(r(z,y),t) < F(y,t). (4.2.24) 
24 t>0 By, 记 之 -二 (21, Za,° oe ,Zn) = R”, 适当 选取 坐标 系 使 y= (r,0,- mR ,0), 则 
OF 
Bp t) 


_n ð r— z|? ze... +22 
= (4nt)~2 人 elhs exp (- =") ‘exp (=) dz 
- _n r— zı |r — z1? ze +. +a? 
= (r f olen exp (-P AL) exp (BELA) a 
Rn 
a [7 r=z r— z|? 
= (4nt) 2 J w(|z1|) (-=5#) exp (=L) dzı 
一 co 


= ant)? [lyr (二) Fay 
<0 Bs 


其 中 


zee. +22 


wap =f (4/22 +--+ 22 -exp (=) dza- -+ dZn. 
pRr-1 —4t 


注意 由 E <0 可 知 E <o. 
r Or 
至 于 上 = 0 时， 
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因此 ， (4.2.24) 得 证 . 由 此 ， 
f Hev- e)t)dz > Fly (1—e)) 
B,z(R) 
F(r(a,y), (1 —)) 
oe 
= (=e) (amy f ollz) exp (- poe) ae 


在 (4.2.23) 中 取 R? = t, 则 
H(a,y,t) > CE- e) VVA 
H(z, Y, (1 — e)t) 
Bz (Vt) 
> CT (e) Vy (Vt) (at)? 


et ee peny 


至 此 ， (4.2.21) Bik. 至 于 (4.2.22), 由 


2H (cyst) > Ce) exp ED (VD + VVD) 


> 2Cr1(eJT è (VIV; * (V) -exp ew) 

即 得 . 

用 类 似 的 但 更 为 细致 的 讨论 可 以 对 具 边 界 紧 致 Riemann 流 形 证 明 同 样 的 定 
理 . 其 证 明 的 细节 ， 见 P. Li and S. T. Yau, Estimate of eigenvalues of a compact 
Riemannian manifold, Proc. Symp. Pure Math., 36(1980), 205-240. 

定理 4.9 HM 是 可 具 边 界 的 紧 致 Riemann 流 形 , Ric(M) 20. FOM # Ø 
时 ， 假 定 OM 是 凸 的 ， 则 适合 Neumann 边界 条 件 的 基本 解 五 (x,y,t) 具有 以 下 
估计 : 


r 
H(z,y,t) > C1(e)V (Vt) exp a e) (4.2.25) 


Hent) > CHE AV, VB (E2). (220) 
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将 五 (x,y,t) 的 上 界 估计 与 下 界 佑 计 结 合 起 来 , 可 以 得 到 单独 用 V (vt) = 
Volt B, (Vt) 来 估计 五 (z,y,t) 的 上 界 的 一 个 结果 : 

定理 4.10 设 M 是 完备 的 不 具 边 界 的 Riemann 流 形 ， 或 者 是 可 具 边 界 
Hy Riemann 流 形 ， 如 9M ASM, fe OM 是 凸 的 . 两 种 情况 下 都 假定 
Ric(M) > 0, 则 满足 Neumann 条 件 的 热 方程 的 基本 解 有 估计 


Heyns Co exp (- Ae) | (4.2.27) 


其 中 5 € (0,1),C(6) 为 依赖 于 5 及 的 常数 . 
WEBA 由 (4.2.13) 和 (4.2.20) ， 无 论 是 完备 还 是 紧 致 的 情况 ， 都 有 


H(z,y,t) < C(e) VE È (VIV (VD) exp (72) (4.2.28) 


再 由 (4.2.21) 和 (4.2.25) ， 两 种 情况 下 也 有 


r(x 
Hw) > CHEV (VD ex (—7 we | 


由 此 ， 


人 < Co(e)Va EVD exp es u (一 =) l 


代 回 (4.2.28), 


H(z yt) < Cafe) Vr (Vi) exp ew fe, m) 


< C3(e)V, "(V t) exp - rey) | 
4 


—r?(r 
< COV! (Vi) exp ( m sw) , 
只 要 取 上 使 4+5= (4 一 昱 )/(L- 2e) 即 可 . 
本 节 所 讨论 的 结果 大 都 可 推广 到 有 位 能 的 热 方程 : 


Ou 
va Au + qu =0, (4.2.29) 
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特别 是 Harnack ASR, 以 及 基本 解 的 上 、 下 界 估计 , 读者 可 参考 P. Li and S. T. 
Yau, On the parabolic kernel of the Schrédinger operator. Acta Math. 156(1986), 
153-201. 在 这 里 ， 我 们 只 节录 较 重 要 的 结果 . 

对 任意 常数 a >1,x,y E M,0 < ti < te, 函数 po(z,y, ti, te) 定义 如 下 : 


1 
Palz, Yy, ti, t2) = alao) Yl ds 
1 
+(t2 — tı) - J q(y(s), (1 — s)t2 + sti) ist. 


在 这 里 工 = {y|7 : [0,1] > M,7(0) = 2,71) = y}. 假定 q(z,t) 是 对 r 二 次 可 微 
连续 ， 对 t 一 次 可 微 连续 函数 .另外 ， 9 要 满足 其 他 一 些 条 件 . 下面 定理 44’ 
中 ，4 表示 和 Ag,|Vg| 的 上 界 以 及 a 有 关 的 常数 . 确定 的 关系 ,读者 可 参考 他 
们 的 文章 . 

定理 4.4 设 M 是 完备 的 n 维 、 非 紧 的 流 形 , 没有 边界 ，Ric(M) > 一 k,k > 
0. MFR u(x,t) 是 (4.2.29) 的 一 个 正解 ， 则 对 任意 a > 1,z1,7xz2 € M,0 < tı < 
tg < +00, 下 列 不 等 式 成 立 : 


na 
2 


t 
u(x1,t1) < u(xe, t2) (2) exp(4( 妇 — t1) 
+pa(£1, £2, ta, t1)). 


对 (4.2.29) 基本 解 也 有 类 似 的 上 界 估计 , 但 表示 较 繁 . 读者 可 参考 Li 和 Yau 
的 文章 ， 另 外 ， 对 基本 解 的 下 界 佑 计 有 下 面 的 定理 : 

定理 4.8′ 设 M 是 完备 的 无 边界 Riemann 流 形 ，Ric(M) > 0.¢(z) 是 M 上 
的 二 次 可 微 连续 函数 ,上 且 满足 Ad < 0, 0 是 一 个 常数 . 另外 假设 exp(-9) € L?(M), 
WU (4.2.29) 的 基本 解 H (x,y, t) 满足 下 列 不 等 式 : 


_n no 2 
A(z, y,t) 之 (Ant 2 exp - @ t 一 oa : 


定理 4.4 和 定理 4.8' 的 证 明 可 参考 Li 和 Yau 的 文章 (发 表 在 Acta Math.). 


4.3 ” 热 核 估计 的 应 用 


本 节 将 给 出 第 1 节 和 第 2 节 中 关于 热 核 的 整体 估计 和 局 部 增长 估计 (梯度 
估计 ) 的 若干 应 用 ， 这些 应 用 或 者 提供 了 流 形 热 核 的 总 体 信 息 ， 或 者 导出 流 形 
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的 整个 谱系 的 估计 ， 而 关于 Green 函数 的 估计 ， 则 用 更 简单 的 方法 改进 了 N. 
Varopoulos 的 结果 . 
定理 4.11 设 M 是 可 能 具 边 界 的 紧 致 Riemann 流 形 ， Ric(M) > 0, MR 
OM # ©, 则 假定 OM 是 凸 的 , 则 满足 Neumann 条 件 的 热 方程 的 基本 解 H(zx,y,t) 
具 估 计 
H(z,7,t) > (4nt)7?. (4.3.1) 
证 明 应 用 定理 4.1 F u= H(z,y,t +e) (看 成 (y,t) € M x [0,00) 的 函 
数 )，v 显然 符合 该 定理 的 条 件 ， 因 此 有 (H = H(z,y,t + €)) 
IvHP — Ho < a 
两 边 在 M 上 积分 , 应 用 Stokes Ast. 无 论 是 8M = g, KE M Ao 4 =0 
( v 是 6M 的 外 法 线 方向 )， 都 有 


f \VH|? = -f HAH, 
M M 


(4.3.2) 


因此 


但 是 由 第 三 章 定理 2.1 有 
[Pew +e) dy = H(z,7,2(t +¢)), 
所 以 | 3 
aH (2,2, 2(t + €)) > — FA (a, 2, 2(¢ + €)), 
Sint? H (2,2, 2(t + €)))] > 0. 
S e 一 0, JHER H(z, x,t) ~ (Ant)? (t > 0), 即 得 


H(a, x,t) > (4nt)~?. 
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定理 证 毕 . 

根据 紧 致 流 形 热 核 的 谱 (对 函数 而 言 ) 展开 式 ， 如 果 我 们 记 M 的 Laplace 
算 子 对 函数 而 言 的 谱 集 为 0= wo < ui < uz < :… (4OMAONM, KERK 
是 满足 Neumann 边界 条 件 的 特征 值 )， 则 


Heat) =e Mg 2(z) 


pila) 组 成 {alt € I?(M), 2 


2 of 一 组 完备 正 交 基 ， 因 此 (4.3.1) 给 出 


OM 


De urt > (Ant)? Vol(M). (4.3.3) 


而 著名 的 Polya 猜想 要 求证 明 (对 R” 中 的 有 界 区 域 ) 


2 


ur < C(n) (corm) - (4.3.4) 


2 


a , Wn—1 = Area(S"~'). 


Wn—1 


O(n) = 4n?- ( = 


(4.3.3) EET (至少 对 凸 域 而 言 ) Polya 猜想 为 真 的 一 个 迹象 . 

在 紧 致 流 形 情况 下 ， 正 如 我 们 在 第 三 章 第 4 节 看 到 的 ， 可 以 用 流 形 的 直径 
来 估计 第 一 特征 值 的 下 界 . Gromov 对 OM = Ø 的 紧 致 流 形 的 高 阶 特征 值 给 
出 了 下 界 的 估计 ， 见 M. Gromov ， Paul Levy’s isoperimetric inequality, I. H. E. 
S., preprint, 1980. 下 面 的 定理 表明 ， 利 用 热 核 的 估计 可 以 方便 地 把 这 一 估计 推 
广 到 具 凸 边界 紧 致 流 形 的 情形 ( 无论 Dirichlet 边界 条 件 还 是 Neuman 边界 条 
件 此 如 此 ). 

定理 4.12 设 M 是 可 能 具有 边界 的 紧 致 Riemann 流 形 ， Ric(M) > 0. 

当 OM =O 时 ， 记 其 Laplace 算 子 的 特征 值 为 {0 = po < yi < pe <…}. 

当 ƏM # Ø 时 ,假定 OM 2K, H Dirichlet 特征 值 记 作 {0 <1 < A2 < 
…} ; Neumann 条 件 特征 值 记 作 {0 = wo < p < p <---}, W Yk 21, A 


Qs C2(n) 
d? 


和 x > ™5 We > (k++ 1)*, 


其 中 Ci(n), Cz(n) BF n, 而 d 为 M 的 直径 . 
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证 明 因为 Dirichlet 热 核 <Neumann 热 核 ， 在 下 面 的 证 明 中 A (2, y, t) 理 
解 为 后 者 ， 由 定理 4.10 ， 存 在 C(n), 使 


H(z,y,t) < C(n)V, (Vt). 

&y=2, RA, 得 
B H(z,7,t) dz = ee < C(n) I, V1 (vt) dx 
但 当 Jt >d it, Ve(vt) = Ve(d) = Vol(M). 而 当 Vt< 4d 时， 由 体积 的 比较 定 
理 (第 一 章 , 第 1 市 ，(1.1.17))， 
vel) 5 V(0, (E) 

Vs(d) ~ V(0,d) dj’ 

此 处 V(0,d) 表示 及 ”中 半径 为 d 的 球 的 体积 . 因而 ， 如 Vt <d, 则 


人 vai (+) . 


(4.3.5) 


所 以 


-一 全 
a 

ch 

SH 
3 
MD 


= L t<d 
-ut < C VE = 
2 iA t > d?. 
任意 固定 有 > 1, 上 式 左 端 只 取 前 上 十 1 项 ， 


(k+l1)e tt < C(n ne 


1 t> e 
因此 ， 
k+1< arco] (#5) ett t < d?, 
t ert, 1 > e. 
ea Ore tay ey 
易 见 ， 
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因为 


因此 若 加 = gh > d, BM oy > pe, 这 样 的 pe 只 能 有 有 限 个 ( 依赖 于 n)， 对 这 
有 限 个 自然 可 找到 常数 C'(n), 使 


即 有 


uk 2 人 (k 7 ay 


对 Neumann 特征 值 yx 的 情况 证 完 . 将 jw Ak, 得 类 似 的 结果 ,定理 证 毕 . 
注 : 同样 的 推理 ， 如 果 Ric(M) > —K, K > 0, WA 


Ak, Hk 2 C(n,k, K,d),k > 1. (4.3.6) 


C(n,k, K,d) 表 仅 依赖 于 nk K, d OBR, dA M 的 直径 ，n = dimM. 
最 后 ， 我 们 利用 热 核 估计 导出 对 Green 函数 的 估计 以 结束 本 章 . 
在 完备 Riemann 流 形 上 ， 可 以 定义 Green 函数 为 


Gta) = [Hey dt, (4.3.7) 


如 果 右 端 积分 收敛 的 话 , 因为 此 时 可 以 验证 ，G(z,y) > 0 及 AG(z,y) = —d2(y). 
定理 4.13 it M 是 完备 的 Riemann 流 形 ， Ric(M) > 0, 如 果 G(z,y) F 
在 ， 则 下 列 估计 式 成 立 : 


cin) [VV Dat < Geo 
r?(z,y) 
< Ca(n) f Voli dt (4.3.8) 
r2(x,y) 
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以 及 


< 
< co | Va BVDV, $ (Vi) dt, 
r2(x,y) 


EP V, (Vt) = Vol(Ba(v't)), C1, C2 为 仅 依赖 于 n 的 常数 . 
WER id r= r(e, y), I 


G(z,y) =| H(z, y,t) dt 
= | aeybw+ | Hayta 
0 r2 


f|. evda <C) f, vrvi 


因此 只 需 证 明 存在 Ci(n) 使 得 
f i H(z, y, t) dt < Cy(n) f 7 V-1(Vt)dt 
0 r2 


即 可 ， 再 用 定理 4.10 ， 


由 定理 4.10 ， 


2 
Hust) < Calne (VD ep (—F), 


因而 
[a H(z,y,t) dt < Ci( of y “(Wien (7) dt, 


E s= rt/t, Wr? <s < 十 oo， 


r? 2 oo 2 4 
zl ayda aka S ye 
f Vi (Vt) exp ( =| dt = | V (=) exp ( =z) 3 ds, 


4 


再 用 体积 比较 定理 ( Ric(M) >0), 注意 t= 守 <s, 


EORI 
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(4.3.9) 
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Oo 2 4 love) 2 n+2 
fr ae á a r i -=s 
T V; (5 ) exp ( =) a ds < | V, (vs) (5 ) exp (5) ds 


其 中 C2(n) = sup a” t? exp (一 &) < +00. 
a>0 
至 此 (4.3.8) 的 右 端 证 完 ， 至 于 左 端 ， 利 用 定理 4.8 中 (4.2.21), 4 t> r? 
时 ， 


r? T 
H(z,y,t) > Cs(e,n) Ve (Vt) exp (- 72) 


因此 ， 
G(z, y) > | H(z, y,t)dt > Ca(n) | V7! (vt) dt. 


用 同样 的 方法 可 证 (4.3.9) ， 至 此 定理 全 部 证 毕 . 

注 这 个 定理 首先 由 N. Varopoulos 证 明 ， 他 的 定理 条 件 是 ， M 是 完备 流 
形 ， Ric (M) > 0, 且 具 有 一 极点 (pole) 使 k(r) > 0, 此 处 k(r) 表示 沿 由 极点 出 
发 的 测 地 线 的 径 向 曲率 . 


设 (M,9) 是 一 n> 2 维 的 光滑 Riemann 流 形 . BGA M 上 的 另 一 Riemann 
度量 ， 称 了 共 形 于 (又 称 共 形 或 保 形 于 )g, WREE M 到 自身 之 上 的 微分 同 胚 
f 以 及 正 值 函数 p € Cee(M) 使 得 9 = pf*g. 在 /是 恒 同 映射 ， 即 9 = pg 的 
情形 ， 称 了 BASE Fg, 又 称 8 为 9 的 一 个 共 形 形变 . 在 9 = 9 的 情形 ， 即 
g = pf*9, ® f H (M,g) 上 的 一 个 共 形变 换 . 命 


Gy = {pglp E€ C” (M), p > 0} 


为 M 上 所 有 逐 点 共 形 于 9 的 Riemann 度量 的 集合 ， 在 本 章 中 我 们 研究 如 下 的 
问题 ， 给 定 (M,g) 以 及 函数 K € C”(M), 问 是 否 存在 8e % 使 得 9 的 纯 量 曲 
率 REF K? 

为 了 回答 上 述 问题 ， 我 们 需要 知道 在 度量 的 共 形 形变 下 ， 纯 量 曲 率 的 相应 
变化 . 为 此 在 局 部 坐标 系 下 进行 计算 (使 用 对 重复 指标 进行 求 和 的 约定 ). AM, 
Ricci 曲率 可 表示 为 


Olt art 
Rij = = ae Ts Ts TER 
aa 1 ð ð ð 
rk = igrl | 29# 09jl _ CFs 
ij ~ 99 & t gri Oa! 
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是 关于 g 的 Christoffel 符号 用 TE 表示 关于 了 = pg 的 Christoffel 符号 ， 则 直 
接 计 算 可 得 


一 1 glos p- ð log p ð log p 
F = rka l a LAPE 
+3( k gg Th Bri FF pri 


由 此 求 出 9 的 Ricci 曲率 为 


fond n 
Rij = Rij — 


<3 -2 
5 (log p),i; = <= (log p) i (log p),; 


1 n — 
E (Ato p) + m= vige) Jij- 
FEH È =g" Ry =p 94K, 即 可 得 
As D £ 1 _ 
R= p'R—(n—1)p Ap- 7(n—1)(n — 6p Vol. 


为 了 消除 此 式 中 的 梯度 项 ， 我 们 区 分 以 下 两 种 情形 : 
情形 (i) n =2. 令 p=e2*, 则 与 及 之 间 的 关系 化 为 


R=e-2(R— 2Au). 
由 于 在 二 维 情形 纯 量 曲率 是 两 倍 Gauss 曲率 GEE KA K), Ae 
Au — K + Ke" =0. (5.0.1) 


RZ, MK eC”(M) 是 一 个 给 定 的 函数 ， 寻 找 = erg 使 六 的 纯 量 曲率 等 于 
K 的 问题 就 等 价 于 求解 半 线 性 椭圆 方程 (5.0.1). 
情形 (ii) n > 3. 令 p = wz, 经 简单 计算 得 : 


Rae (ru - “Dau, 
n — 2 


这 样 我 们 的 问题 化 为 求解 
l n—-2 m—-2 ~ n+2 


如 果 u € C®(M) 是 (5.0.2) 的 一 个 解 ， 则 了 = ug 就 以 R AAR. 
在 本 章 中 , 我 们 总 假定 (M, 9) 是 一 个 紧 臻 .无边 的 光滑 Riemann 流 形 . 从 微 
分 几何 的 角度 看 ， 最 有 兴趣 的 情形 是 方程 (5.0.1) 和 (5.0.2) 中 K R REAR 
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情形 . 这 意味 着 我 们 要 在 每 个 度量 的 共 形 等 价 类 % 中 找 一 个 “ 较 好 的 ”、 使 得 纯 
量 曲率 是 常数 的 度量 . 由 复 变 函数 论 中 的 单 值 化 定理 (Uniformazation Theorem) 
可 知 , 在 n= 2 的 情形 这 件 事 是 总 能 办 到 的 . 而 在 n > 3 的 情形 ， 这 个 问题 称 为 
Yamabe 猜想 ， 它 经 过 Yamabe(1960 年 ) 、 Triidinger(1968 年 ) 、Aubin ( 1976 
年 ) 等 人 的 研究 ， 最 终 被 Schoen ( 1984 年 ) 所 解决 ， 其 答案 也 是 肯定 的 . 

Yamabe 提出 他 的 问题 原 是 为 了 解决 三 维 情形 的 Poincaré 猜测 . 设 M 为 一 
光滑 流 形 ， 则 M 上 的 一 个 Einstein 度量 9 是 满足 Ric(g) = cg 的 Riemann 度 
量 ， 这 里 Ric(g) 是 g 的 Ricci 曲率 , c 为 常数 . 在 三 维 的 情形 ， Einstein 度 
量 必 具 有 常 截 曲率 ， 因 此 ， 如 果 在 任何 单 连通 的 三 维 紧 流 形 上 我 们 都 能 构造 出 
Einstein 度量 , 就 可 以 推出 这 样 的 流 形 微分 同 胚 于 三 维 球面 ,从 而 证 明 Poincaré 
猜测 . 如 果 令 M 表示 M 上 Riemann 度量 的 全 体 ， 可 以 证 明 Einstein 度量 对 
应 于 . EM 

Q(g) = Ju poe 
Vg ” 

的 临界 点 ， 其 中 Ry 是 9 的 纯 量 曲率 ， Vo = fy die 是 体积 ，n = dimM > 3. 
在 下 面 第 2 节 中 我 们 将 看 到 ， 如 果 把 泛 函 @ 限制 在 一 个 共 形 等 价 类 ©, E M 
这 个 限制 泛 函 的 临界 点 是 纯 量 曲率 为 常数 的 共 形 于 g 的 度量 . Yamabe 的 作 
法 是 在 共 形 等 价 类 C, 中 极 小 化 Q, HIS 


A(M,9,) = ut Q(g), 
90 


如 果 存 在 ge Gy, 使 Q(g) = AM, 9,), W g 具有 常 纯 量 曲率 ， 为 了 获得 Einstein 
度量 可 以 进一步 定义 “ 极 小 - 极 大 值 ” 
A(M) = i oe Q(g). 

可 以 证 明 ; 如 果 存 在 9 € M, 使 Q(g) = AM, 9) = A(M)( 这 时 称 9 达 到 A(M)), 
则 9 是 Einstein 度量 . 对 任何 紧 致 n 维 流 形 M 总 有 入 (M,g) 和 ACS”, g1) ( 见 引 
理 2.2 ), RE g 表示 S 上 的 标准 度量 ，n > 3, 因此 S” 的 标准 度量 是 达到 A 
的 一 个 例子 ， 另 一 个 例子 是 环 面 T* 上 的 标准 度量 g, HFT 上 不 存在 具 正 纯 
量 曲率 的 Riemann 度量 ， 有 MTn,g) < MTn,g ) = 0, 即 g, 达到 了 A(T) = 0 
另 一 种 可 能 的 例子 是 曲率 是 负 常 数 的 空间 形式 ，(M",g_1), 尚 不 清楚 AM") 是 


(194-0 FAM 纯 量 曲率 的 共 形 形变 


否 被 Poincaré 度量 g_1 所 达到 . 如果 能 用 上 述 的 “ 极 小 一 极 大 ” 步 又 在 一 般 
紧 致 流 形 上 获得 Einstein 度量 显然 是 十 分 有 意义 的 ， 本 章 将 要 讨论 的 Yamabe 
问题 只 是 这 个 方向 上 的 第 一 步 . 

在 以 下 的 第 1 节 中 我 们 讨论 二 维 情形 的 方程 (5.0.1). 在 第 2~4 节 中 讨论 
n> 3 维 情形 的 方程 (5.0.2) ， 我 们 将 限于 讨论 R= 常数 的 情形 ， 即 Yamabe fi 
题 . 
应 当 指出 ， 在 非 紧 完备 的 Rieman 流 形 的 范畴 内 同样 可 以 提 Yamabe 问 
题 ， 鉴 于 这 方面 的 研究 还 不 多 ， 本 书 暂 不 涉及 这 个 问题 . 


5.1 三 维 情形 
本 节 研 究 二 维 紧 致 无 边 Riemann 流 形 (M, 9) 上 的 方程 
Au — K + Ke = 0, 


其 中 天 是 Riemann 度量 g 的 Gauss 曲率 , Ke C%(M) 是 给 定 的 函数 . 由 
Gauss-Bonnet 公式 有 


人 K dp = 2rx(M), (5.1.1) 


其 中 du 是 (M, g) 的 体积 元 ，X(M) 是 M 的 Euler 示 性 数 . 因此 , 如 we C%(M) 
是 (5.0.1) 的 一 个 解 ， 在 M 上 积分 方程 (5.0.1 ) 即 得 


f Ke” du = 2rx(M). (5.1.2) 
M 


这 正 是 关于 (M, 9) 的 Gauss-Bonnet Azt, JEH G = etg, 这 是 因为 了 的 体积 元 
dj =e" du, 而 其 Gauss 曲率 为 KK. 显然 ,在 X(M) 有 不 同 符号 的 情形 ， (5.1.2) 
BOR K 满足 不 同类 型 的 条 件 .因此 我 们 的 讨论 将 按照 x(M) < 0, = 0, > 0, 分 为 
三 种 情形 . 

情形 I x(M) < 0. 

虽然 方程 (5.0.1) 的 可 解 性 在 这 种 情形 尚未 彻底 解决 , 但 我 们 对 问题 有 较 好 
的 理解 . 在 这 种 情形 下 ， 利 用 所 谓 “上 、 下 解 原理 ”来 求解 (5.0.1) 看 来 是 合理 
的 .以 下 命题 是 这 一 原理 的 一 种 简单 情形 . 
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命题 1.1 设 (M,9) 是 一 光滑 、 紧 致 、n 维 Riemann 流 形 .考虑 其 上 的 半 
绕 性 椭圆 方程 
Au + f(z,u) = 0, (5.1.3) 


其 中 je Cee(M xR). MRE p, Y € CM) 满足 


(5.1.4) 


(分 别称 p A YH (5.1.3) 的 下 解 和 上 解 ) E p <y, W (5.1.3) 有 解 ve 
C”(M), WE pcucy. 

证 明 4 4 为 一 常数 使 得 -4 < p <i <A 由 M 的 紧 性 ， 总 可 以 取 
足够 大 的 正常 数 c 使 得 函数 (zx,t) = 中 + f(z,t) 对 于 每 个 固定 的 ze M, 在 
[—A, A] bÆ t 的 上 升 函 数 . 定义 Lu = -Au 十 cu. 熟知， 工作 为 C2“(M) 到 
C°*(M)(a € (0,1)) 的 椭圆 算 子 ， 具有 紧 的 逆 算 子 二 … 而 且 ， 由 极 大 值 原理 ， 
L 是 正 算 子 ， 即 成 立 : 


a Lv, > Luz, W vy > vo. (5.1.5) 
现 归纳 地 定义 
po = p; PRL (Pn yr-1)), k > 1; (5.1.6) 
Wo = p, Vk = LN (F(a, Wk-1)); k 之 1. 
则 有 


其 中 两 个 等 式 由 (5.1.6) 得 出 , 第 一 个 和 最 后 一 个 不 等 式 由 (5.1.4) 给 出 ,而 中 间 
的 不 等 式 则 是 由 于 F(a, t) AF t 单调 上 升 . 因此 ， 利 用 (5.1.5) 就 有 


| Peni gy SY. 
仿 此 ， 用 归纳 法 可 证 
P S Pr-1 S Pe S Yr S Ve-1 SY, Vk 21. 


序列 {or} 和 {wx} 的 单调 有 界 性 保证 了 有 逐 点 的 收敛 : px >u, Yr >T, FHA 
yp<u<st<v. WH (5.1.6) 和 {yr} 及 {ww} 的 有 界 性 ， 利 用 线性 椭圆 方程 的 
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L? 估计 (p > n) 我 们 推出 这 两 个 序列 在 2(M) 一 Che(M) PAR. A, E 
面 的 逐 点 收敛 实际 上 是 Che 收敛 ,从 而 我 们 可 在 (5.1.6) 中 令 一 00 而 取 极 
限 ， 得 出 

Lv = F(z, v), (5.1.7) 


其 中 ~ =u BU. 继 之 ， 由 椭圆 方程 的 Schauder fT TIM, uM Ze C%(M). 
最 后 注意 由 工 和 FF 的 定义 ， (5.1.7) 与 (5.1.3) 是 等 价 的 ， 命 题 即 得 证 . 

现 回 到 原来 的 方程 (5.0.1) ， 我 们 有 

命题 1.2 设 x(M) < 0, 则 (5.0.1) 有 解 的 一 个 充分 条 件 是 存在 (5.0.1) 的 一 
个 上 解 p E C?(M). 

WEAR 由 命题 1.1 ， 我 们 只 需 找 到 (5.0.1) 的 一 个 下 解 p, 使 得 p < vw. 令 
y=f-c Htc HERR J 是 方程 


Af=K- Ko 


的 解 , 这 里 Ko = i fy K du K 的 平均 值 . 自 (5.1.1) 及 x(M) <0 知 Ko Wh 
数 . 注意 上 述 方程 可 解 是 由 于 其 右 端的 平均 值 为 零 . 取 足够 大 显然 可 使 <p 
成 立 ， 又 有 

Agp — K + Ke” = -Ko + Ke-2 > 0, 


只 要 e 充分 大 ， 因 此 我 们 可 找到 满足 <y 的 下 解 2. 证 毕 . 
作为 命题 1.2 的 一 个 推论 ， 有 以 下 的 结果 ( 见 Kazdan-Warner, Ann. Math., 
99(1974), 14-47). 
定理 1.3 如 x(M) < 0,K< 0(A K ASF 0, N (5.0.1) Afu € C”(M). 
证 明 由 命题 1.2 ， 我 们 只 需 找 (5.0.1) 的 一 个 上 解 . 4 = af +0, 其 中 
fEC°(M) 满足 方程 
Af= Ko0-K. 


这 里 Ko 为 K 的 平均 值 ， 由 定理 的 条 件 Ko < 0. 取 正 数 a 足够 大 , iE aKo < 
K(z)，Vz e M. LEX b RIKE e+? a > 0, WA 


Ay -— K + Ke” =aKo -K + (eftt —a)K <0. 


PLA y Æ (5.0.1) 的 上 解 . 证 毕 . 
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条 件 (5.1.2) 说 明 在 x(M) < 0 的 情形 ， K 必须 在 某 些 地 方 取 负 值 (5.0.1) 
才 可 能 有 解 . 但 在 K 变 号 时 (5.0.1) 可 能 没有 解 ， 在 这 种 情形 可 解 性 的 充分 必 
要 条 件 还 不 清楚 . 

情形 I x(M) =0. 

在 这 种 情形 我 们 的 问题 获得 了 完全 的 解答 。 M. S. Berger 首先 得 到 (5.0.1) 
可 解 的 一 个 充分 条 件 ， 而 Kazdan-Warner 指出 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 

定理 1.4 设 x(M) =0, 则 (5.0.1) 有 光滑 解 的 充分 必要 条 件 是 : 或 者 (i)K = 
0, 或 者 (ii)K 变 号 且 满 足 


f Ke?! du <0, (5.1.8) 
M 


其 中 f 是 Af = 五 的 一 个 解 . 
证 明 必要 性 . 首先 注意 由 (5.1.1) 及 x(M) = 0, 有 fy, K dp =0. 因此 存 
在 feC%(M) 使 Af =K. 设 以 是 (5.0.1) HH, Sv=u-f, W 


Au 十 天 ezv+21 =0. (5.1.9) 
因而 ， 
/ Kef du = -j e *Avdu= -2 | e-2|vvl du < 0. 
M M M 


如 果 这 积分 = 0, MYA [Vo] = 0, 从 而 v 三 常数 , 由 (5.1.9) 即 可 推出 天 = 0. 因 
此 , Æ K £0 时 必 有 (5.1.8) 成 立 ， 且 由 (5.1.2) 可 知 K 必须 变 号 . 

充分 性 . 在 天 = 0 时 易 见 f 即 是 (5.0.1) 的 解 ， 故 设 K 40. 我 们 用 变 分 方 
法 来 求解 (5.0.1). 令 


M = {u€ a f udu = Í Ke2*+2f dp = 0}. 
M M 
HF KB, M 是 LAM) 的 非 空子 集 ， 我 们 考虑 泛 函 
J(u) = 5 上 |\Vul? du 


TEM 上 的 极 小 化 问题 . 设 若 存在 uo E€ M 使 J (uo) = ,inf, J(u), 则 由 Lagrange 
乘 子 理论 ， 存 在 常数 a, 6 使 得 在 L?(M)- 弱 解 的 意义 下 


Auo +a + BKL = 0. 
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积分 此 方程 可 得 
a- V= -6 | Ket2F du = 0, 
M 


这 是 由 于 uo E M. KEV = fy dp 是 M 之 体积 .因此 a=0. 于 是 
ef Ke?! du = - f e Audu <0, 


条 件 (5.1.8) 则 保证 了 6 > 0. & vo = uo + § log 8, W vo 是 (5.1.9) 的 一 个 Li- 弱 
解 .下面 将 说 明 ， 对 于 任何 ve L?(M),e* € L(M),Yp > 1. 因此 ， 由 标准 的 椭 
圆 正则 性 理论 可 知 vo € C®(M), Mi u = vo + f Bij (5.0.1) 的 光滑 解 . 

现 设 {ui} C M 是 J(u) 在 .NM 上 的 一 个 极 小 化 序列 ， 即 J(u) 一 co = 
inf J(u). AF fy ui du = 0, & ||uil|22 < cJ(us) ( Poincaré AYR ). 所 以 {ui} 
在 Li(M) 中 有 界 ， 我 们 可 设 某 个 子 序列 ， 仍 记 为 {u}, 在 LM) 中 弱 收 敛 于 
uo. 由 J(u) 的 弱 下 半 连 续 性 ，J(wo) < co. 另 一 方面 ， 由 后 面 的 引 理 1.6 可 以 推 
出 

0= lim 天 e2w+27 dp = f Kerot2f dp. 
M M 


?一 OO 


由 此 可 知 uo € A (fu uodp = 0 是 明显 的 ). 从 而 由 co 的 定义 有 J(uo) > co. 这 
证 明了 J(uo) = co, 而 前 面 已 经 说 明 这 样 的 uo 对 应 于 (5.0.1) 的 一 个 光滑 解 . 证 
i, 

为 了 补 出 上 述 证 明 中 一 个 分 析 事实 的 证 明 ， 我 们 需要 

引 理 1.5 (Triidinger 不 等 式 ) 设 (M,g) 为 一 紧 致 、 无 边 、 二 维 Riemann 
流 形 ， 则 存在 B,C > 0, 使 得 对 所 有 满足 fy, udu = 0, fy Vu? du < 1 的 ue 
LI(M), 成 立 

f eB du <S C. 
M 


证 明 S Upal <i<%k, 为 M 的 一 个 单位 分 解 ， 满足 每 个 U; 都 微分 
HEF R 上 的 单位 圆 盘 D, pi € CP(U),0< pi <1, AR YY =1,4 
ui = piu, 则 u = OX, us. 我 们 先 证 存在 常数 co > 0, 使 


luillp < coVD||Vuille, Yp > 2, (5.1.10) 


这 里 ||: ||p 表示 L?(M) 的 范 数 . 
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事实 上 ， 令 ve ChD), 我 人 [有 熟知 的 等 式 
ve) = g f vow) ee ay, 


mel zy ff 1906 wl Boal a 


把 被 积 项 写 为 (|Vvl?|z — y7) .|z —y|-/? |V], 由 Holder 不 等 式 可 得 


1 1/p 
BOIS = (foc le -yey) 
T NJD 
1/2 1/2—1/p 
(f i-um) (f ma) 
D D 


其 中 q= 25 <2. 注意 有 


J |x — y|~? dy =i va < | lvl dy 
D Iz—yl<1 lyl<2 


2 
= 2m | ri dr = 2! 4n(p + 2), 
0 


因此 


因此 有 


p/2 
人 |Vul? de < ci(p+2)3+! (/ Vu]? is) 
1/p 1/2 
(/ vup ae < coVD ) vod (5.1.11) 
D D 


由 于 CHD) 在 器 (D) HA, 故 (5.1.11) 对 所 有 v eg3(D) 成 立 . 由 于 wi E U: F 
ZE, U, 微分 同 胚 于 D, 故 知 (5.1.10) 成 立 ， 于 是 


llull» < 3 llwillp < 3 ||Vuill2 
i=l 
< c3yP (||Vull2 + ulla). 
但 fuy udu = 0, HLH Poincaré 不 等 式 得 


llull < ca/p||Vull2, Yp > 2. 
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现 设 ||Vull2 < 1, 则 
a Noi 
y 25k Dal 2 
P3 k! (Blu ) du < 一 k! (28c2k)" 


若 8 足够 小 , 则 右 端 级 数 当 N 一 oo 时 收敛 . 由 单调 收敛 定理 可 知 fy ef” dp < 
C. 证 毕 . 
引 理 1.6 存在 常数 Cin > 0, 使 得 对 于 ve LUM) 有 


3 e" du < C exp (mva + 5 3 udn) ; (5.1.12) 
证 明 不 妨 设 Vull #0, BM) u = 常数 ,(5.1.12) 显然 成 立 ， 我们 有 
2 
uo 
w <8 (eg) +u, 


其 中 uo =u- ọ fy udu, b 为 Trüdinger 不 等 式 中 的 常数 ， 对 上 式 取 指 数 并 在 
M 上 积分 ， 即 可 得 ( 5.1.12) ， 其 中 7 = 1/49. 证 毕 . 

在 (5.1.12) 中 以 pu 代替 u, 即 可 看 出 e” € L?(M),Vp > 1. 另 一 方面 容易 证 
明 形 如 fy, Ke* du 的 泛 函 关于 L- 弱 拓 扑 是 连续 的 . 事实 上 , BE {ui} 在 LM) 
SSB u, 则 wi 在 L?(M) 中 强 收敛 于 u(Yp > 1), 并 且 


1 
| Res-eja = f x | (gu tt(ui—w)) dt dy 
M m Jo dt 
1 
= J Kerttu-w (u; — u) dudt. 
o JM 


利用 Holder 不 等 式 , (5.1.12) 及 wi > u 在 LP?(M) 中 ， 可 知 上 式 趋 于 0. 

情形 III. x(M)>0. 

在 这 种 情形 ，M 或 是 球面 5S?(x(M) = 2), 或 是 实 投影 平面 RP?(x(M) = 1). 
我 们 先 讨论 (M,g) 是 具有 标准 度量 的 球面 (52,9,) 的 情形 ， 这 时 Gauss 曲率 
K = 1, 面积 为 40. 方程 (5.0.1) 成 为 


Au—1+Ke? = 0. (5.1.13) 


条 件 (5.1.2) WA 
| Ke” du = 4r. (5.1.14) 
S2 


5.1 三 维 情形 . 201 - 


这 条 件 要 求 K 必须 在 一 些 地 方 取 正 值 . 但 即使 K > 0,(5.1.13) 也 可 以 没有 解 . 
Kazdan 和 Warner 首先 注意 到 以 下 事实 : 
命题 1.7 S pe Cc(52?) 为 标准 球面 上 的 一 个 第 一 特征 函数 


Ap +2p=0. (5.1.15) 
i u e€ C™(S?) 是 (5.1.13) 的 一 个 解 ， 则 
人 VK - Voe?” du = 0. (5.1.16) 
证 明 第 一 特征 函数 ” 的 二 阶 协 变 导 数 满足 
Pij = 一 29i， (5.1.17) 
用 Vu: Vy 乘 以 方程 (5.1.13) 再 积分 可 得 
人 (Vu: Ve) Audu — I „Vu: Vy du + J. (Vu: Vọ)Ke™du=0, (5.1.18) 
利用 分 部 积分 及 (5.1.17) 有 
人 wa VO Audu as - | ,vu Ve) vad 
= -3 | YUYUB): Vedu+ | IVuPodu 
= 5 J, uPA + 29) du =0. 
又 有 
J- Vu. Vpdh = - | odudn= 人 y(Ke™ — 1) du 
= 1 , pKe” du. 
另 一 方面 ， (5.1.18) 的 第 三 项 积分 等 于 
ae KVe™" .Apdn = 5 LR vere du 一 aha Ke” Agdy 


1 = ED 
S J (VK -Vy)e™ du + J pKe™ du. 
32 9? 
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综合 上 列 计算 即 得 (5.1.16). 证 毕 . 
WER K = 1+ sp, 其 中 。 为 充分 小 的 常数 ， 则 K > 0, 而 (5.1.16) BH 


[Voe du =0. 


这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 此 对 于 这 样 的 K, (5.1.13) 不 可 解 . 

注 在 标准 球面 5"(n > 3) 上 也 有 与 命题 1.7 相似 的 结果 . yp ES” 上 的 
第 一 特征 函数 ， 即 Ap +nyp = 0. 如 果 g = umg 的 纯 量 曲 率 为 R， 这 里 g, 是 
S” 上 的 标准 度量 ， 则 Kazdan 和 Warner 证 明 


f Vo - V Ru? dug =0 (x) 
sn 


S 的 第 一 特征 函数 的 梯度 向 量 场 X= Vy 是 共 形 向 量 场 ， 即 X 产生 的 单 参 
数 变换 群 中 的 每 个 变换 都 是 S 上 的 共 形 变换 . 利用 共 形 向 量 场 可 以 导出 一 类 
微分 方程 的 解 必 须 满足 的 恒等式 ， 最 初 是 由 Pohozaev ( Soviet Math. Doklady, 
6(1965), 1408-1411 ) 发 现 的 ， 他 在 RY 上 利用 X = 2. 上 世纪 80 FRK, 
作者 之 一 证 明了 以 下 的 一 般 性 结果 ( R. Schoen, Existence of weak solutions with 
prescribing singular behaviour for a conformally invariant scalar equations ). 

命题 设 (M, 9) 为 一 具 光 滑 边界 OM 的 n(> 3) HRB Riemann WH, R 
为 其 纯 量 曲率 . X Æ (M,g) 的 一 个 共 形 向 量 场 ， 则 成 立 


2n 


; 1 
f ZLyxRdu = = a (Rie “Fa (X, v) do, 


其 中 Ric X Ricci KH, Lx 表示 Lie 导数 . 

Æ 9 ER X = Vy, 则 4 有 = Vo VR. 又 注意 g = urag, 的 体积 元 
du = unt duo 及 05" = ©, 容易 看 出 (*) 式 是 以 上 一 般 性 恒等式 的 特例 . 

Moser 在 1973 年 给 出 了 (5.1.13) 可 解 的 一 个 充分 条 件 ， 其 陈述 如 下 . 

定理 1.8 4 (5?,9,) 为 R 中 的 单位 球面 . 设 K € Cm(5?) 满足 K(-2) = 
K(x), Ve € S? c R3, H max K > 0, 则 方程 (5.1.13) 有 解 u € C”(92) 满足 
u(—2z) = u(x), Yx € S?. 

这 个 定理 的 证 明 依 赖 于 不 等 式 (5.1.12) 以 及 对 这 个 不 等 式 中 的 常数 n 的 精 
确 估 计 . Moser 证 明了 
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引 理 1.9 ”在 标准 球面 上 ， 不 等 式 (5.1.12) 中 的 常数 n = 1/167. 如 果 不 等 
式 中 的 函数 u 还 满足 对 称 性 条 件 v(-z) = u(x), 则 7 可 取 为 1/327. 

证 明 请 见 Indiana Univ. Math. J., 20(1971), 1077-1092. 

现 考虑 L?(5?) 中 的 子 空间 


M = fene f udp = 0,u(—z) = u(x) ae ze 9°). 
S2 
由 引 理 1.9 可 知 ， 对 于 wu cM 成立 


1 
J es du < C exp (Sivu) . (5.1.19) 
S2 87 


令 Ms = {u E€ M| fon Ke du > o}, 由 于 max K > 0, NM REAR. 定义 


J(u) = [Vuk - 2rlog | Ke du, we Me, 
S2 
cx = inf{J(u)|uEe a}, 


注意 (5.1.19) 保证 了 


J(u) > TAE — 27 (去 IvulP 十 logC + log(max Ñ) ) 

= TAE 一 cl. (5.1.20) 
因此 c. > -oo. BS {ui} C mM WER J 在 NM 中 的 一 个 极 小 化 序列 ， 即 
J(uj) 一 cy 当 i 00. (5.1.20) 说 明 ||Vwuill2 AR, HF foz uvidu = 0, {us} 在 
LS) PRR. 故 可 设 某 子 序列 ， 仍 记 为 {u}, 在 LS) PSR uo. 由 情 
形 工 中 的 讨论 可 知 ， 泛 函 J 是 弱 下 半 连 续 的 ， 因 此 J(u) < c. 又 容易 验证 ， 
uo E Me, 按 Ce 之 定义 有 J(wuo) > cx, 故 J(uo) = cx. 由 Lagrange FHL, uo 
满足 Euler-Lagrange 方程 (这 里 要 利用 K (一 Z) = K (x) ) 


An Ke?” 
A a A, 
uo + ‘Zz Ret dy 
其 中 入 是 Lagrange RF. 在 S? 上 积分 此 方程 即 得 4r = 40), 即 和 = 1. 再 令 
u = Uo + 4 log (去 [sz Ke” du), W u Æ (5.1.13) 的 一 个 L- 弱 解 . 由 正则 性 定 
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理 (参见 情形 TL 中 的 讨论 ) 可 知 u FE (5.1.13) 的 光滑 解 ， 这 完成 了 定理 1.8 的 
证 明 . 

如 果 把 S? 上 的 点 z 与 其 对 径 点 -r 相等 同 ， 就 得 到 实 投影 平面 RP?. 任 
ff K e Ce(RP2) 提升 到 S? 上 时 ， 均 满足 K(—-2) = K(x). 因此 ， 定 理 1.8 说 
H: 在 标准 度量 的 RP? 上 ， 一 个 光滑 函数 是 某 个 逐 点 共 形 于 标准 度量 的 度量 的 
Gauss 曲率 ， 必 须 而 且 只 需 此 函数 在 某 处 取 正 值 . 注意 必要 性 是 由 (5.1.14) 决 
定 的 . 事实 上 , 这 个 结果 对 于 非 标准 度量 也 成 立 (参见 T. Aubin, J. Funct. Anal. 
32(1979), 148-174 ). 

最 后 我 们 指出 : 在 定理 1.8 的 证 明 中 ， 如 果 不 假定 对 称 性 (u(r) = u(z)), 
J(u) 仍然 有 有 限 的 下 界 . 但 是 可 以 证 明 : 除非 K = 常数 ，J(w) 的 下 确 界 是 达 
不 到 的 . 因此 在 K 不 具有 对 称 性 的 情形 ， 问 题 更 加 困难 ， 需 要 使 用 比较 复杂 的 
变 分 方法 在 一 定 条 件 下 获得 J(u) 的 非 极 小 的 临界 点 . 


5.2 Yamabe 问题 与 共 形 不 变量 和 (M) 


在 本 章 开 始 我 们 已 经 解释 过 ， Yamabe 问题 就 是 ， 给 定 一 个 维 数 为 n>3 
的 紧 致 、 无 边 Riemann 流 形 (M,g), 问 是 否 存在 共 形 度量 了 = urg, 使 了 的 纯 
量 曲率 为 常数 ， 这 个 问题 等 价 于 求解 


n—2 
Au 一 Tn) Ru+dAur-? = 0, (5.2.1) 
u>0, wEeC™°(M), 


其 中 OR (M,9) 的 纯 量 曲率 ， 入 是 常数 ， 记 


2n n—2 | 
Ses qa = ” 一 二 人 .2.2 
bi py +aR (5.2.2) 


称 工 为 (M,g) 的 共 形 Laplace AF .方程 (5.2.1) 可 写 为 
Lu = Mu?- 1. 


Yamabe 注意 到 ， (5.2.1) Bw 
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限制 在 共 形 等 价 类 ©, 上 的 Euler-Lagrange HT. EKE, Qo 可 以 写作 Q0) = 
Qo(w?-2g) 全 a-1Q(w), 其 中 六 = wz-2g e G. 但 由 (5.0.2), 7 的 纯 量 曲率 
Rz = atul? Lu, 其 体积 元 dug = uP du, 故 

E(u 


fell’ 


~~” 


Q(u) 人 cou( = 


其 中 


E(u) = / uLu du = | (|Vul? + aRu?) dy, 
M M 


2/p 
lull? = ( f u” du) 
M 


我 们 称 Q(w) 为 (M,g) 的 Yamabe Hf. Æ u > 0,u € C”(M) 是 Q 的 临界 点 ， 
即 20(ut ty)lk=0 = 0,Vw € C”(M), 则 容易 导出 u 满足 方程 (5.2.1) ， 其 中 常 
数 A = E(w)/|lulls. 

现 注意 ， 由 Holder 不 等 式 有 


| f Ru? dul < olluk, 
M 
因此 O(u) FAR. EX 


AM) = inf{a~* Qo(9)|g € S} 
= inf{Q(u)|u € C” (M), u > 0}. 


由 上 面 的 分 析 看 出 ， 和 (M) 是 由 共 形 等 价 类 C 确定 的 , 而 与 基准 度量 9 的 选取 无 
关 , 因此 称 之 为 (M, 9) 的 共 形 不 变量 . 事实 上 , 如 果 另 取 一 基准 度量 了 = pp-29， 
其 中 > 0,p € C”(M), & 9 为 关于 了 的 Yamabe 商 ， 通 过 直接 计算 即 可 得 
出 Õu) = Q(yu), 因此 @ 与 Q 有 相同 的 下 确 界 . 这 一 事实 在 我 们 以 后 对 和 (M) 
进行 估计 时 将 多 次 用 到 ， 另 一 个 将 要 用 到 的 事实 是 ， 和 (M) 可 以 等 价 地 定义 为 


\(M) = inf{Q(u)|u € L7(M) \ {0}}. 


只 要 注意 到 ||Viul le < ||Vull (因此 第 一 个 定义 中 u > 0 的 限制 并 不 使 AM) 
的 值 变 大 ) 及 C%°(M) 在 LM) 中 笛 ， 就 不 难看 出 两 种 定义 是 相等 的 . 
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共 形 不 变量 AM) 的 重要 性 在 于 有 以 下 结果 : 

定理 2.1 设 (M,9) 为 n 维 紧 致 无 边 Riemann Fie. Ww A 和 (M) < A(S”), 
则 Yamabe 问题 在 (M,9) 上 可 解 . 这 里 5S" 表示 具 标 准 度量 的 ” 维 球面 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 先 考察 和 (5") 与 R” 上 的 Sobolev 不 等 式 中 的 最 佳 
常数 4 的 关系 .我 们 有 如 下 的 Sobolev RER 


2/p 
4 (/ |u|? da) < | |Vu|? dx, Vu € CF (R”). 
Rn Rn 


注意 R" 的 纯 量 曲率 为 零 , 因此 它 的 共 形 Laplace 算 子 就 是 -A = — TL, par. 
如 记 Opn X R” 的 Yamabe 商 ， 则 最 佳 常数 A 可 定义 为 


A = inf{Qpn(u)|u € CPR”) \ {0}}. 
在 本 章 的 附录 中 将 证 明 A 可 以 被 R* 上 的 一 族 函 数 
pas(Z) = (a + ble) a > 0,b>0 (5.2.3) 


所 达到 ， 其 值 为 
A = Qrr (Pab) = n(n — 1)w2/", 


其 中 wn 是 5" 的 体积 . 

现 令 P=(0,… ,0,1) 为 Se C RH 的 北极 . 定义 球 极 投影 r: S"\ {P} 一 
R" 为 (81，… eO = (GS, EG). 容易 验证 是 共 形变 换 ， 事 实 上 ,如 
记 9, 为 5" 上 的 标准 度量 ， ds? 为 R” 上 的 欧 氏 度量 ， 则 有 


4 


—1)\* Z 2 = p—2 2 
(mg OF ape ds = p(x)?“ ds 


Bue C”(), FU = p-uonm} € CM(R"), WH @ 的 共 形 不 变性 有 : 
Qsn(u) = Qr- (U). 另 一 方面 ， 利 用 R* 上 的 截断 函数 容易 证 明 (参见 附录 ) T 
可 以 用 殉 € CF(R") E, EF Orn (Uj) 一 QRn (T). 由 此 可 知 ， A(S”) > A. 但 
另 一 方面 又 有 : 

引 理 2.2 ”对 任何 紧 致 无 边 Riemann 流 形 (M,9) 均 有 AM) < A, 因此 必 有 
NS") = A. 

引 理 2.2 只 是 对 AM) 的 一 个 粗略 估计 ， 由 于 我 们 在 第 4 节 将 对 ACM) 作 
细致 的 估计 ， 因 此 这 里 暂 不 给 出 引 理 2.2 的 证 明 . 
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下 面 我 们 开始 证 明定 理 2.1. 首先 指出 ， Q(w) 中 的 分 母 为 一 L R 
p = 283 Æ Sobolev RA L7(M) > 4(M)(1 <q < p) 的 临界 宕 次 . 41l<q<p 
IX MRA BRA, 而 当 gq =p 时 这 个 佬 入 只 是 连续 的 ， 而 不 是 紧 的 . 这 使 得 
我 们 无 法 直接 对 O(u) 进行 极 小 化 而 获得 其 极 小 临界 点 .Yamabe 的 办 法 是 ， 
先 把 宕 次 p 减 小 为 s < p, 这 时 可 以 用 极 小 化 过 程 获得 逼近 解 us, 然后 考察 us 
TE s > p 时 的 收敛 性 ( Yamabe 在 这 后 一 步 中 犯 了 一 个 错误 ， Triidinger 指出 
了 这 个 错误 )， 确 切 地 说 ， 对 于 se (2,p] ERIE 
E(u) 


以 及 
As = inf {O.(u)|u € L?(M)\ {0}}. 

利用 Halder FSR 容易 得 到 A 的 一 致 下 界 . 又 注意 ， 入。 的 符号 是 与 共 形 

Laplace 算 子 工 的 第 一 特征 值 mn 的 符号 一 致 的 . 事实 上 , 4 SOM, E(u) > 

piull2 > 0,Vu € L3(M), 因此 às > 0. mM p < 0 时， 取 工 的 第 一 特征 函数 

pı, Wl 五 (pi) = pllpill2 < 0, 因此 A, < 0. 

引 理 2.3 lim). < A(M), # As > 0, Wl As > A(M) %4 s > p. 

证 明 注意 @ = @, 所 以 Ap = A(M). 现 取 ui € L2(M) \ {0} 使 O,(ui) 一 
MM). 固定 u, WA às < Qs(wi) > O,(ui) 当 s 一 p. 由 此 可 知 lim,_,A, < 
A(M). FEA, > 0 时， 如 上 所 述 8s(w) > 0, Vu, 故 由 Holder FÆR 
llulls 


l llull? 
因此 Ap = A(M) < XsY20- 站, 说明 lim, pAs > A(M). 引 理 因而 得 证 . 

引 理 2.4 设 2 < s< p, 则 存在 us € Cs(M),us > 0,|luslls = 1, 使 得 
Q,(us) = às, 且 满 足 方程 


O,(u) = Q,(u) - < Q,(u) -V20-#), 


Lu, = Mus. (5.2.4) 


证 明 取 一 极 小 化 序列 {ui} C LIM) \ {0}, 使 Qs(ui) 一 As. 由 Qs(lul) < 
Qs(w) 我 们 可 设 wi > 0. 又 由 Qs(tu) = Qs (u), Y 正 数 我们 可 取 |uall。 = 1. F 
是 Qs(wi) = E(u) = ||Vuilli +a fy Ruz du > As. 因此 ||Vuill < c1 + callwsll2. 
但 又 有 |luill2 < ellul} ( Holder FER), TJA {ui} 在 Lf(M) PAH. 因此 
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我 们 可 以 假定 {ui} (或 其 子 列 ) 在 LM) 中 弱 收 敛 于 某 个 ws. 作为 弱 极 限 ， 
Vusll2 < lim; Vull. HFRA L => L 当 1<r<p 时 是 紧 的 ， 因 此 
J Ru? du — f Rus dy, ||uills = |luslls = 1. 所 以 ，Qs (us) < limi ,oo Qs (ui) = As. 
HAs 的 定义 必 有 @s(us) = às. TE, 作为 Qs 的 临界 点 ，ws 是 Euler-Lagrange 
方程 (5.2.4) 的 L3- Sef. us 的 正则 性 可 以 用 所 谓 靳 带 法 ( Boot-strape ) 得 
BI. 由 于 Lu, = Asus € Leq = 一 ,由 椭圆 算 子 的 L? 理论 可 知 us < 
L}. mH Sobolev 先入 定理 推出 us € L”, pi = TEET >p. 因此 又 有 
Lus E€ L?,q@ > q. 重复 以 上 步骤 可 证 us € L3,Vq > 1. KH, Æ q > n 时 就 
有 us € Ch. 利用 Schauder 理论 又 可 把 正则 性 提高 到 us € C2* (注意 方程 右 
端 和 sus”， 是 Holder 连续 的 )， 最 后 注意 ， 由 于 wi > 0,u, > 0, 从 方程 (5.2.4) 
可 知 存在 c > 0 使 Aus — cus < 0, 因而 由 极 大 值 原理 推出 : 若 存在 zo e M 使 
us(Zo) = 0, 则 us =0. 这 不 可 能 ， 所 以 us > 0. 由 于 当 t> 0 时 函数 t 光滑 ， 
因此 可 以 继续 把 us 的 正则 性 提 到 us € C®(M). 证 毕 . 

现 回 到 定理 2.1 的 证 明 . 不 难看 出 ， 如果 ws(s <p) 有 一 致 的 上 界 : ws <c, 
则 用 引 理 2.4 证 明 中 的 推理 可 以 得 到 us Æ C%*(M) 中 的 一 致 春 ， 大 为 任意 正 
整数 ，0 < a < 1. 因而 存在 子 列 {us,}, si 一 p, 在 C*(M) PRAF u € C(M), 
而 满足 


Lu=uP!, O(u)=dA, u>0, 


其 中 入 = lim às. 在 和 A(M) >0 的 情形 , 引 理 2.3 说 明 入 = AM), ME AM) <0 
的 情形 ， à < ACM), 从 而 Qu) < A(M). 但 由 AM) 之 定义 ， 必 有 Qu) = 
A(M), u 即 为 所 求 的 @ 的 极 小 解 . 

因此 ， 为 证 定理 2.1 只 需 证 u AR. 假定 不 存在 这 样 的 界 ， 则 存在 sx 一 
DP, Uk = Us,, 2% E€ M, 使 得 uk(zk) = max uz 全 mx > too. HF M 紧 致 ， 可 设 
zk > zo E M. 取 zo 处 的 一 个 正规 坐标 系 ， 在 此 坐标 系 中 


9i(7) = 543 + O(|a|?), det gi(z) = 1 + O(lz|?). 


设 zk 的 坐标 为 zk, 则 zk 一 0 当 上 一 cou, 满足 的 方程 可 写 为 


i y ewe 
Oi(V g(x)g” (x)ðiuk) — AR(x)up 十 XU = 0, 
J g(r) ( g( )9 (x) k) (z)ux + kük 
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其 中 和 x = A 设 此 方程 在 |z| < 1 KEM. WEN 
Uk = mx Un (Kx + Zk), 


HEP ôe = mp **/? 一 0, 则 vi 在 半径 为 ok = (1 一 zh)/6x 一 00 的 球 内 定义 ， 
并 满足 方程 


p2 (braj Biuk) — chun + Apup T =0, (5.2.5) 
k 


其 中 
aj) (x) = g” (6k7 + te) 一 543, 
b, (x) = Vdet g(d,2 + zk) > 1, (5.2.6) 
cy (x) = am, ** R(T + £k) 一 0. 
这 些 收敛 在 R” 的 任何 有 界 闭 域 上 是 C 一 致 收敛 . 现 注 意 ，0 < ve < vk(0) = 1. 
因此 , 对 (5.2.5) 的 解 w 进行 L? 和 Schauder 内 估计 可 得 以 下 结论 : MELT R > 0, 
存在 C(R) > 0 和 k(R) > 0, 使 得 


llvk|loza,) <C(R), Vk > k(R). 


取 一 列 Rm 一 00, 用 抽 对 角 线 子 序列 的 办 法 可 以 得 到 子 列 {um}, 使 wm > v E 
C2(R"), 这 收敛 在 每 个 Brp, 上 是 C?- 收敛 ， 于 是 由 (5.2.5) 和 (5.2.6) 可 知 v 是 
方程 

Av + d»v?-1 =0 (5.2.7) 


的 非 负 解 ， v(0) = 1. 由 极 大 值 原理 ，v > 0. 由 引 理 23, 4 A(M) > 0 时 ， 


(5.2.7) 中 的 入 = A(M), 否则 入 < 0. 
现 注意 ， 通 过 积分 变换 有 


3 a 
1 P v" bę dx = J up y gdz: ôg" 
|z|<36, By (zk) 
Q Q 
< |luxllse On” = OR" 


28k 


其 中 ax = ay es 0, 因而 6&x <1. 由 于 在 任何 有 界 集 上 v3mbm 一 致 收敛 
于 v?, 故 由 Fatou 引 理 推出 


vdr <1. (5.2.8) 
R” 
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类 似 可 得 
1 |Vul? dz < co. 
Rro 


& 1 € OPR”) 为 一 截断 函数 ，0 和 7 <1, 在 Bi(0) n= 1, Æ R” \ B2(0) E 
n=0. 定义 van(z) =n (F) ve). 容易 验证 


f wasaa ee a R, (5.2.9) 
Rro 
用 va 乘 以 (5.2.7) 并 积分 可 得 
f Vu: Vur dz = af v—tup dx. 
Rn R” 
由 于 (5.2.9) 我 们 可 以 在 上 式 中 令 R— oo 而 得 
f |Vul? dx = af v? dz. (5.2.10) 
R” R? 


如 入 < 0, (5.2.10) 说 明 v = 常数 ， 而 (5.2.8) 说 明 这 个 常数 为 0, 这 显然 与 > 0 
矛盾 . 因此 入 > 0, 此 时 入 = AM). 利用 (5.2.8), (5.2.10) 以 及 Sobolev 不 等 式 我 


们 得 出 y 
p 

A Pd. < ? dx =X P dz, 

(/， 2) < [ive dz af o T 


A < AM) ( f aP de) ee, 


这 与 AM) < A(S”) = A 的 假定 相 矛 盾 . 因此 ， 在 这 一 假定 下 ws 必 有 一 致 上 
Fr. 这 完成 了 定理 2.1 的 证 明 . 
定理 2.1 把 Yamabe 问题 的 求解 化 为 对 AM) 的 估计 . 事实 上 ， 只 要 找到 某 
个 函数 p, 使 得 @(P) < A(S"), 就 有 AM) < ACS”), 因而 Yamabe 问题 可 解 ， 利 
用 这 一 点 ，Aubin ( 1976 ) 证 明了 : 如 果 n > 6, 而 (M,9) 不 是 局 部 共 形 平坦 的 
(BI Weyl 张 量 W 关 0)， 则 和 (M) < A(S”). Schoen(1984) 则 解决 了 所 有 其 余 的 
情形 ， 他 证 明 : 如 果 (M, 9) 不 共 形 等 价 于 标准 的 S”, 则 AM) < A(5"). 由 于 在 
(M,g) 共 形 等 价 于 S 时 问题 显然 有 解 ( 因为 这 时 有 共 形 微分 同 胚 f : M 一 sS’, 
使 f*9, = pg,g, AS” 的 标准 度量 ，p e C%(M), 显然 pg 是 常 曲率 度量 ), - 
Yamabe 问题 获得 了 完全 解决 . 


从 而 
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Aubin 的 证 明 是 局 部 性 的 . 假定 n > 0, 且 存 在 PeM 使 |W(P)| 40, 这 
里 W 是 共 形 不 变 的 Weyl 张 量 ， 则 可 以 构造 一 个 在 P 的 任意 小 邻 域内 紧 支 的 
试验 函数 p, 使 Ql) < A(S”). Schoen 的 证 明 则 利用 了 流 形 的 整体 几何 性 质 . 
他 注意 到 ， 共 形 Laplace 算 子 工 的 Green 函数 与 R” 上 达到 Sobolev 最 佳 常数 
的 函数 (5.2.3) 可 以 用 来 构造 所 需 的 试验 函数 p, MÆ n = 3 或 (M,9) 在 书 点 附 
近 局 部 共 形 平坦 的 情形 ， Green 函数 的 渐 近 公式 中 的 常数 4 者 大 于 0 即 可 保 
证 Q(y) < A(S"). 利用 广义 正 质量 定理 可 以 证 明 ， 当 (Myo) 不 共 形 等 价 于 S 
时 ， 常 数 4 > 0. 在 n= 4,5 时 ， Schoen 利用 对 度量 作 精 细 的 扰动 的 办 法 ， 也 
找到 了 适当 的 试验 函数 . 

我 们 下 面 将 要 给 出 的 证 明 ， 是 基于 J. Lee 和 T. Parker 最 近 对 上 述 证 明 的 
改进 . 他们 的 主要 改进 是 找到 了 所 谓 共 形 正规 坐标 系 ， 并 给 出 了 Green 函数 在 
这 种 坐标 系 下 的 渐 近 展开 . 这 样 ， Aubin 和 Schoen 的 证 明 可 以 统一 起 来 ， 而 
对 n= 4,5 也 不 需要 作 特 别 的 处 理 . 
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我 们 首先 证 明 Lee-Parker 关于 共 形 正规 坐标 系 的 一 个 结果 ， 然 后 给 出 在 这 
种 坐标 系 下 共 形 Laplace 算 子 的 Green 函数 的 渐 近 展开 公式 ， 以 下 我 们 称 M 
为 一 Riemann 流 形 ， 总 是 假定 在 M 上 给 定 了 某 个 基准 度量 g, 称 9 AM 上 的 
一 个 共 形 度量 则 意味 着 g E Cg. 

定理 3.1 设 M 为 一 Riemann 流 形 ， Pe M. 对 于 任何 和 N > 2, 存在 M 
上 的 一 个 共 形 度量 g, 使 得 在 P 点 处 的 9 的 正规 坐标 系 中 有 


det(gi;) 一 工 十 Olr”), 
其 中 +=|z|l, 在 入 >5 时 还 有 
R = O(r?) 和 AR(P) = -ŻW (P)}, 


这 里 RMW 分 别 为 9 的 纯 量 曲率 和 Weyl 张 量 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 需 先 证 明 一 些 引 理 . 

引 理 3.2 it P € M,T 是 切 空 间 TpM 上 的 一 个 (k + 2) 阶 对 称 张 量 ， 
k > 0. 存在 唯一 的 一 个 (k 十 2) 次 齐 次 多 项 式 S, 使 得 在 9 的 正规 坐标 系 中 度量 
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J= eg 满足 
Sym(V*R,;)(P) =T, (5.3.1) 
其 中 Sym(-) 表示 张 量 的 对 称 化 ，Y 和 Ri; 分 别 是 了 的 协 变 微分 算 子 和 Ricci 曲 
率 . 
证 明 令 {zZ} 为 9 在 书 点 处 的 正规 坐标 系 ，r = |z|. H Zm 表示 z 的 mm 
次 齐 次 多 项 式 的 空间 ， 令 F(x) = Rij(z)zizi, 则 由 Taylor 公式 有 


k+2 
F(a) = 9 F(z) + O(r***), 

m=2 

其 中 | 
(m) Sg et N tJ 
F™ (x) = (m—2)! oe OK Rij(P)Yirirt € Pm. | 
HK = (k1, ,km_2), 0% = oh... gfm-2 |K = k. HER, Ricci 曲率 的 协 
变 导数 Rig x(P) = Ox Rij(P) + Six, 其 中 Syk 是 由 Ry 的 阶 数 小 于 |K| 的 导 
数 所 构成 的 多 项 式 . 因此 , 如 fe Pky, J= eg, 则 对 | 天 | = 有 有 Sisk = SijK. 
又 注意 ， (5.3.1) 等 价 于 
日 三 5 (Rij Kk (P) = Tijx)x'ai c* 
|K|=k 
= KED (2) + 》 (Size —Tyx)atae®. (5.3.2) 
|K|=k 

由 关于 齐 次 多 项 式 的 Euler 公式 有 :，ztz78i6jj = (20)? f —2*O,f = (k+2)(k+ 
1)f. 又 有 Af = Aof +O(r*+1), 其 中 Ao 为 欧 氏 Laplace 算 子 ， 于 是 由 Ry 与 
Ri; 的 关系 (参见 本 章 开始 部 分 ) 可 以 导出 


FE) (g) = FED (x) +zioil(2 一 m86)7 — (Aof és] 


= Fef2(z) — (n — 2)(k+2)(k+1)f —r?Aof. 


下 面 的 引 理 说 明 , SEF 2A + (n—2)(k+2)(K+1) 在 Pky LM, AEE 
惟一 的 f E Pkt 使 (5.3.2) 成 立 . 证 毕 
引 理 3.3 rm?Ao E Pm 上 的 特征 值 为 


{Aj = 2j(n — 2+ 2m — 27):7=0,.… , [m/2]}. 
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对 应 于 A 的 特征 函数 是 形 如 riy 的 函数 ， 其 中 E Pm- 是 调和 多 项 式 . 
证 明 对 于 m=0 或 1 引 理 显然 成 立 . 现 设 m >2,f E Pn ME r Aof = 
Af. 由 Euler 公式 ， Aof E An-2 满足 


MAof = Ao(r?Aof) = Ao(r?)Aof + 42°d:Aof +r? Ai 
= 2nAof +4(m—2)Aof +r? Af. 


因此 ，72Ao(Aof) =(A-2n-4m+8)Aof. 这 说 明 , 或 者 Aof = 0, 因而 入 =0 
及 f 为 调和 , 或 者 (A-— 2n -4m 十 8) 是 ”2Ao 在 Pm- 上 的 特征 值 ， 对 应 的 特 
征 函 数 为 Aof. 在 后 一 种 情形 f 可 表示 为 f = 和 -!r?Aof. 由 此 不 难 用 归纳 法 完 
成 证 明 . 

引 理 3.4 Æg 的 正规 坐标 系 中 ， det(gi;) 有 如 下 的 展开 式 : 


det (gi;) 二 1 一 g Rita — g Riet ag" 


1 1 
一 (Pan + gg Prim Rakim 


1 要 
= ARo Ru ) aig eke! 十 O(r5)， 


其 中 系数 中 的 曲率 均 取 值 于 PP 点 . 

证 明 令 {zj} 为 g 在 PP 的 一 个 邻 域 U 上 的 正规 坐标 ,通过 这 些 坐 标 把 U 
和 R 的 一 个 开 集 相等 同 ， PP 与 坐标 原点 相等 同 ， 先 回忆 Jacobi 场 的 定义 . 
HE T, E € R”, 考虑 映射 7 : RxR >R”, 定义 为 y(t) = t(7 + s£), 这 决定 了 
一 个 单 参 数 族 的 从 原点 出 发 的 测 地 线 . 令 了 = yt, 变 分 向 量 场 XX(ys(t)) = 
2 y.(t) = tE BH Jacobi 场 ， 由 于 对 每 个 s, yo 满足 测 地 线 方程 ArT = 0, 又 由 
于 0=m [8] = [T,X] = VrX 一 Vx7, RATE 


0 = VxVrl = VrVxT + Vix, nT — R(T, X)T 


= VrVrX — R(T, X)T. 


因此 X 满足 Jacobi 方程 V4X = Rr(X), 这 里 Rr 表示 曲率 导出 的 线性 映射 
ROOT JT. 
FO = |X (y(t)? 的 Taylor 级 数 ， 可 以 通过 用 Ar 反复 对 之 微分 而 求 出 . 
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利用 Jacobi 方程 ，X(0) = 0 以 及 VrX(0) = 6 算出 最 初 几 项 为 ; 


Vrf(0) = 0, VZO) =2(€, (0), VŽ f(0) = 0， 
V4f(0) = 8 (Rré,é)(0), VŽ f(0) = 20((V,R,)E, €)(0), 
Virf (0) = 36 ((V?R,)E, €)(0) +32(R-€, Rré)(0). 
因此 ， 
(€,€) (tr) = t7*|X(yo(t))|? 
2 3 
= (68) + E (R£, £) + © (We Rr EE) 
t4 244 
+55 (VR), £) + Fe (R€, Ref) + Ot), (5.3.3) 
其 中 右 端 的 内 积 均 在 原点 取 值 . 令 t7 = 2, € = 2, + 5%, Wh (5.3.3) 可 得 
Reisen! 十 Rosakztzyz 
十 人 十 E Rpm Ram) gigi gk a! 十 O(r°), (5.3.4) 


Ypq(£) = 0pd + 


其 中 曲率 项 均 取 值 于 原点 . 4 (gpg) = exp(Apg), 则 
Ap (£) = Rpt’ + Roig tata 
+ (Peor + Fim Raum) vivizeyl + O(r°). 
由 此 可 知 ， det(gpg) = exp(trApg) 具有 引 理 给 出 的 展开 式 .证 毕 . 


定理 3.1 的 证 明 归纳 地 假定 9 满足 det(gij) = 1+ O(r%),N > 2. 容易 看 
出 ， 在 展开 式 (5.3.3) 中 每 一 项 均 取 如 下 形式 : 


ckt” (VET? RE, 3 an By (, €)], 


其 中 cx 为 常数 ，B 是 由 R 的 阶 数 小 于 一 2 的 导数 所 构成 的 双 线性 型 . 
因此 det(gi;) 的 展开 式 可 写 为 : 


det(gi;) = 1 + 5 en (Rij,x — Tijgert" + O(rNt?), (5.3.5) 
|K|=N—2 


/ 
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其 中 Tijg 为 由 曲率 的 小 于 N 一 2 阶 的 导数 构成 的 T,M 上 的 一 个 对 称 张 量 了 的 
分 量 . 

由 引 理 3.2 , 可 取 fe Py, Gg = e?! g, 使 得 Sym(VN-?2Rij) =T. HER det (Gi;) 
也 满足 (5.3.5) ， 其 中 Ry 57 By Ry t T. 但 在 fe Py 的 情形 了 = 了 , 故 
由 Sym(V"~?R,;) = T HEH det(%%;) = 1+O(rN+1). 这 完成 了 det(gi;) 的 渐 近 
展开 的 归纳 证 明 . 

M N > 5, 则 由 det(gi;) = 1+O(5) 知 引 理 3.4 所 给 出 的 展开 式 中 的 系 
数 为 零 ， 即 在 P 点 处 有 

(a) Rij; = 9, 

(b) Rizk + Rijki + Reig = 9, (5.3.6) 

(c) Sym (Rijki + 2RpizmRpkim) = 0. 
由 (5.3.6)a 知 Rije = Ti 以 及 


Rijki — Rijk = Rik Rmj + Ri Rim = 0, 
因此 由 (5.3.6)c 推出 


(Rij,xl + Retaj + 2Rik ji + 2Rjtix) zx) 


2 
+y (Wpijm Wpkim + Wpikm Wpjim 
+Wpkim Wpjim + Wpjkm Wplim + Wpkim Wplim 


+WoikmWpjim) 2x) ==), 
现 缩 并 指标 k,l, 注意 由 Weyl KE 的 对 称 性 有 
1 1 
Wpikm Wpkjm 7 5 pikm (Wokim Z pmjk) = 5 pikm Wpjkm, 
并 利用 Bianchi 恒等式 R; = 2R;;, 即 得 出 


(3R + Rij,kk + E Winn Wnt ) riri = 0. (5.3.7) 
FAH i j, 得 到 AR = Ry = 一 #|W|?. 

最 后 ， 由 (5.3.6)a, R(P) = Rii(P) 一 0. 由 (5.3.6)b 有 R,;(P) = —2Riz 4, 与 
Bianchi 恒等式 相 加 即 得 2R;(P) = 0. 定理 3.1 GER. 
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我 们 称 定理 3.1 给 出 的 共 形 度量 及 其 正规 坐标 系 为 共 形 坐标 系 ， 并 且 将 总 
假定 det(gi;) = 1+ O(r%) 中 的 N 充分 大 ,下面 讨论 在 XM) > 0 的 情形 下 ， 
L=—-A+R H Green 函数 在 共 形 正规 坐标 系 下 的 渐 近 展开 . 由 熟知 的 结果 ， 
在 RR>0 的 情形 ， 存 在 惟一 的 Green 函数 Gp e Ce(MAN\{P]}) 使 得 


LGp = dp, Gp> 0, 


其 中 Op 表示 P 点 处 的 Dirac 测度 ， 并 且 在 P 点 处 的 正规 坐标 系 中 有 : 
1 
(n 一 2)wn -1 


Gp(z) = r2-"(1 + o(1)). 


事实 上 , 在 和 (24) > 0 的 条 件 下 ，RR> 0 的 限制 可 以 去 掉 ， 这 是 因为 ， 由 第 2 节 
的 结果 ， 对 于 2 < s <p, 存在 us > 0 满足 Lus = 和 sus-!, 其 中 às > 0. 因此 度 
量 9 = 避 -2g 的 纯 量 曲率 R = atul P Lus = atsu? > 0, 所 以 of 的 共 形 
Laplace 算 子 LI’ 有 Green 函数 Gp. 但 直接 计算 可 得 


L(usv) = uP-*L’v, Vu € C?(M). 


由 此 容易 验证 Gp 全 vs(P)usG2 是 工 的 Green 函数 . 

以 下 为 了 计算 方便 , 令 G(x) = (n—2)un-1Gp(z),2 € M \ {P}, Akt LG = 
(n — 2)wn—1ôp, WR G(x) = r?-"(1 + o(1)). 

定理 3.5 在 共 形 正规 坐标 系 下 ， G 有 如 下 的 渐 近 展开 式 : 

(a) 在 n=3,4,5 或 M 在 PP 的 一 个 邻 域内 共 形 平坦 的 情形 ， 


G=r "+A+a(z), 


其 中 4 ARR, a= Olr), 除 n = 4 之 外 均 有 a e C, 而 在 n= 4 时 ， 
a = Po(x)logr + ao, 其 中 已 (7z) 为 2 次 齐 次 多 项 式 ， ao eC, 
(b) Æ n = 6 的 情形 ， 
人 seal (PI logr + a(z), 
其 中 a = P(z)logr + ao, P(x) 为 多 项 式 ， P(0) = 0,ao € C2; 
(c) Æ n > 7 的 情形 ， 
ai a ri 
ae ma a 12(n — 4) (ana 6) 
—Ri(P)z’ rir?)| + a(z), 


W(P)? 
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其 中 a(x) = (P(x) logr +a0)r?-", P(z) 为 多 项 式 ， ao € C7, 
证 明 ”我 们 可 写 G =r" +y), KF y= ol). 注意 ， 阁 函数 f 只 依赖 
于 7, 则 在 正规 坐标 系 下 有 


Af 一 A det g0rf). 


det g 


事实 上 , 在 极 坐 标 (7,é) F, RE € S" 1,9 = dr? +hi;(r,€) dl’ dé’, H det(hi;) = 
rl /det g. HF g” = 1,f 不 依赖 于 &, 故 有 以 上 表达 式 . 利用 detg = 1+O0(r%), 
容易 算出 Ar?” = Aor?” +0, 其 中 Ao 为 欧 氏 度量 下 的 Laplace 算 子 ，0 € Gyr. 
这 里 及 以 下 我 们 用 OC 表示 直到 阶 导数 均 在 原点 为 零 的 C 函数 的 集合 . 注 
意 N 可 以 充分 大 ， 只 要 N 充分 大 . 由 于 Aor?” = 一 (n 一 2)wn-_16P，, 所 以 
Ar?” = —(n—2)wn-16p +0. 于 是 方程 LG = (n — 2)wn_-idp 就 化 为 


L(r?-") + aRr?—” = 6. (5.3.8) 


4 Lo = —7? Ag +2(n—2)rd,, K = r?(A— Ao) +2(n—2)(rd, — g” x:8;), 则 (5.3.8) 
等 价 于 
Low = Ky +aRr7(1 +) +0. (5.3.9) 


AT RH G 的 渐 近 式 ， 我 们 采取 以 下 办 法 : 先 找 一 个 % s C%(B \ {0}), 满足 


Y = ol1) 以 及 
Loy — Ky — aRr?(1 +Y) € B18 Glogr, (5.3.10) 
这 里 C41 -logr = {f(x)logr|f € n1}. 容易 验证 (5.3.10) 等 价 于 
L(r?-") + aRr?-" € 6 OG - logr. 
At, WS vy -y= y, 则 由 上 式 及 (5.3.8) 推出 
L(r?-"y) € C#(B), 
由 此 可 以 断定 r2-"p e C2". Bark, 4 v X Dirichlet 问题 


Lv = L(r? "y) e C", v|ðB =r "yp 
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的 解 ， 由 椭圆 正则 性 定理 ve C2". Ti] W =1?-"p—v HE LW =0,W|OB = 0. 
注意 由 于 y = 0(1),W =o(r?-"), 因此 对 任何 es>0 有 seG> 了 人 太 在 r=1 和 7r 充 
分 小 的 地 方 , 又 注意 在 B\ {0} 上 LG = 0, 故 由 极 大 值 原理 eG > W 在 B\{0} 上 
RL. Se 0,4] W <0. ARATE W > 0, Witt W = 0, BP rro =v e C2. 
这 样 就 有 G =r "(14%)+v, HH ve Om, 

Vi] et BOR AY, 使 (5.3.10) 成 立 ， 先 讨论 n 是 奇数 的 情形 . 设 
区 = 页 十 十 加 ,其 中 de eG. Wadi =e = Wa = 0. 归纳 地 假定 已 经 取 到 
Y = q1 ++ Yk, 使 


Low — Ky — aRr? (1 +Y) € &. (5.3.11) 


由 于 R = O(r?),aRr? € Ga, Albee k < 4 RR y = 0 可 使 (5.3.11) 成 立 . 
现 将 (5.3.11) 的 右 端 改 写 为 bk + Ceti, 其 中 br E€ Pk. 由 于 在 A EL = 
—r?Ao+2k(n—2), 引 理 3.3 说 明 在 n 是 奇数 时 Lo 在 A, LAB. Bev, = -Lg tbr, 
WY = pit Hyr 满足 上 为 k+l1 时 的 (5.3.11). 由 归纳 法 , FE Y = pit tn 
të (5.3.10) 成 立 . 

现 设 n 是 偶数 .以 上 构造 对 有 < n 一 2 RL, Ake n-2l) E Pk 
上 不 再 可 逆 . 注意 Lo 在 A, 上 关于 内 积 (arsi, E brr!) = Y arb; RARE 
子 ， 因 此 A, = imLo @ kerLo. 在 kerLo A {0} 时 ， 我 们 取 Yk = px 十 qx logr, 其 
中 pe, qk E Pe. 计算 可 得 : 


Lo(pe + qk logr) = Lopx + (n — 2 — 2k)gxk + (Logx) log r. (5.3.12) 


由 于 任何 bp E Pk 可 写 为 bk = Lope + ae, 其 中 Loge = 0, (5.3.12) 说 明 Lod, = 
一 bx 有 解 : | 
d Wk = Pr + (n — 2 — 2k)~* gx logr. 


Æk=n-2 f, 3|% 3.3 说 明 kerLo 由 r”? 张 成 ， 因 此 ， 
Wn—2 = Pn-2 + er”? log r. 
对 于 f= f(r), 由 K 的 定义 以 及 关于 度量 的 渐 近 展开 (5.3.4) 可 得 


Kf = 70; [已 T +61) rp ol, 
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其 中 0 e @. 但 由 曲率 的 对 称 性 ， Ripijyz*z!izi = 0. 所 以 ， 对 f(r) = cr" logr, 
Kf € $@n41 Dny logr. 因而 KYn-2 € Gr ®Gnsi logr. 取 纱 = 人 十 十 加 2， 
就 有 
Low — Ky — aRr? (1 +4) € 1 © Engi: logr. 

继而 ， 对 大 = n—1 Al n, 可 按 同样 方法 解 出 如 E Pk OA -logr. 最 后 , 令 
Y = y1 +: + Un, Y 即 满足 (5.3.10). 

Min =3, WY =0; n= 5, M Y = ptg; n= 4, Wd = va = p(z) logr. 
在 这 些 情形 易 见 展开 式 (a) 成 立 . 

在 M 在 尸 点 附近 共 形 平坦 的 情形 ， 则 可 取 共 形 度量 9 使 之 在 书 的 邻 域内 
与 欧 氏 度量 相同 .这 时 方程 (5.3.8) R Aor? y) = 0, B rry 调和 .由 于 
Y = o(1), 故 知 ry e Ce ,因此 (a) 成 立 . 

在 n>6 的 情形 ，y = pt ttn, 我们 只 需求 出 首 项 ww. 由 前 面 的 分 析 
WA, wa 满足 

Lows = -3r dO R(P)a*al. 


TE n > 6 时 ,利用 AR(P) = Rouk(P) = —3|W(P)|?, Rvs = rb cic! 的 形式 代 
入 方程 可 算出 


a r4 
12(n — 4) lx — 6) 


由 此 得 展开 式 (c). Hn = 6 的 情形 ， 取 yas = 1? (den + ces logr)a*a! 代入 方程 ， 
则 求 出 


Wa = |W (P)? = Ru(P)a als? ; 


4 
i oo 7 2 
wa = F. [Ra(Piz ert 十 z W(P) og7| 


由 此 可 得 展开 式 (b). 定理 3.5 证 毕 . 

在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 ， 定理 3.5 的 情形 (a) 中 G 的 展开 式 里 的 常数 A, 对 
于 构造 满足 Qe) < A(S") 的 试验 函数 p 是 非常 重要 的 . 如 果 A > 0, 就 能 找到 
这 样 的 函数 .利用 广义 正 质量 定理 可 以 证 明 : 

定理 3.6 设 n=3,4,5 或 MM 在 P 点 附近 共 形 平坦 ， 则 定理 3.5(a) 中 G 
的 展开 式 里 的 4>0. 4 = 0 当 且 仅 当 M 共 形 等 价 于 标准 的 S”. 

为 了 叙述 正 质量 定理 ， 先 引进 “ 渐 近 平坦 ” 流 形 的 概念 . 设 (M,g) 是 一 光 
滑 Riemann 流 形 ， 称 (M,9) 是 7 阶 渐 近 平坦 的 ， 如果 M = Mo U Mo, 其 中 
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Mo ‘RX, Mo 微分 同 胚 于 R” \ BR(R > 0), HÆ Mo LARA {yi} 使 得 
Jij = 0i; 十 O(ly| 7),Okgi; = Olly), OnOigig = Olly). 称 这 个 坐标 系 为 
浙 近 华 标 系 ， 以 下 是 广义 正 质量 定理 的 一 种 形式 ， 
定理 3.7 设 (M,g) 是 (n 一 2) 阶 的 n 维 浙 近 平坦 流 形 , 上 且 在 渐 近 坐标 系 中 
有 
gig = (1 + Ap?” )dig + hij, (5.3.13) 


其 中 万 为 常数 ，p = lul, hig = O(P), Bkphiy = O(P”), 3xðihi; = O(P"). 又 
设 纯 量 曲率 R > 0,R eE L'(M,g), WA 4>0,4=0 当 上 且 仅 当 (M,g) 等 距 于 欧 
氏 空 间 R”. 

我 们 计划 在 以 后 用 专门 的 一 章 来 讨论 正 质 量 定 理 ， 这 里 暂 不 证 明定 理 3.7. 

定理 3.6 的 证 明 S ô= Gsg, 则 (MAN{P},9) 的 纯 量 曲率 R= 0, 因为 在 
M\{P} 上 LG = 0. MH, 不 难看 出 (M \ {P},) 是 渐 近 平坦 的 . 事实 上 , 由 G 
在 共 形 正规 坐标 系 下 的 渐 近 展开 及 gij = 6i; + fi, 其 中 fig € C™, On fig(P) =, 
可 知 


A 4 ae 
Gij(7) =r“ (1 tear i) 6i; + Biz(2), 


其 中 8 = Ofr), 08 = Or"), 806 = OU )， 现 取 渐 近 坐标 系 {v} 使 
y= fr. 则 在 新 坐标 系 下 Gis (y) = råe), 即 有 


a 4 =n B 
ĝi; (Y) = (4 十 A ) bij + Big (2), 


SEH Byle) = ptb (he) 满足 定理 3.7 的 条 件 ， 故 由 定理 3.7 知 4 > 0, 而 在 
A = 0 的 情形 (M \ {P}, 0) SEF R". 由 R" 共 形 等 价 于 S"\{ 一 点 } 容易 看 
出 。 (M,9) 必 共 形 等 价 于 S”. 证 毕 
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本 节 我 们 通过 构造 试验 函数 的 办 法 来 证 明 : 

定理 4.1 设 (M,9) 为 一 n> 3 ERA Riemann 流 形 . 如 果 (M,g) 不 
共 形 等 价 于 标准 的 S”, 则 (CM) < ACS”). 

利用 定理 2.1 我 们 立即 推出 。 Yamabe 问题 在 任何 情形 都 是 可 解 的 ， 这 是 
本 章 的 主要 结论 ， 确 切 地 说 ， 有 以 下 定理 . 
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定理 4.2 设 (M,9) 为 一 n> 3 维 紧 致 无 边 Riemann 流 形 ， 则 存在 共 形 度 
E J = pg, p € C”(M) 为 一 正 值 函数 ， 使 得 5 的 纯 量 曲率 为 常数 . 

以 下 我 们 证 明定 理 4.1. 为 了 构造 试验 函数 , 需 利 用 R 上 达到 最 佳 Sobolev 
常数 的 函数 (5.2.3) 中 的 一 个 单 参数 族 


ue (2) 一 (saz) i ,E> 0. 
容易 验证 Ue 满足 R” 上 的 椭圆 方程 
Au, + n(n — 2)u?™} = 0, (5.4.1) 


其 中 p= 255. 用 ue RA (5.4.1) 再 在 R” 上 积分 可 得 


f |\Vue|? dz = n(n — 2) f ub dx. 
R? Rr 


因此 有 
Vue|* z 
A(S”) = A= = n(n — 2) (/. ub dr ; (5.4.2) 
Rn Ue 
我 们 分 几 种 情形 证 明定 理 4.1. 


情形 (1) n>6,(M,9) 不 是 局 部 共 形 平坦 流 形 . 

在 这 一 情形 ， 存 在 Pe M, 使 Weyl 张 量 TEP BAAS, Bl |W(P)| 40. 
取 P 点 处 的 共 形 正规 坐标 系 {1}, 利用 这 坐标 系 定义 截断 函数 n E CM), 使 
0<n<1,n=7n(r), Œ B, = Bp(0) 上 等 于 1, 在 M\B2。 上 等 于 0. 这 里 p 是 
一 个 充分 小 的 正 数 . 此 外 ， 我 们 可 设 Vn] < ep Le 为 常数 ， 定义 p = que, 将 
证 明 当 e 充分 小 时 有 Ql) < X(S"). 由 于 wp 只 依赖 于 r, 我 们 有 (参见 定理 3.5 
的 证 明 ) 


f veran= | aePv5az 
M Bap 
< | l3 |? + cr”) de 
Bap 


= | Vuc? as +e f r“ luas f |V (nue)? (1 + er’) da, 
Bp B2p\Bp ` 


Bp 
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其 中 N 充分 大 .利用 ue 的 表达 式 及 n 的 性 质 ， 可 估计 上 式 右 端 第 二 项 积分 
= Oe"), 第 三 项 积分 = O(e"-?). EB, 我们 总 假定 c< p. 对 第 一 项 积分 ， 利 
用 方程 (5.4.1) 可 得 


f Vue? de = n(n —2) | ude + | eae 
Bp B DB。 Or 


p 


注意 Se < 0 以 及 (5.4.2) 就 有 


h |Vue| dr < n(n — 2) Gs ga) a 
2/p 
< A(S”) (/ ub ts 


2/p 
ub ts) 


P 


所 以 


2/p 
ub is) 十 ce 一. (5.4.3) 


[wel au < Mn | 上 
另 一 方面 


[euf evade + f (mP vads 


2p Bp 
> | ude- | rubde— f uP(1+ cr) dx 
Bp Bp Bop\Bp 
> f ub dz — ce”. (5.4.4) 
B 


P 


IER ERE EME RAP, R= O(r?),AR(P) =—-2|W(P)?, 因此 


1 ie 
f Rg’ dp = | [300 RP Ys 十 oo nue dx 
M Bop 
< Z 0:0; R(P)2* zin u? dz + a nur? dz 
2 J Ba By 


1 re aes 
= ; / nue ar. | 0;0;R(P)x*x! as+e f n ur? dz 
0 |jxl=r 


B2p 
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Wn—1 人 2 2 n+l ap 2 2 2 
Sine AR(P) | nousr” dr + aun | n użr”t? dr 
0 0 


< -awe f” neuer! dr 
A 
< -alm(PP f u 27n+1 dr, 
0 
其 中 cl 为 适当 的 正常 数 ， 现 有 


p p E n—2 
2,.n+1 = n+1 AR 二 
Ur dr = 一 一 一 一 r dr 7 一 Et 
| E€ | (= 十 =) ($ ) 


j ple tm 十 1 
一 — dt. 
E f, (1422 


由 此 可 知 ， 


f Rọ? du < —c\W(P)|?e4|loge|, Wn = 6, 
k —c|W (P)|?e$, Wn > 6. 


综合 (5.4.3), (5.4.4) 即 得 出 
2 2 
E(y) = a IVl duta f Rey’ dp 


| (Sojle 恨 一 cr(P)2ealloge| + O(t), 如 n=6, 


< 
A(S”)||yllp — cW (P) Pet + Ole"), Bin > 6. 


由 于 |W(P)| > 0, 显然 有 llo) = E(y)/IIellp < 和 (5S"), 只 要 充分 小 . 
情形 (2) n > 6, (M,9) 局 部 共 形 平坦 . 
设 Pe M. 由 于 M 局 部 共 形 平坦 ， 可 取 P 点 处 的 共 形 正规 坐标 系 {2'}, 
使 在 此 坐标 系 下 gy = fi HEM 3.5 ,我 们 有 G = r?” 十 4 十 a(z), 其 中 
a E€ C”, a(z) = O(r). 取 po 充分 小 ，7 为 情形 (1) 中 定义 的 截断 函数 .定义 如 
下 试验 函数 : . 
ue(7), 当 7 < p， 


ple) = § eo(G(z) - n(a)a(x)), Bp <r < 2p, 
coG(zZ)， 42 e M \ Bap. 


这 里 eo > 0,so KX p, 并 且 以 下 关系 成 立 
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由 于 (5.4.5), olx) 在 |z| = p 处 连续 ， 因 此 p 是 M 上 的 Lipschitz 函数 ， 可 作 
为 试验 函数 .注意 在 Bæ E R = 0, 我 们 有 


[ver +aRre)du= [giver +aRG) dp 
M\B, M\B, 


+f e4(|V(na)|? — 2VG - V(na)) dex. 
Bop\B 


p \Bp 


由 于 a = O(r), Va = O(1), 有 |V(7a)| < C. BO |VG| < er!” 易 见 上 式 最 后 
一 项 积分 的 绝对 值 < cpei. 利用 G 在 M\{P} 上 满足 LG = -AG + aRG = 0， 
由 分 部 积分 可 得 


f (|Vey|? + aR?) du < -eè f o ds + cpe?. (5.4.6) 
M\B, aB, Or 
另 一 方面 ， 与 情形 (1) BU, A 
人 (YeP+agpi = [Vuela 
B, B, 


= n(n -2) | wae + | ue SE ds 
Bp dB T 


< A(S”) ( [ 


href Pa f Zar 
因此 ， 由 (5.4.6), (5.4.7) 得 


2/p au 

ub is) +f Ue—— ds. (5.4.7) 
eB Or 

p 


P 


又 有 


Bo < XS + eves+ f 


(ue! 一 ace | ds. (5.4.8) 
ðB, 


但 在 + =p 处 有 


ðG E EEE 
oG = —(n — 2)eglp? 人 十 4o + OC?) 


利用 (5.4.5) 可 得 


Due —2n |: =n = 
ue Br = —(n — 2)eg lo" 2” 4 2Ap'—" + O(p-*)). 
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因此 (5.4.8) 中 最 后 一 项 积分 < 一 (n — 2)wn_1 Aes + cepek, 即 有 

Elp) < A(S")||pl|2 — (n — 2)wn_1 Aes + pes. (5.4.9) 
由 于 (M,9) 不 共 形 等 价 于 9", A> 0 (定理 3.6 ), MAW p 充分 小 ， (5.4.9) 说 
明 Qly) < A(S”). 

情形 (3) n=3,4m 5. 

任 取 Pe M 及 P 处 的 共 形 正规 坐标 系 {r}. 由 定理 3.5 ， G =r" + 
4+a(z), 其 中 a = O(7),Va =O(1). 我 们 仍 取 情形 (2) 中 定义 的 yp 作为 试验 函 
数 . 但 注意 现在 没有 M 局 部 共 形 平坦 的 假定 ， 因 此 gi; = 6i; 不 再 成 立 . 在 共 形 
正规 坐标 系 中 有 


Jij = bi; + O(r’), detg=1+ Ory) RR = O(r?). (5.4.10) 
我 们 需要 在 (5.4.10) 的 条 件 下 对 情形 (2) 中 的 估计 加 以 修正 . 首先 有 


| (Vol + aR?) dy 
M\ 


p 


= J e3(|VG|? + aRG?) du 
M\ Bp 


+e? f _, ena)? 206 - ve) 


+aR(n’a? — 2naG)| du 
< cb | (|VG|? + aRG?) du + cpeĝ. (5.4.11) 
M\Bp 


利用 VG + aRG = 0 作 分 部 积分 可 得 
f (VG)? + aRG?) du 
M\B, 
= -f G gg” OGn; ds 
B, 
= 一 eo aa 一 GV gg” dian; ds, 
aB, OF ƏB, 


其 中 Go = "+A 只 依赖 于 7,n; OB, 的 单位 外 法 向 量 . 于 是 ， 利 用 
(5.4.10) 即 可 由 (5.4.11) 推出 


OG 
J (Yo + aRy’) du < -ed | Ga ds + cped. 
M\B, OB, r 


- 226 . AAR 纯 量 曲率 的 共 形 形变 


这 个 估计 与 (5.4.6) 相同 ， 其 次 ， 由 于 ue 只 依赖 于 有 
f (Vol? + aR’) du = ih (|Vuel? + aRu2),/5 de 
Bp B, 


< | Vue]? de + ep? "ed, 
Bp 


这 里 我 们 利用 了 (5.4.10). 于 是 ， 由 类 似 于 情形 (2) 中 的 推理 可 得 
Ble) < Xl rtf (u E-t) as 


由 此 ， 与 情形 (2) 的 证 明 完全 相同 ， 我 们 得 出 (5.4.9). 因而 在 eo 充分 小 的 时 候 
有 Qe) < A(S”). 

综 上 所 述 ， 在 任何 情形 我 们 都 可 找到 o 使 Ql) < AS). 这 说 明 A(M) < 
A(S”). 定理 4.1 证 毕 . 


附录 Sobolev 不 等 式 中 的 最 佳 常数 
Sobolev 定理 指出 ， 对 于 n > 3,p = 2%, 存在 只 依赖 于 n 的 常数 A, 使 得 


2/p 
A (/ |w|? dr < f |Vu|? dx Vu € C5 (R”). (A.1) 
R” R” 


事实 上 ， 不 等 式 (A.1) 对 于 更 广 的 一 类 函数 也 成 立 ， 这 类 函数 的 空间 是 


j A 
X = {u € Liioe(R”) llull= [lullo + ||Vul]l2 < oo}. 


1,loc 


这 里 ||- |l 表示 LIR”) 的 范 数 . 不 难 验 证 ， 以 I 为 范 数 的 X 是 Banach 空 
间 ， 并 且 CPR”) 在 X 中 稠 . 因此 (A.1) 对 于 we X 成 立 ， 最 佳 常数 4 于 是 
可 定义 为 
A = inf{Qo(u)|u € X \ {0}}, 
其 中 
Qo(u) = 
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设 2 R" HARRE, RIELO) 当 作 X 的 子 空间 . RE, Bo) 中 
的 任何 函数 u 可 以 自然 地 扩张 为 R* LORS, REE R\N 上 定义 v = 0. 这 
样 扩张 后 的 v 满足 


1/2 1/p 
[lut] = (/ Vul dr + (/ |r|? az) < œ, 
Q Q 


因而 we X. 定义 
A(Q) = inf{Qo(u)|u E13(0) \ {0}}. 


引 理 AL 设 2 为 了 Rn 的 一 个 有 界 开 集 ， 则 AQ) =A. 

证 明 不 难看 出 4(2) 具有 以 下 性 质 : 如 9 与 2 在 R” 中 只 差 一 个 平移 ， 
W A) = AQ); W cR, ATCR) ， 则 A) > A(Q). 通过 平 
移 我 们 总 可 假定 Bn C RC B 其 中 B, = {x € R" zl <r},0 <r <r A 
此 ，4(B-) > A(Q) > A(B,,). 另 一 方面 ， 可 证 A(B,) 是 不 依赖 于 r > 0 的 党 
数 ， 记 为 4o, 因此 A(O) = Ao. 事实 上 , Hue LB), BM Uc) = w(rz), W 
m e È? (B1) ， 并 且 容 易 验 证 Qo) = Qo(w), 由 此 可 知 A(B,) = A(B1) = Ao. 我 
们 只 需 证 Ap = A. 为 此 注意 YEG) , EXPR, REEE u € 13(B,,) 使 
Qo(ui) > A. FH Qo(wi) > Ao 可 知 AS Ao. 但 ho > A 是 明显 的 ， 因 此 A= Ap. 
证 毕 . | 
引 理 A.1 说 明 我 们 可 以 在 R" 的 任何 有 界 开 集 O 上 计算 A. 我 们 取 R =B, 
这 里 B= BH R 的 单位 球 ， 类 似 于 定理 2.1 的 证 明 ， 对 于 s e (2,p] 定义 
13(B)\{0} 上 的 泛 函 


又 令 


A, = inf{Q,(u)]u EL2(B) \ {0}}. 


如 同 引 理 2.3 ， 我 们 可 以 证 明 当 s 一 p 时 A, > A. 又 和 引 理 2.4 完全 相似 ， 可 
以 证 明 : 当 s<p 时 存在 us € C2(B), us > 0,||ws||。 = 1, 使 得 Qs(us) = As, H 
Us 满足 


(A.2) 


Aus 十 Asie? = 0, 在 B 中 ， 
us|OB, = 0. 
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引 理 A.2 %4s—pitt, maxgu, 一 十 oo. 

证 明 设 不 然 , 则 存在 s 一 p 及 常数 C 使 得 0 < wi < C. 由 于 vs 是 (A.2) 
的 解 ， 利 用 椭圆 方程 的 L?- 估计 和 Schauder- fiti |Ius,||C2°(B) < C, 其 中 
常数 C 只 依赖 于 C. 因此 存在 子 列 ， 仍 记 作 {us}, 在 C2(B) 中 收敛 于 u. 易 见 
u 满足 

Av 十 Au?-1 =0, 在 B 中 ， 
ulðB = 0, 


E Qolu) = A. 现 扩 充 定义 4 在 B IEF 0, W u 可 以 作为 器 (B2) 中 的 元 素 ， 
并 且 由 引 理 A.1 知 “达到 Qo Æ LB) \{0} 中 的 下 确 界 . 因此 wv 在 Bo 中 满 
足 方程 Aut Av?) = 0, 且 因 为 u_ 有 界 由 椭圆 正则 性 理论 ve C?(B2). (Hu E 
Bo \ Bi 中 等 于 0, 由 极 大 值 原理 u VE Bo PST 0. 这 显然 与 4 在 Bi 中 不 
等 于 0 FG. EH. 

引 理 A.3 ws 是 球面 对 称 函 数 ， 即 us = us(|z|). 并 且 ws(r) 在 [0,1] 上 单调 
下 降 . 

引 理 A.3 可 以 分 别 作为 两 个 已 知 结果 的 推论 . 第 一 个 结果 属于 Gidas, Ni 和 
Nirenberg ( W Comm. Math. Phys., 68(1979), 209-243 )， 他 们 证 明 : 

定理 设 feC(R),ue C2(B) 满足 


— 二 0, u> 0, 在 B 内 ，, 


u|aB = 0, 


MW u = u(|x|), H. ulr) 在 [0,1] 上 递减 . 

这 个 定理 是 用 极 大 值 原 理 和 移动 平行 平面 的 方法 证 明 的 ， 显然， 引 理 A.3 
是 此 定理 的 直接 推论 . 

第 二 个 结果 是 关于 函数 的 球面 对 称 重 排 的 , 它 有 更 为 广泛 的 应 用 . OW 
Rn 的 开 子 集 , 令 9* 表示 了" 中 以 原点 为 中 心 的 开 球 ，02* 与 2 有 相同 体积 (在 
0 的 体积 为 无 穷 时 02* =R). 对 于 2 上 的 任何 C1 函数 ww EM u 的 球面 对 称 
重 排 为 2* 上 的 一 个 函数 u*, 满足 Vol{x e R*ju*(x) >t} = Vol{x € Dlu(z) > 
th VieR. 容易 看 出 u* 被 u 所 惟一 决定 ， w* 是 球面 对 称 函 数 ， 且 wr(r) 是 7 
的 递减 函数 ， 利 用 等 周 不 等 式 及 关于 积分 的 Co-Area 公式 可 以 证 明 : 
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定理 
(i) MF p > 1, 


f |u*|? dz =} |u|? dz; 
Q* R 


f Veas = f |Vul? dz, 
R 2 


(ii) 对 于 q > 1, 


其 中 等 号 仅 当 2=0,u=u* (可 以 相差 一 个 平移 ) 时 成 立 . 

其 证 明 请 见 Talenti, Ann. Math. Pure. Appl.，110(1976), 353-372, 又 可 看 
本 书 第 三 章 第 1 节 Faber-Krahn 定理 的 证 明 . 由 这 个 结果 可 知 vs = us, 因而 引 
H A.3 成 立 . 事实 上 , Mu, A ur, 则 以 上 定理 说 明 Qs(ws) > Qs(ur), 这 与 us 达 
到 Qs 的 下 确 界 矛盾 ， (注意 ， 由 ws 之 0 及 wsl9B =0 WH ut EL3(B). ) 

由 引 理 A.2 AAS, ， ws(0) = maxws > +00, 当 s >p. 我 们 可 以 利用 定理 
2.1 证 明 中 的 技巧 来 获得 方程 


Au+Au?+=0, u>0, 7ER"E (A.3) 


的 解 ， 具体 作法 为 : 令 w(z) = mzlus(ms °x), 其 中 ms = ap1us(0),a0 > 0 为 
常数 ， 则 ws 满足 

Avs + Asv?! =0, 在, 中， 

0 < vs < vs (0) = ao, 
其 中 7 = m 1 -oo 当 s 一 p. 如 定理 2.1 的 证 明 一 样 ， 我 们 可 以 证 明 : 存在 
{us} 的 一 个 子 序列 {vs}, 4 i ooff, si> p, 而 ws TER” 的 每 个 闭 球 B, 上 
C? 收敛 于 某 个 5e C2(R"), 满足 (A.3), VEXWR 


f 三 dz <1. (A.4) 
另 一 方面 ， 由 (A.3) 可 得 
T|? dx = D da. A. 
Iv a A | wae (A.5) 


因此 由 不 等 式 (A.1)， 


Allail < IVall? = Allo, 
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即 oll > 1. 结合 (A.4) 即 有 |l = 1. 由 (A.5) TA, Qo) = A, 即 最 佳 常数 
4 被 5 所 达到 . 

现 注意 每 个 vs 是 球面 对 称 的 ， 因 此 5 也是. 记 5(z) = ay(|z|), 其 中 a = 
AP, TN p(r) 是 以 下 常 微分 方程 的 初 值 问 题 的 解 : 


/十 nal aan p-l = 0， r>0, 
i 7 a (A.6) 


y(0)=a1, y'(0)=0, 


其 中 al = ac tag. 这 个 初 值 问题 的 解 是 惟一 的 ， 这 是 因为 (A.6) 等 价 于 积分 方 


程 
=at ff (2) s) ds dt, 


利用 压缩 映 象 原理 可 证 这 积分 方程 在 [0,e] 上 解 的 惟一 性 又 注意 当 rv > 0 时 
(A.6) 是 正则 的 常 微分 方程 ， 所 以 其 解 在 [0, co) 上 惟一 . 取 2 = (at br?)* 的 形 
ARA (A.6) ， 经 计算 得 出 


(n—2)/2 
TOE | ee 


a? +r? 


最 后 ， 由 于 Qolu) = Qo(àu), VA > 0,u € X, 最 佳 常 数 A 被 所 有 形 如 p(x) = 
(a+ d|al?)2-”)/? 的 函数 所 达到 ， 直 接 计 算 可 得 4 = n(n - 1)w2”. 这 样 我 们 就 
证 明了 : 

定理 A.4 Sobolev RER (A.1) 中 的 最 佳 常数 A = n(n- 1w”. 这 个 党 
数 被 函数 p(z) = (a + bja?) C- HEA, P a,b 为 任意 正常 数 . 

以 上 证 明 加 以 必要 的 修饰 可 用 来 获得 Sobolev AF cllul|p < ||Vullg,u € 
CHR”) 中 的 最 佳 常数 及 达到 此 常数 的 极 值 函 数 ， 这 里 g < mp = 22. 我 们 的 
证 明 与 原 有 的 证 明 ( 如 Talenti[31] 的 证 明 ) 不 同 . 


高 维 Riemann 流 形 上 的 共 形 平坦 结构 ， 是 Riemann 曲面 上 共 形 结构 的 一 
种 自然 推广 . 这 类 流 形 的 大 范围 性 质 的 研究 起 源 于 N. H. Kuiper ， 他 用 Abel 基 
本 群 对 紧 的 局 部 共 形 平坦 流 形 进 行 分 类 ,在 高 维 情形 ， 并 非 每 个 流 形 都 有 共 形 
平坦 结构 ， 而 且 要 对 共 形 平坦 流 形 给 出 一 种 好 的 分 类 也 是 一 个 困难 的 问题 . 

本 章 的 主要 目的 是 寻求 一 大 类 局 部 共 形 平坦 流 形 M, CREE RAR S”. 
类 似 于 Riemann 曲面 ， 有 高 维 Klein HI, 同 构 于 该 流 形 M 的 基本 群 m1(M)， 
并 使 得 M2 O/T, 其 中 OAT HERR. 

本 章 第 1 节 介 绍 局 部 共 形 平坦 流 形 以 及 共 形 变换 群 的 基本 概念 及 其 主要 
EE. 第 2 节 引 进 共 形 不 变量 QOM) (已 在 第 五 章 讨论 过 )， 研 究 共 形 平坦 流 形 
上 的 最 小 正 Green 函数 及 其 在 oo 处 的 可 积 寡 次 p(M), 第 3 节 研 究 局 部 共 形 平 
坦 流 形 到 S 的 浸没 ， 特 别 对 具 非 负数 量 曲率 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 构 造 了 这 
种 浸没 . 第 4 节 研究 局 部 共 形 平坦 流 形 的 拓扑 . 最 后 第 5 节 将 以 上 的 讨论 与 5 
的 子 区 域 上 Yamabe 方程 的 弱 解 联系 起 来 . 


6.1 ” 共 形 变换 与 局 部 共 形 平坦 流 形 


设 (Mi, 91) 与 (Me, 92) 为 两 个 连通 的 Riemann 流 形 ， 微分 同 豚 $8 : Mi 一 
M: 称 为 是 共 形 的 ， 是 指 存在 M 上 的 正 值 函 数 p, 使 得 本 ga = pg, 特别 ， 当 
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(M1,91) = (M2,92) = (M,g) 时 ， 这 样 的 微分 同 胚 称 为 共 形 变换 . 本 章 主要 研 
究 S” 上 的 共 形 变换 群 . 首先 考虑 R" = R” U {00} 且 配 备 欧 氏 度量 . 我们 之 所 
以 在 欧 氏 空间 R” 上 加 co, BT HR" 共 形 同 胚 于 S. (通过 球 极 投 影 ， R” 
FBR OS" \ {P}, 其 中 PP 为 北极 . ) 注意 ， 欧 氏 度 量 在 oo 处 奇异 ， 因 此 对 
共 形 因子 p, S p(co) = 0. 我 们 有 以 下 重要 的 

定理 1.1 (Liouville) in > 3, WR” 上 的 共 形变 换 群 由 平移 、 旋转 、 相 似 
以 及 反 演 所 生成 . 

证 明 OS: RGR" HEBER, 于 是 可 假设 8* dr? =w-?dz?, Hu 
是 R” 上 正 的 光滑 函数 . 因 度 量 u’ dr 等 距 于 欧 氏 度量 dr’, 故 其 数量 曲率 与 
Ricci 曲率 均 为 0 ， 由 第 五 章 关 于 Ricci 曲率 的 计算 公式 ， 即 得 


U (Uii t+ Uji) -2 w £j, (6.1.1) 


Uu ij = 3 i 4. (6.1.2) 


由 于 u > 0, (6.1.2) 导致 wz = 0(i A j) 这样 wi 是 仅 依赖 于 zi 的 函数 ， 即 
wi 二 hi(zi), 其 中 hi Æ R EB PR. 
PRI | A i,j, 对 (6.1.1) 两 边 施行 2, 再 用 (6.1.2) 即 得 


Ulu ii 十 ,jj 一 2u i) 一 0. (6.1.3) 
对 (6.1.3) 两 边 施行 3%, 由 (6.1.2) 再 次 可 得 
| uiui = 0. (i #1) (6.1.4) 


我 们 断言 或 者 (1) hi =0,V1 < ; 或 者 (2) h(t) = aot + b, V1 < 

n, 其 中 ao,bi 均 为 常数 . as es (1) 不 成 立 ， 则 必 有 某 1, 不 妨 认为 
l = 1, URE to € RI, 使 得 h(to) A 0， 由 (6.1.4), Xi A 1,hi(t) 必 为 线 
性 函数 ， 即 hi(t) = ait +b. 于 是 在 (6.1.4) 和 (6.1.1) 中 令 1 = 2,i = 1, 即 得 
hi(t) = ait 十 bi,V1 Si <n. 最 后 从 (6.1.3) 可 知 一 切 a; 均 相 等 ， 这 就 导致 情形 
(2). 

现 考虑 情形 (1) ， 此 时 w= 常数. 这 表示 D dx? = cdr? 对 某 正 数 c 成立. 
在 此 情形 ， © 显然 为 差 一 常数 因子 下 的 等 距 变 换 ， 故 定理 正确 .对 情形 (2), 
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我 们 有 
u(x) = Sel? + > bi£i +C, 
将 此 代入 (6.1.1) ， 得 c= } b7 /2a0, 故 


u(x) = 元 X (aozi + b;}?. 


由 此 可 知 ， S 为 差 一 常数 因子 下 的 等 距 变 换 与 反 演 的 复合 ， 所 以 定理 1.1 在 任 
何 情形 下 都 成 立 . 

+ 上 面 的 证 明 实际 上 具有 局 部 性 . BY: 2 一 R" WR" 中 某 区 域 人 
上 的 共 形 映射 ， 那 么 y 必 为 良 * 上 某 整体 共 形变 换 在 2 上 的 限制 . 

因为 IR” 共 形 等 价 于 S, 定理 1.1 给 出 了 S 上 的 共 形 变换 群 Cu.Cn 的 元 
素 通常 称 为 Mibius 变换 . 群 C 也 可 用 以 下 方法 刻画 . 设 Bt! 为 RH 中 的 
单位 球 . Bt! 上 的 Poincaré 度量 由 

4 dy? 

(1 — [yl?)? 
给 出 : (Bn+l, ds?) 的 等 距 变 换 群 ， 记 为 Indi, 由 以 下 的 变换 生成 . 

对 任意 上 e R"+1\B” ,用 S(6) 表示 以 为 心 且 与 单位 球面 S = 9Bn+1 
正 交 的 n 维 球面 ( 故 其 半径 为 VERI). 又 令 Te 表示 关于 球面 SE) 的 反 演 ， 
El 7 


ds? = 


(6? -— DW -§) 

ly —€|? 
可 以 验证 ，Ti 将 BeH 与 9" 分 别 映 上 Bt! 与 8", BOW (B"+1, ds?) 的 一 个 
paces 其 次 ,对 任意 Ce Se, S Re 表示 关于 垂直 于 的 子 空间 的 反射 . 那 

么 (Bn"+l, ds?) SPB Iny 由 所 有 的 Te 与 Re 所 组 成 此外， 还 可 以 证 

HH, {Te|S", Re|S” :VE e R™+!\ BH ,YC € Sr} 生成 S” 上 的 共 形 变换 群 Cn. 
对 任意 $e Cn, 必 有 惟一 的 Ye Iny 使 得 15" = 6, 而 且 容易 见 到 , 对 应 o> o 
实际 上 就 是 两 个 变换 群 之 间 的 同 胚 映射 . 

现在 利用 Cn 的 上 述 刻 画 ， 给 出 Ss” 上 并 形变 换 的 三 种 不 同类 型 

定义 1.2 Bde Ch. HOE Ing, E BH! 内 有 一 不 动 点 WH 9 是 椭圆 
的 .车 $ 在 B"+! 内 无 不 动 点 , 但 9$ 恰 有 一 不 动 点 在 S E, 则 称 9 为 抛物 的 . 
E $ 在 BO 内 无 不 动 点 , To ZS” 上 恰 有 两 个 不 动 点 ， 则 称 9 为 双 曲 的 . 


Te(y) =€+ 


.234 BAE 局 部 共 形 平坦 流 形 


可 以 证 明 , 每 个 $e Cn 必 属 于 以 上 三 种 类 型 变换 之 一 ,而且 在 共 罗 之 下 保 
持 不 变 ， 现 在 简单 地 讨论 一 下 以 上 三 种 类 型 变换 的 若干 性 质 . 

(i) $ 是 椭圆 的 ， 当 且 仅 当 8 e Ings HEMET O(n +1) (可 以 看 成 Ings WE 
群 ) 的 某 元 . 

(ii) 者 9 为 抛物 的 ， 而 P eS 为 其 惟一 的 不 动 点 ， 则 关于 P 的 球 极 投影 
将 % EKF R 上 共 形变 换 小 使 8(z) = Ax +b, 其 中 be R",Ae O(n) H 
有 1 为 其 特征 值 . 

(iii) Æo 为 双 曲 的 ， 则 类 似 于 (ii) 所 得 的 球 极 投 影 将 $ 对 应 于 9, BHA 
有 9(z) = MAr +0 的 形式 , 但 或 者 AA 1, 或 者 和 = 1, 而 1 不 是 4 的 特征 值 . 

下 面 开 始 讨论 局 部 共 形 平坦 流 形 . 

定义 1.3 KM 为 n 维 微分 流 形 . M 称 为 是 局 部 共 形 平坦 的 ， 是 指 它 有 
一 个 坐标 覆盖 族 {Va, ba}, 其 中 ba : Ua 一 S”, 使 得 当 Ua NUn AOR, BERE 
BR yeog : $a(Ua Up) 一 $e(Ua N Up) 是 共 形 微分 同 胚 . 这 样 的 坐标 覆盖 族 
{Ua pa} PRA M 的 局 部 共 形 平坦 结构 . 

注意 当 n > 3 时 ， 变 换 gp o 9z1 在 ba(UaNUs) 的 任 一 连通 分 支 上 ， 是 一 
个 Mobius 变换 的 限制 ， 这 从 Liouville 定理 及 其 后 面 的 注 即 可 明白 . 

定义 1.4 设 M 为 局 部 共 形 平坦 流 形 ，{U。, bo} 为 其 局 部 共 形 平坦 结构 . 
我 们 说 度量 9 在 M 上 与 其 局 部 共 形 平坦 结构 是 相 容 的 ， 或 简单 地 说 9 HHA 
度量 ， 如 果 Va, ga : (Ua,9) 一 (S",9,) 是 共 形 映射 ,其 中 g, 是 5* 上 的 标准 度 
E. 这 时 ， 又 称 (M,9) 是 局 部 共 形 平坦 的 Riemann 流 形 . 

命题 1.5 KM 为 仿 紧 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 则 M 上 必 有 一 个 相 容 的 
Riemann 度量 . 

证 明 {Ueda} AM 上 的 局 部 共 形 平坦 结构 .如 果 需 要 ， 作 其 局 部 有 
限 加 细 覆 盖 ， 可 以 认为 ， 存 在 单位 分 解 {mae C”(M)} 使 得 》mu = 1, AE 


M \Ua dee Na = 0. & 
g = 》 Nab Ios 
其 中 g, 为 S 的 标准 度量 ， 于 是 容易 验证 ， 9 是 相 容 度量 . 


注 设 (M,9) 为 Riemann 流 形 ， 则 不 难 验证 ， (M,9) 关于 M 上 的 某 局 部 
共 形 平坦 结构 是 局 部 共 形 平坦 的 ， 当 且 仅 当 M 上 存在 坐标 覆盖 族 {U6, Ya} 使 
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得 对 任意 a, 

(ba)*g = pa d2’, 
其 中 dr? HR” 上 的 欧 氏 度量 , 而 pa 为 R* 上 的 正 函 数 ， 局 部 地 ， 存 在 这 样 一 
族 坐 标 覆盖 族 ， 等 价 于 在 维 数 n > 4 时 ， 其 Weyl 张 量 为 0 ; 而 在 维 数 n= 3 
时 ， 等 价 于 Bak KEST 0 ; ME n= 2 时 ， 如 所 熟知 ， 这 样 的 坐标 覆盖 族 
总 是 存在 的 . Weyl KE 由 下 式 给 出 ， 


1 
Wijrt = Rijki 一 = (Rixdjt — Rjrdu + Rjiðik 一 Ritdjx) 
Oo B 
(n — 1)(n — 2) 
当 维 数 n = 3 时 ， Weyl 张 量 为 0. Bak 张 量 定义 为 


1 
Min Ws) tn Dm 


十 (6ig6j1 — ÔjkôiL) , 


1 


5 ( 
通过 直接 计算 可 知 ， 若 5 = e??g, W: 


当 n > 4 时 ， e2P Wiji = Wijkt; 
当 n=3 时 ， e3p 万 ;六 一 Bijk- 


关于 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 有 下 列 最 简单 的 例子 ， 比 如 欧 氏 空间 R”, 标准 球 
面 S", 标准 环 面 T”, 具有 Poincaré 度量 的 球 B. 通过 这 些 简 单 例子 , 还 可 以 构 
造 出 更 多 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 事实 上 ， 有 如 下 的 结果 : 

(i) 球面 空间 形式 与 双 曲 流 形 之 乘积 是 局 部 共 形 平坦 的 . 

(ii) 若 (M1, 91), (M2, 92) 是 两 个 同 维 数 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 则 在 其 联结 和 
(connected sum)Mi{M> 上 ， 必 存在 局 部 共 形 平坦 的 度量 . 

(iii) RE CC, Æ S" 上 共 形 变换 群 C" BART, HT ES 上 的 作用 
-是 自由 的 ， 则 商 流 形 S/T 是 局 部 共 形 平坦 流 形 . 

(iv) 设 M H n SR, HARKS: M > S”, NOM EER 
局 部 共 形 平坦 结构 ， 且 对 9 是 与 之 相 容 的 度量 . 

联系 (iv) ， 现 在 有 如 下 的 反问 题 : 给 定 一 个 局 部 共 形 平坦 的 n 维 流 形 M, 
是 否 存 在 浸没 8:M 一 5S" 使 其 局 部 共 形 平坦 结构 是 由 $ 诱导 出 来 的 ? 下 面 的 
定理 回答 了 这 个 问题 . 
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定理 1.6 WM 为 单 连通 (不 必 紧 ) 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 其 维 数 n > 3, 
则 必 存 在 浸没 S: M 一 S, 使 得 M 上 的 局 部 共 形 平坦 结构 是 由 5 诱导 出 来 

证 明 Ke {Ua 0a} 为 M 上 的 局 部 共 形 平坦 结构 .首先 注意 ,车 UsNnUg E D, 
则 由 Liouville 定理 ， 存 在 Mobius 变换 Ya, 6) € Cr 使 得 


pla, B)lo(UanUa) = ba o bg 


显然 
w(a, B) Y(p, a) = id, (6.1.5) 


其 中 id 表示 S 上 的 恒 等 映 射 ， 类 似 地 , Æ Ua N Ugs NU £, N 
po B) o YB, y) o Y(y,a) = id. (6.1.6) 
REX S: M >S” 如下， 从 任意 的 {Ua dat 出 发 ， 定 义 
® = bay, EUn E. 
对 任意 Ua, 总 存在 Ua,,… , Ua = Ua 使 得 
Uo, Ua, #8, i=0,1,...,k— 1 
然后 定义 
$ = p(a0,a1) o Y(a1, 2) 0- -0 Plak-1,0k) 0 an, EUo, = Ua E. 
为 此 需 验 证 定义 的 合理 性 . 设 集 Y = {Uo,,… Un) 满足 
Uo Wary, D, i=1,. ,k Mi Uky = U, 

MEY 是 长 为 的 一 个 循环 . 不 难 见 到 ， 如 能 证 明 ， 对 任意 循环 Y, 

h(a, a2) o plaz, as) o- op(ak, 01) = id (6.1.7) 


RAL, MAD 的 定义 是 合理 的 . 
现在 ， 称 两 个 循环 Y 与 2 是 连贯 的 (consecutive) 是 指 ， 将 MW 重 排 为 
Yi = {U0, U1, ,Uk} 之后， 了 必 属 以 下 三 种 情形 : 
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(i) Ya = {U1, Ur} HUNU NU, £ Ø ; 

(ii) Y2 = {U4, U1, Up} H UNUNU ZD; 

(iii) Wa = {U_1,Uo,--- , Ur} H. U-1 N Uo N Uk # Ø. 

我 们 断言 , BN FMM 是 连贯 的 , H A WE (6.1.7), WW A 也 满足 (6.1.7). 
为 此 只 需 验 证 在 (i) 的 情形 下 断言 成 立 ， 因 为 情形 (ii) 5 (ili) 是 完全 类 似 的 . 由 
于 % 满足 (6.1.7) ， 故 


w(0,1)0--- 0 w(k, 0) = id, 
而 由 (6.1.6), Uo NUN Ur Z Ø 推出 
Y(0, 1) 0 Y(1, k) o W(k, 0) = id. 
结合 以 上 两 恒等式 ， 即 得 
Y(0, k) o W(k, 1) o (1,2) o--- o Y(k,0) = id 
由 (6.1.5), 
b(k, 1) 0 (1,2) 0---0b(k —1,k) = id, 
再 由 (6.1.5), 它 等 价 于 
Y(1,2) o Y(2,3)0--- oŅ(k,1)= id 


这 表明 Y 也 满足 (6.1.7). 

最 后 ， 因 M 是 单 连通 的 ， 对 任意 循环 多 , 总 存在 循环 (0<i<k-1) 
使 得 % = U, TY 5 Var WERK. yh Y = {Ua} 只 含有 一 个 Ua (请 
读者 自行 验证 )， 由 于 A% 显然 满足 (6.1.7) ， 故 每 个 Y, 特别 是 人 =% 也 满 
Æ (6.1.7). 这 就 证 明了 $B 定义 的 合理 性 . 不 难 验证 OBST M 的 共 形 结构 . 

注 对 于 一 个 局 部 共 形 平坦 流 形 M, 如 果 存 在 浸没 8: M 一 5", 它 诱导 出 
M 上 原来 的 局 部 共 形 平坦 结构 ， 则 称 © 为 M 的 展开 映射 (developing map). 
定理 1.6 指出 车 M 为 单 连通 ， 则 它 必 有 展开 映射. 在 相差 一 个 5S" 的 共 形 变换 
的 意义 下 ,展开 映射 是 惟一 的 . 事实 上 , 若 61,62 : M 一 S 是 任意 的 两 个 展开 
映射 ， 则 局 部 地 ，g@i og57! 是 9” 上 某 区 域 的 共 形 变换 .由 Liouville 定理 ， 存 
TE Y € Cn fi $007" 在 该 区 域 上 与 多 重合 ， 再 用 定理 1.6 的 证 明 方法 ， 可 证 
B10B31! =Y MRF D = y o D 整体 成 立 . 
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现在 用 M 表示 M 的 万 有 覆盖 , 则 入 通过 覆盖 映射 r: M> M 诱导 出 M 
上 的 一 个 局 部 共 形 平坦 结构 . 因为 M 是 单 连 通 的 , 故 它 有 展开 映射 $: M o sr. 
考虑 M 上 的 deck 变换 群 , 它 可 以 看 成 基本 群 mi(M). 每 个 deck 变换 y Eni(M) 
都 是 M WIEBE, BERIA. ME, HS: M> S 是 给 定 的 展开 映射 
则 Soy 也 是 展开 映射 ， 由 上 面 的 注 ， 存 在 惟一 的 p(y) e Cn 使 


p(y) oP = Bo7. 


这 就 给 出 了 一 个 同 态 p: mi(M) > Cy, 称 为 mi(M) 在 Ch 上 的 和 乐 表示 (holon- 
omy representation). p 的 核 kerp 是 mı(M) 的 正规 子 群 . 由 此 可 知 ，M = M /ker p 
是 M 的 一 个 覆盖 空间 , 具有 deck 变换 mi(M)/kerp. WM X M 的 和 乐 覆 盖 . 

注意 ， 对 M, 和 乐 表示 ô: m(M) 一 Cn HAH, BOM 上 的 展开 映射 诱导 出 让 
上 的 展开 映射 ， 以 后 ， 我 们 经 常 利 用 和 乐 覆 盖 M 的 展开 映射 代替 万 有 覆盖 M. 
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在 第 五 章 已 引进 共 形 Laplace 算 子 ， 以 及 对 紧 Riemann 流 形 (M, 9) 有 关 
的 共 形 不 变量 Q(M). 这 些 概念 也 可 定义 在 非 紧 流 形 上 .请 回忆 
n— 2 
L = —A +aR, (a= im) 
是 共 形 Laplace HF , 其 中 R 为 (M,g) 的 数量 曲率 . 利用 共 形 Laplace HF, 
可 以 定义 Yamabe Fy 


Q(u) = ile | 


其 中 


E(u) = wudo= | (|Vul? + aRu?) dv, Yv € CF (M), 
M M 

[区 = turd, p= 
M 


wg = uP 9g 为 共 形 于 9 的 度量 ， 其 中 uc Cece(M) 为 正 函数 . BARS 
工分 别 表示 相应 于 5 的 数量 曲率 与 共 形 Laplace 算 子 ， 于 是 有 ( 见 第 五 音 方程 


2n 
n—-2 
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(5.0.2)) 
Lu = aRu?—, (6.2.1) 

此 外 ， 直 接 计算 可 得 

Lv =u!-?L(uv), veC™(M). (6.2.2) 

由 (6.2.2) , 
Es(v) = I, vLv dv = - vu? L(uv) - u? dv 
= f (uv)L(uv) dv = Eg (uv). 
M 
{H 
f, |v? | dug = fe |v)? - uP dv = L |uv|? dv, 

可 得 

Qalv) = Qolu), We CP(M). (6.2.3) 
现 定义 共 形 不 变量 Q(M) 为 


Q(M) = inf{Q(u) : u € Co (M)\ {0}}. 


由 (6.2.3) BH, Q(M) 是 共 形 不 变 的 ， 即 它 不 依赖 于 Yamabe 商 Q 中 Riemann 
度量 的 选取 . 

引 理 2.1 设 M 为 紧 的 局 部 共 形 平坦 的 流 形 . WAT Q(M) > 0(< 0 或 = 0) 
必须 且 仅 需 存 在 与 之 相 容 的 度量 J, 使 得 Rs > 0(< 0 或 = 0). 

证 明 itg =u? 2g H Yamabe 问题 之 解 . 于 是 了 具 常 数 数量 曲率 ， 其 符 
号 与 @(M) 相同 ， 另 一 方面 ， 我 们 知道 QM) 与 共 形 Laplace 算 子 的 第 一 特征 
(fo 有 相同 的 符号 ,由 此 可 得 , 车 Rs 的 符号 不 变 ， 则 ho 的 符号 与 Ry 的 符号 
一 致 
对 于 紧 Riemann 流 形 , 第 五 章 已 证 明 Q(M) < QS"), ME Q(M) = Q(S") 
当 且 仅 当 M 共 形 等 价 于 9". 下 面 考虑 M 不 是 紧 的 情形 . 

定理 2.2 设 (M,9) 是 Riemann 流 形 . 假设 存在 $8: (M,9) — (S",9,) 为 
共 形 映射 ， 其 中 'g, AS” 的 标准 度量 ， 则 QM) =Q). 
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证 明 KREA, E 2 为 9" 的 开 子 集 ， 则 Q(2) = QS. 这 等 价 于 第 
五 章 引 理 A.1, 因为 S \ {P} 共 形 等 价 于 R. 现 因 6 是 浸没 ， 故 可 找到 开 集 
UCM 使 8 :U 一 GU) IADA. 于 是 可 得 到 QU) = Q(G(D)) = Q(S”). 
这 就 证 明了 Q(M) < Q(U) = Q(S”"). 

剩 下 要 证 明 Q(M) > Q(S"). 设 {0i} 为 M 的 一 列子 区 域 , 具有 光滑 边界 
以 及 紧 闭 包 使 得 Ui C Uii, Vi H Ui>1Ui = M. 易 见 ， jim QWi) = Q(M). 于 是 
只 需 证 明 ，Q(DZ) > Q(S") 对 任意 具有 光滑 边界 OU UR EAU 的 任意 子 区 
RUR. 现 假设 对 某 个 这 样 的 子 区 域 U, 不 等 式 不 成 立 , 于 是 Q(U) < QS”), 
由 第 五 章 定理 2.1 的 证 明 方法 ， 同 样 可 证 ， 存 在 ve C(O) 适合 


Tu=Q(u)u?1!, >0 在 上， 
ulau = 0, 


fy we dv = 1. 
EU 外 ， 补 充 定义 4 为 0， 那 么 对 任意 的 Be CP(M) UR o> 0, 下 式 成 立 : 
Ou 
f uted = [utoao= | otud+ f otav 
< J ġLudv = QU) f uP¢ dv, 


其 中 È 表示 OU 的 外 法 线 矢 量 场 . EE u> 0 H ulu =0 W8 & <0. KE 
述 不 等 式 表 示 ， 在 分 布 意义 下 ， 


Lu < Q(U, EME. 


现 定义 S 上 的 函数 v 如 下 : 
al? TES” \ BU) E 
wee max {|ð (2) -3 u(x): a € B- (y) nU}, OU) E 


其 中 |P (x)? 为 更 的 共 形 因子 ， 即 
$*g, = | 更 |?9. 


H 5 AiR, Py) NU 为 有 限 集 ， 对 此 集中 的 每 个 点 z, 存在 r 的 一 个 邻 域 
Ve, TETS D 是 Vo 映 至 B(WV) 的 微分 同 胚 , 而 AVe) 是 y 的 一 个 邻 域 . HL BF} 
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表示 此 局 部 微分 同 胚 之 道 ， 注 意 在 OV.) 上 定义 的 函数 
ve(yn) = {187 wz (ys) $ 


在 (Vz) 上 满足 Fovz < Q(U), 其 中 Lo WS” 上 的 共 形 Laplace AF. X 
由 共 形 Laplace 算 子 的 共 形 不 变性 可 得 (参见 (6.2.2))， 这 样 ， 我 们 见 到 ，w 是 
S” 上 的 非 负 Lipschitz 函数 ， 且 在 S 上 满足 Lov < QU. 再 由 共 形 不 变 
性 ， 可 得 


vt dup = f u? dv, 
(Vz) Vz 


从 而 fon V dvo < 1, 对 wv 所 满足 的 微分 不 等 式 进行 积分 ， 即 得 
Eo(v) = i vLov dvo < Q(U) L vP dvo. 


从 fon Pdvo <1, BNA Q(S") < QU), 从 而 矛盾 ! 这 就 完全 证 明了 定理 2.2. 

推论 2.3 设 (M,9) 为 单 连 通 的 局 部 共 形 平坦 流 形 , AER n > 3, WW Q(M) = 
Q(S"). 

现在 考虑 在 局 部 共 形 平坦 流 形 上 共 形 Laplace 算 子 的 Green 函数 . 

命题 2.4 设 (MM,9) 为 维 数 n > 3 的 局 部 共 形 平坦 的 Riemann 流 形 ， 又 设 
M 为 M 的 和 乐 覆 盖 ， 那 么 M 上 的 共 形 Laplace 算 子 工具 有 最 小 正 Green K 
数 . 

WA 设 zoe M,o:M—S" 为 展开 映射 ，yo = (x0). 以 Go 表示 S” 
上 共 形 Laplace $F Lo 的 以 yo 为 极点 的 Green 函数 ， 即 LoGo = bm. 在 M 
上 ， 我 们 有 (go) = |O'29. HH = |P T Goo, 则 从 (6.2.2), 

LH= 》 |P(P) dp. 
PeE®-! (yo) 

于 是 可 利用 五 证 明 存在 最 小 正 Green 函数 G 使 LG = ôs 事实 上 , 设 {U0i} 为 
M 的 一 列子 区 域 ， 具 有 光滑 边界 8Ui, H U; C Un, Ui 为 紧 集 以 及 UU; = M. 
设 Gi 为 Ui 上 的 Green 函数 ， 满 足 


LG; = 0x0) 在 U; E; Gilau, = 0. 


因为 从 推论 2.3, lim Q(U;) = Q(M) = Q(S") > 0, $ L te U: LXF Dirichlet 
边 值 问题 的 第 一 特征 值 (Ui) 是 正 的 (至 少 对 充分 大 的 i). 于 是 应 用 极 大 值 原 
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理 ， 可 知 
Gi(7) < Ci+1 (x) < H(z), Va € U; \ {xo}, (6.2.4) 


这 表明 
G(z) = lim Gi(z) 


FE, HX M 上 以 zo 为 极点 的 最 小 正 Green 函数 . (参见 第 二 音 附 录 中 定理 
Al~ A3 的 证 明 ). 

命题 2.5 设 (M,9) 为 局 部 共 形 平坦 流 形 , 又 设 存在 共 形 变换 8 : M 一 Sn". 
那么 对 于 以 P 为 极点 的 Green 函数 G, 不 等 式 

Griz dv < oo 
M\C 

成 立 ， 其 中 6 为 包含 P HERBIE, 

证 明 对 任意 开 集 UC M 以 及 $e C%(U), 令 


Eu(¢) = I (|Vol? + aR¢?) dv. 


S {Ui} 与 Gi 为 命题 2.4 中 的 区 域 及 其 上 的 Green 函数 . UAA OCU. HC 
为 光滑 函数 , CTE U KERZ, HEO E, ¢ =1. 注意 ，G; 使 能 量 Ep, 在 UNC 
上 关于 其 边 值 达到 最 小 , BOR Bu,\e(Gi) < Evola). 从 而 可 知 对 某 个 与 i 无 
关 的 常数 C, Ev,\o(Gi) < C. 于 是 存在 某 个 常数 0', 使 Ey,((1-OGi) < C. 再 
由 推论 2.3 可 知 

| (0 -O67 a 


一 致 有 界 ， 从 而 获得 了 命题 2.5 的 结论 . 
对 于 局 部 共 形 平坦 的 Riemann 流 形 (M, g), 定义 数 p(M) 如 下 : 
p(M) = inf fa >0: I GY du < œ, V 包 含 G 的 极点 的 o} f 
M\o 


其 中 G 是 M 的 和 乐 覆 盖 M 上 任意 的 最 小 正 Green 函数 ， 注 意 ， 上 述 定义 与 
最 小 Green 函数 的 选取 无 关 . EXE, 若 G, G' 分 别 为 以 P 和 P 为 极点 的 两 个 
最 小 Green 函数 ， 由 定义 ，G = limG; 以 及 G' = limG', 其 中 G: 与 G 分 别 为 
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Ui 上 极点 为 P 与 P' 的 Green HR. 假若 6 为 包含 PP 与 P' 的 有 界 开 集 ， 容易 
见 到 ， 存 在 数 Co > 1 使 C Cloe < Gloe < CoG’ loo. 从 而 对 充分 大 的 也 有 


CT Gilae < Gila < CoGilac. 


由 于 Gilau = Gilou; = 0, 故 从 极 大 值 原 理 可 得 , 在 Ui;\6 E, Cy'’G<G< 
CoG. & i oo, 即 得 


CSO SG SOG’, £M\6E. 


这 就 证 明了 定义 的 合理 性 . 
现在 定义 


从 命题 2.5 A, p(M) < 25, 以 及 d(M) <n 对 任意 的 局 部 共 形 平坦 流 形 M 
都 成 立 ， 
命题 2.6 设 (M,9) 为 局 部 共 形 平坦 的 Rieman 流 形 , 那么 d(M) 仅 与 M 
的 共 形 平坦 结构 有 关 ， 而 与 给 定 的 共 形 类 中 度量 的 选取 无 关 ， 
证 明 设 7 是 逐 点 共 形 于 9 的 一 个 度量 ， 则 在 M 上 存在 某 有 界 正 函数 
5 =u g. 车 以 G 和 5 分 别 表示 9g 与 了 以 己 为 极点 的 Green 函数 ， 则 
=u(P)?-1u1G. 于 是 很 显然 , 在 M\C 上 ，G 属于 Ze 当 且 仅 当 G 属于 L. 
定理 2.7 设 (M, 9) 为 局 部 共 形 平坦 的 Rieman 流 形 ， 假 若 数量 曲率 R > 
Ro > 0 对 某 个 Ro 成 立 ， 则 d(M) < 252. 
证 明 只 需 证 明 


gi 


G dv < œ, (6.2.5) 
M\O 


这 里 G 是 以 Pe M 为 极点 的 最 小 正 Green ARM. 设 {Ui} 与 Gi 如 命题 2.4 所 
Mm. Bu 为 下 述 问题 


Iv,=1, FEU; E, vilou; =0 


的 解 ， 则 


“(P)= | wuLGao= | Gilad = | Gi dv. 
Ui Ui Ui 
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因为 R> Ro > 0, 极 大 值 原理 蕴含 
maxv; < (QFPo) 


所 以 vi(P) AFi AR, (6.2.5) 成 立 . 
在 较 弱 的 假设 R > 0 下 ， 我 们 有 


定理 2.8 设 (M,9) 为 局 部 共 形 平坦 流 形 ，R > 0. 以 lM) 表示 在 M 的 


A AR ie LIEB Laplace AF 的 第 一 特征 值 ， 则 
(a) Æ Ao(M) > 0, 那么 dM) < (n-2)/2; 
(b) Æ Ao(M) = 0, 那么 d(M) < n/2. 
证 明 A R> o, & 
AG; >0, ÆU; \ LE. 


上 式 乘 以 Gi(e > 0), 分 部 积分 给 出 


he Iva” ‘Pav 

Ui\O 

=- f OAG” w f aE Sa aw 
LENC 


_ite E 
= GAG; f vG? | +f Git Gi 
s + (353) ae. | 


由 此 可 知 存在 与 i 无关 的 常数 C, 使 得 
2€ 


上 式 左 边 两 项 均 为 非 负 ， 故 每 项 均 不 大 于 C. 
在 情形 (a), Ao(M) > 0, 可 用 Poincaré REX 得 到 


f: Gif dv < Cs, 
U\O 


由 < 之 任意 性 ， 可 知 dM) < 23? 
再 考虑 情形 (b) ， 此 时 (M) = 0. 我 们 有 


| C an) < QUi\ O)Euno (G;* ). 


f Wa; Pav + HE | GEAG: du <C, 
1 十 < June 2 JUNC 


(6.2.6) 


(6.2.7) 
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由 定理 2.2 ， Q(Ui\ 6) =Q) 另 一 方面 ， 
Eu,\o (G,* ) = f IVG,? du +a f RG}: dv. 
Ui\O Ui\O 


由 (6.2.6) ， 上 式 右 方 第 一 项 被 Ce 所 控制 ， 对 于 第 二 项 ， 利 用 在 Ui \ 6 E, 


Q f RGI: dv = f G° AG; dv, 
Ui\O Ui\O 


后 者 由 (6.2.6) 也 是 有 界 的 , 故 从 (6.2.7) 可 得 d(M) < (1+e)3. He 之 任意 性 ， 
即 得 d(M) < n/2. 
定理 2.9 HIHA Ro, R > Ro > 0. 又 假设 |R| 5 VR 均 有 界 ， 且 存在 
常数 bo > 0 使 得 Ric (g) > —bog. 那么 存在 so € (0,1) 使 dM) < 号 2(1 — £0). 
证 明 由 定理 2.5， 


G dv < co. 
M\O 


为 此 需要 利用 曲率 条 件 以 改进 此 估计 . 令 B. = B,(P),B, = Bo(P), 这 里 0 < 
r <b. 构造 两 个 切割 函数 o 与 7€ CSe(M) 如 下 : 


P=07EM\By E, ġ¢=1#ÆB E, 0<¢<1, A|VA| < 207}, 


于 是 有 
f G dv < f onG dv. 
B2\Br+1 M\Br 


因 在 M\B, Ek, AG-aRG = 0, 故 
aRo f onG dv = f on AG dv 
M\B, M\B;, 


= if (¢Vn + nV) -VGdv 
M\B, 


<f gern f car), 
Br41\Br Bao\Bo 


其 中 我 们 用 了 在 第 一 章 推导 过 的 梯度 估计 IVG| < CG. 注意 ， 调 和 函数 的 梯度 
估计 在 |R] 以 及 VR 均 为 有 界 的 条 件 下 ， 可 以 推广 到 大 = -Au +aRu = 0 H 
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解 上. 现在 ， 让 上 面 不 等 式 中 的 5b 一 oo, 即 得 


f G dv < Cy f G dv, 
M\ B, Br41\Br 


其 中 C 是 与 7 无 关 的 常数 ， 由 此 可 得 


/ Gdv< a4 | G dv. 
M\ Brit Cı +1 M\B, 


由 此 即 知 


上 Gdv < ae | G dv, 

M\Bn M\B, 

其 中 入 = Ci(1+C1)”* <1, m N MERHER. 此 外 再 注意 , 在 条 件 Ric(g) > 
一 bog 下 ， 对 于 第 一 章 命题 4.3 的 证 明 加 以 适当 修改 ， 可 以 推 得 


Vol (By) < CoN"e%, 


其 中 c= (bo 十 1)/2, 而 Co 是 与 N 无 关 的 常数 ， 应 用 Holder 不 等 式 即 得 


oo 
GOO ae f G= dy 
a 2 Bn\Bn-1 


Co 1-—€9 
> > (/ G dv Vol (BN \ Bn-1)°° 
N=2 M\Bn-1 
“00 
<< C3 5 A(N -2)(1-€0) yneoecNeo 
N=2 


令 so 充分 小 使 级 数 收敛 ， 即 知 定理 2.9 成 立 . 

下 面 将 考虑 M CS” 为 n 维 球面 的 某 一 区 域 的 情形 . 将 用 d(M) 来 估计 M 
的 边界 OM 的 Hausdorff 维 数 ， 为 此 ， 需 要 R 中 子 集 的 Hausdorff 测度 以 及 容 
度 的 概念 . 

设 AXR WER. 对 de [0,n], > 


Ha(A) = Calim inf {ord : A C Bn (zi), Tri < e} 


这 里 Cu = T% /r(4 +1), 而 B (1) 表示 中 心 为 x 、 半 径 为 > 的 开 球 . Ha( A) 
A AW d 46 Hausdorff 测度 .从 定义 可 见 , 若 4 H Lebesgue 可 测 ， 则 H(A) 
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就 是 4 的 Lebesgue WRF. A 的 Hausdorff 维 数 定义 为 
dim (A) = inf{d > 0 : Ha(A) = 0}. 


下 面 介绍 R" 中 紧 集 K 的 容 度 的 概念 . X g> 1, K 的 gq- RE CK) 定义 
为 


Ca(K)=int f [Volt dv : 6 € CPR), ote K MRAR = 1}. 


当 g = 2 时 ， Co(K) RA K 的 Newton RE R” 中 紧 集 的 Hausdorff 测度 与 
它 的 g- 容 度 之 间 存 在 以 下 的 关系 (W D. R. Adams 与 N. G. Meyers 的 论文 ， 
Indiana Univ. Math. J., 22(1973), 873-905. ) 

定理 2.10 KK AR WHATS 1<q<n. WA 

(1) # Hp—q(K) < œ, HRA CK) =0; 

(2) 4 Hn-q+e(K) > 0 Mt c > 0 成 立 ， 则 C,(K) > 0. 

今 设 M 是 3" 的 一 个 区 域 ， 9 = u? AM 的 共 形 度量 ， 则 可 定义 M 
上 的 以 PP 为 极点 的 “Green 函数 ” G 如 下 : 


G =u(P)?- lu-!G,o, (6.2.8) 


其 中 Go 是 以 P 为 极点 的 关于 S” 上 的 标准 度量 g, 的 共 形 Laplace AF 的 Green 
函数 . 

定理 2.11 设 M 为 5" 的 子 区 域 ，g = wr-?g AM 上 完备 的 共 形 度量 . 
Mi G 是 以 P 为 极点 的 关于 9g 的 共 形 Laplace 算 子 的 最 小 正 Green 函数 , A 
G=G, HF G Xm. IA C2(8M) =0, H d(M) > dim (3M). 

证 明 可 以 认为 P 是 5S" 的 北极 . BY: SP} 一 R 为 球 极 投影 . 为 
证 C2(0M) = 0, 只 需 证 Co(W(OM)) = 0. 由 于 G 为 最 小 小 正 Green 函数 ， 故 
G = lim G, 而 Gx 满足 


LGk =p, 在 Uk 上 ， 
Gxlav, = 0, k=1,2,--- 


其 中 Ui 为 M 的 一 列 穷 举 有 界 区 域 . 设 Gh = |W“ GoW! H Y(U) {Pk} = 
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Nk 上 关于 R” 的 欧 氏 度量 的 Green HX, NWA 

AĜ; = 0, ERQE, 

Gxlan, = 0, 

Gk (00) 一 Cas 
XE Cr 是 仅 与 n 有 关 的 正常 数 .， 上 述 最 后 一 个 等 式 的 成 立 是 因为 有 (6.2.8), 
在 北极 的 邻 域内 ， 下 面 的 渐 近 展开 式 成 立 : 


G=C,(1-2"t)-"*# + 011 -—2"*), 
其 中 z" 是 zeS" CR 的 第 n 十 1 个 坐标 .直接 计算 可 得 
= |W" Go oW =a4+O(r™), (6.2.9) 
|VG| = O(r-"), (r 一 oo) (6.2.10) 
现在 补充 定义 函数 Gy 在 Ui 之 外 的 值 为 0. 令 7 为 如 下 光滑 的 切割 函数 : 1 =1 


Æ B CR E, n=07ER"\B E, HO<n <1. MW R>1, 定义 


T 


gmk(z) =n ($) L- Or êa), 
可 知 在 (8M) 的 一 个 邻 域 上 ， dre = 1. 此 外 ， 
li 
mf [VoR,rl’ dz 


= oe (R)a-cner +s el 
20-1 R7? n — C2 4)Vn ( =): .VG. 


Bor\Br 
根据 (6.2.9), (6.2.10), 上 式 右 方 第 一 和 第 三 个 积分 在 R 一 co 时 的 阶 为 O(R1-"). 
另 一 方面 ， 第 二 个 积分 不 超过 
ome J VER de= op f ge ds = O(R™?). 
人 IVR k|? dr 一 0, 
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这 就 证 明了 C2(8M) = 
由 于 C2(OM) = 0, 定理 2.10 断言 dim(OM) <n-2. S q > —5d(M), FFE 
Suo G4 dg < œ. AA G = G, 这 等 价 于 


i uP~4 dup < œ, 
M 


这 里 p= 2n/(n—2), 而 dvo 表示 g, 的 体积 元 . 现 以 nrl) 表示 M 上 的 一 族 切 
FR, HE ne =1 Æ BR(P) E, ne =07E M\Bor(P) 上, 这 里 Br(P) 表 
示 中 心 在 P, 半径 为 R 的 关于 度量 g 的 测 地 球 ， 我 们 还 要 求 |Vna| < 2R7*. 以 
Von 表示 nr 关于 度量 g, 的 梯度 ， 于 是 


[Vona] = u*=?|Vnal. 
S s =n- 7q, TÆ R> œt, RNA 
f |VomaR dvo < er | ur dug — 0. 
M M 


这 里 已 经 用 到 M 是 完备 流 形 这 一 条 件 ， 现 在 注意 ， 1 一 na 可 以 用 来 估计 OM 
的 S- 容 度 ， 从 而 Cs(OM) = 0. 再 由 定理 2.10 ， dim(9M) <n- s = 号 2g. $ 
q 一 p(M), 即 得 dim (0M) <d(M), 这 就 证 明了 定理 2.11. 

定理 2.12 设 M 为 Sn" 的 子 区 域 ，9 = uz-29 AM 上 完备 的 共 形 度量 ， 
使 得 曲率 有 界 , 并 且 数 量 曲率 R, 关于 9 具有 有 界 的 梯度 . 令 6(z) =dist(x,0M), 
这 儿 的 距离 由 g 所 诱导 . 那么 存在 某 常 数 C > 0 使 得 


u(x) > csla) "=F, vz € M. 


证 明 it P eM. A 5"\{P} 共 形 于 R", 通过 球 极 投影 ， 可 以 将 度量 拉 
回 到 R”, 使 得 在 欧 氏 坐标 系 下 ， 


_2 
gij = vo ij. 


ER, v9 正好 是 欧 氏 度量 ， 特 别 地 ， 它 的 数量 曲率 为 0. 于 是 Lov’ =0, 
这 里 Ly X g 的 共 形 Laplace 算 子 ， 因 (M,9) 完备 ， 且 有 有 界 的 曲率 ,此 外 Rs 
的 梯度 也 为 有 界 ， 我 们 仿照 第 一 章 中 关于 正 调和 函数 梯度 估计 的 证 明 方 法 ， 类 
似 地 证 明 

lV, logy] < C. 
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如 关于 欧 氏 度量 求 v 的 梯度 ， 即 得 
|Vov| = v|Vo log v| = v7*# |V v| < Cur3. 


这 样 就 得 到 [Vov =) < C. 现在 ， 对 任意 z€ MCR", 用 + 表示 连接 z 与 
OM 的 线段 (这 里 将 M 等 同 于 在 球 极 投影 下 M 的 象 )， 上 述 梯度 估计 给 出 ， 
对 任意 点 y € 7?， 

v(x) = < Ci(z) + v(Y) =. 


由 9 的 完备 性 ， 即 得 
7 的 9 BE = [eo dt = +00. 


Y 
所 以 存在 一 列 yi E y 使 得 v(yi;) > co, 由 上 面 不 等 式 ， 即 知 
v(x) > C5(x)~ F. 
最 后 注意 g =P? dx? = uP ?2g ,与 dz? 在 9M BRASH. 因此 也 有 


u(x) > C(x) =. 


这 就 证 明了 定理 . 


6.3 ”局 部 共 形 平坦 流 形 在 S 上 的 嵌入 


本 节 证 明 相 当 一 大 类 局 部 共 形 平坦 流 形 等 价 于 S 上 的 区 域 . 建立 这 个 结 
论 所 需 的 主要 条 件 是 ， 要 求 在 上 节 引 进 的 不 变量 dM) 充分 地 小 .结论 如 下 : 

定理 3.1 i (M,9) An 452% Riemann 流 形 ， 8: M — 5" 为 共 形 映 
St. 假设 对 n > 5, 数量 曲率 R > -C ; M4n=3,4H, |R| <C. # 


dM < 2 


那么 6 是 M 与 6(M) CS” 之 间 的 一 个 共 形 微分 同 胚 . 此 外 ，66(M) 的 Newton 
容 度 为 0. 

显然 要 证 $ 为 微分 同 胚 ， 只 需 证 明 它 是 单 射 . 注意 ， 共 形 映射 5 的 存在 性 
已 经 蕴含 (M,9) 上 最 小 正 Green 函数 的 存在 性 . 这 可 从 命题 2.4 的 证 明 过 程 中 
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LA). Hk PeM, G 表示 以 P 为 极点 的 共 形 Laplace AF L 的 最 小 正 Green 
函数 ， 如 命题 2.4 的 证 明 ， 定 义 


G=|6| Goo, 


其 中 Go 是 S” 上 共 形 Laplace HF Lo 的 以 y = O(P) 为 极点 的 Green BR. 已 
经 知道 G wee 
LG= 》 IPQ F dq, (6.3.1) 
QESH (y) 

因此 为 证 WAH, 只 要 证 G =G. 

证 明 G = 玖 的 途径 是 考虑 函数 v = G/G, 然后 证 明 v = 1. 为 此 ， 先 注意 如 
下 事实 . 

引 理 3.2 ”函数 v = G/G 关于 度量 5= Gg 是 正 调和 函数 ,在 以 P AL 
的 法 坐标 下 ， 


v(x)=1+h(z), he C” Hh = O(|z|"7?). 
此 外 ，5 是 平坦 度量 . 


WEA 先 证 7 是 平坦 度量 . 注意 G g, 是 5S"\ {y} 上 的 平坦 度量 .事实 
E, Ær: 9 \ {y} 一 R” 为 球 极 投影 ， 则 


n*(dx*) = G5? g, 
这 表示 Glo, FET R 的 欧 氏 度量 ， 此 事实 留 给 读者 自己 验证 . 现在 
B* om (dz?) = $*(GP ?g,) 
= (Go (0) f)?-*G* g, = (Go (0) D)P-?|D'|?g 


—2 2 
Gg =G, 


因此 通过 映射 oD, 5 局 部 等 距 于 欧 氏 度量 . 
其 次 要 证 明 v 是 调和 的 ， 即 
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事实 上 , 我 人 有 5= Gg = (S)? g, 故 由 共 形 Laplace 算 子 的 共 形 不 变性 
( 见 (6.2.2))， 在 MAN\{P} E, 


Lav = LG =0. 


男 一 方面 ， 由 最 小 Green 函数 G 的 结构 ( 见 命题 2.4 的 证 明 ) 可 得 G < G, & 
O<v<l, 这 表示 v EP RRR, BERA M 上 是 调和 的 . 
注意 ， 通 过 共 形 形变 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 假设 , 在 P 的 邻近 ， Rg > 0， 
从 而 对 工 可 应 用 极 大 值 原理 . 根据 极 大 值 原理 ， 以 及 在 P 点 邻 域 G 与 G 的 性 
质 , 可 知 在 P 的 邻 域 ，G < (1+e)G 对 任意 s > 0 成 立 ( 见 第 二 章 附 录 (A.1)). 
于 是 
v(P) = lim G(z)/G(z) = 1. 


现在 , Hv=1+h, M] G -G= hG, H L(hG) =0 € Bs(P)\ {P} ERAZ. 但 
hG = O(|x|)G = O(|z[-"), 故 己 为 可 去 奇 点 ( 见 第 五 章 定理 3.5 的 证 明 ) 这 表 
明 hG 实际 上 是 光滑 的 ， 从 而 h = O(\2|"-?). 

引 理 3.3 i (M,g) 是 完备 的 ，$ : M 一 5" HHH, Xit Ro >-C 
对 某 个 常数 C 成 立 ， 则 


jim (sup{G(2) : p(x, P) > 0}) =0, 


其 中 p(-,-) 表示 g- 距离 . 
证 明 由 命题 2.5， ygG?dv < oo, 故 


li G? dv = 0. 
5 一 oo J 
因此 定理 的 证 明 归结 为 建立 如 下 的 估计 : 
1/p 
G(x) <C (/ GP i , Yz € M \ Bo(P). (6.3.2) 
Bi(z) 


首先 注意 ， 由 Sobolev 不 等 式 ( 见 定理 2.2 ), IHE $ € CH(M \ Bi(P)), 
有 


2/p 
( J JP av) <a(s) f (VAP taR CE 
M M 
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其 中 Re 表示 R 的 正 部 . G 所 满足 的 方程 以 及 RR 的 下 界 可 以 推出 ， 存 在 某 个 
常数 C, 使 
AG — aRyG > -CG. 


H q > 2n/(n—2) =p 为 常数 ， 上 述 不 等 式 乘 以 GIE, 再 进行 分 部 积分 ， 就 得 
到 


(g— 1) f g2G9 |VGI dv +a J G1 R4 dv 
M M 
<2 f 6G" |VA||VG| dv +C f G%¢? dv. (6.3.4) 
M M 
注意 ， 对 任意 a > 0, RITA 
2 J 4Ge-ivelycluo < a / 4?G1-2|VG dv 
M M 
+5 f |Vgl Gas dv. (6.3.5) 
M 
在 (6.3.5) PO a =q - 2, KG (6.3.4) 即 得 
f (¢°G1?|VG]? + aR4¢°G?) dv 
M 
we 2G4 2G d 6.3.6 
< | Iercrw+e | a v. ( ) 
在 (6.3.5) HA a = 1, 再 由 (6.3.6), RA 
2 f $G2-|V4||VG] dv 
M 


< | vepcrdo+c f ¢’G4 dv. 
q-2Jmu M 


f [VOC + ander] ae 
M p 
< i (vero: + qlVel|VG|oG7* + Ze Gt |VGP +aR,06") dv 
M 


< aq’ I: (Vo? + ¢?) G° dv. (6.3.7) 


. 254 - 第 六 章 局 部 共 形 平坦 流 形 


应 用 Sobolev 不 等 式 (6.3.3) ， 我 们 有 


p 2/p 
| f (2o?) do| < Cg? f Ge (|Yg + ¢) dv, (6.3.8) 
a M 
其 中 OES qa 无 关 的 常数 ， 下 面 将 按 如 下 的 方式 ， 
go =p =2r, qk = qor*， 其 中 7 = — 
重复 应 用 (6.3.8). 


定义 一 列 切割 函数 如 下 . E ao = 1,ak =1- 2 3-*1(k > 1). 对 每 个 ,要 
RAX 加 € CSM) 满足 


l, y € Ba, (x), 
bk = 
0, y g Boyi (x), 


0 < oe <1, [Vek] <2-3%. 


反复 应 用 (6.3.8), BA 


ab- 
Qk 二 1 
f ama 
Bags 


2) 1/qk 2k+2 1/gx qk ue 
< (Cak) '™ (4-37**? + 1) C 
By 
k 1/p 
< [[ (Cr?) 1/pr’ (/ GP av) 
jal Bı 


4 k> oo 时 ， 上 述 乘积 收敛 ， 故 得 
1/P 
sup C(y)<C (/ G? i é 
YEB, (2) Bi(z) 
这 就 完成 了 证 明 . 


引 理 3.4 存在 常数 C > 0, 使 得 对 任意 $ € C8 (M \ {P}, 


f ¢7|V log Gl? dv < cf (¢°|V log G|? + |V¢]|?) du 
M M 
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证 明 除 极点 外 ， 我 们 有 


AlogG = G ‘AG - |VlogG|? 
= aR, — |VlogG|? 
= G'AG - |V log G}? 
= AlogG + |V logG|? — |V log G|?. 


上 式 乘 以 P, 再 分 部 积分 ， 可 得 
f ¢7|V log G|? dv 
M 
< | IV logGP dv +2 | Vo- V (logG — log G) dv. 
M M 
应 用 Schwarz 不 等 式 ， 我 们 见 到 ， 存 在 C > 0 使 得 
f ¢?|V log G|? dv < C f (¢°|V log G|? + |V¢|?) dv. (6.3.9) 
M M 


定理 3.1 的 证 明 ”我 们 只 需 证 明 v = G/G = 1. 以 下 我 们 在 某 个 量 或 某 个 
算 子 上 方 加 上 短 划 “ - ”， 表 示 它 们 是 关于 度量 5= Og HERAT, 这 里 的 
度量 5 就 是 引 理 3.2 的 平坦 度量 . 

Ay q = 2(n 一 2)/n. 先 证 存在 常数 C, MEER $ € CPM), 成 立 


f p° |Vv] TVu]? dug < cf [V| Q" |V]! dog. (6.3.10) 
M M 
由 于 了 平坦 上 且 Av = 0, 直接 计算 表明 

AlVo|? = 2|V Vv}? (6.3.11) 


再 注意 
|VVoP > ——[V|Voll?, 


故 对 任意 gq > 0, 由 (6.3.11) 可 得 
3 Z ee — 2) — en 
Alvwvul? = a [Vo] AVe]? + dD vu 


n Senne Mee reas 
>q (5 ta-2) [Vo] Vvv], 
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BU q > (n 一 2)/(n 一 1), 我 们 得 到 
AlVol? > Cal Vul? Vol |? 
首先 考虑 ge CS (M\ {P}) 的 情形 ， 对 上 式 乘 以 2, 再 分 部 积分 ， 就 有 
[aleve Vole? do 
M 
< Ci f PAo dvg 
< 29657 | oloo] dug 
M 
应 用 Schwarz 不 等 式 ， 即 得 
| $2|TIToll Tl? dog < C! f [To]? |Tv]! doz. 
M M 
再 把 右 方 积 分 变换 为 关于 度量 g 的 相应 积分 ， 于 是 对 g= 2n- 2)/n (>(m- 
2)/(n 一 1) 当 n> 3 时 )， 即 得 相应 不 等 式 (6.3.10). 
MEER, X o ECM), (6.3.10) 对 yro 成 立 ， 其 中 y, 是 切割 函数 使 得 
在 B,(P) E, yY. 三 0, 而 在 M\ Bo,(P) 上， 三 1, 且 0<w <1. 此 外 还 满 


JE |Y 加 | < 2r. 这 里 r > 0 充分 小 使 得 Br(P) 关于 9 是 半径 为 + 的 测 地 球 . 
Xt Yro 应 用 (6.3.10) ， 即 有 


J RENIN do 

M 

< c f Val? VulG" du + Ce f pv Tv GY dv. 
M M 


当 7 一 0 时 , 最 后 的 积分 有 阶 Olr?) 一 0, Be (6.3.10) 对 任意 的 ge CS°(M) 
BO. 
下 面 将 证 明 ， 


f, oe NI dvs 
Bp (P) 


< Cp? G° (1+|VlogG|?) dv, (6.3.12) 
Bap(P)\By2(P) 
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其 中 p > 0 充分 大 ， C 为 某 常数 .我 们 将 利用 (6.3.10). 注意 
Gv = |VG -GG ‘VG 
< C(IlvGl + GV log Gl). 


HAR o E€ CY(M) 使 6=1 在 Bp(P) 上 ,$=0 在 M\B2p(P) 上, 0<¢<1 
E |V9| < 207}, 则 (6.3.10) 右 方 被 


co f (|VG|? + GV log G|?) dv 
Bop\Bp 


所 控制 ,由 于 qa < 2, 
IvYGl < C (G9 + Gt?|VG|*) = CG? (1 + |V log G|?) . 


MUSA (6.3.11) 可 得 P 


leis 


p 


. [Vo] 7|V|Vol|? dug 


< Cp? GY (1+ |V log GI? + IV log GI?) dv. 
Bap\Bp 


为 证 (6.3.12) ， 在 引 理 3.4 PS 6 = YG, XE y ce CH(M \ {P}). 于 是 
即 得 


f Y?G1|V log G|? dv 
M 
< C | (v?G4|V log GP + IV (G14) 2) dv 
M 
< cf (b?|V log G|? + |Vp|?) GY dv. 
M 


适当 选取 切割 函数 Y, 我 们 就 容易 从 以 上 两 不 等 式 导出 (6.3.12). 
下 面 一 步 要 证 明 佑 计 


f [VvV Vv]|? dv < oe | GY dv, (6.3.13) 
Bo M\Bo/4 


其 中 qi =q = 2(n—2)/n (n#4),n € (5: 1)(n = 4). 
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首先 考虑 n> 5 的 情形 ， 此 时 g > 1, 再 由 Ry > -C 可 得 
AG > -aCG， 在 M\{P} 上 . 
将 此 式 乘 以 好 Go 而 o E CP*(M \ {P}, 再 由 分 部 积分 法 可 得 
Ge-alVGl2d2dogacC 人 Ga (|V|? + #2) dv. 


适当 选取 $ 并 利用 (6.3.12) ， 这 就 证 明了 (6.3.13). 
再 考虑 n= 3 的 情形 ， 其 中 g = 2/3. 因 |R| < C， 
AG <aCG, EM \{P}E. 
再 乘 以 适当 的 GI 后， 分 部 积分 给 出 
(ee f GIVI dv 
M 
<2 f 6G" |VAl|AG| dv + aC f G1¢? dv, (6.3.14) 
M M 
同样 可 得 (6.3.13). 
对 n = 4 的 情形 ，g = 1 此 时 不 能 用 (6.3.14). 但 可 取 q <1, 再 应 用 引 理 
3.3 ， 可 知 G 在 MM\ Bi(P) LAR. 注意 ， 以 @ RE q, (6.3.12) DRES. A 


此 以 qn 代替 (6.3.14) 中 的 q, 我 们 仍然 能 导出 (6.3.13) ， 这 就 建立 了 (6.3.13). 
现在 可 以 证 明 v= 1 了 . 由 假设 


_ 2 2(n -2) _ 
p(M) = sdM) < Sg, 
故 存在 qi > p(M) 以 及 qi 一 p(M) 使 得 
f GË dv < œ. 
M\ B: (P) 
令 i 充分 大 使 g; < q. 再 由 引 理 3.3 ， 即 得 
f G9 dv < 097%: f Ge dy < 0, (6.3.15) 
M\ Bı (P) M\ Bı (P) 


其 中 C 为 G 在 MAN B (P) 上 的 最 大 值 . 结合 (6.3.13) 4 (6.3.15), BS p> 00, 
可 得 


|Vo| = const. 
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又 因 


[Vol|(P) =G '|VG — vVG|(P) =0, 


故 Vo =0, B} v = 常数. 但 v(P) =1, Kv =1, MRE T $ AHEM E. 
Ela, C2(06(M)) = 0 是 定理 2.11 的 推论 ， 从 而 我 们 完全 证 明了 定理 3.1. 
假如 我 们 在 定理 3.1 中 假设 R。> 0, 那么 条 件 d(M) < (n— 2)?/n 并 非 必 

要 . 但 要 得 到 这 样 的 结果 ， 还 必须 利用 以 下 形式 的 正 质量 定理 . 

正 质量 定理 it (M,g) 为 完备 的 Riemann 流 形 ， 满 足 R; > 0, 又 设 M = 

Mo U Mæ, 其 中 Mo 是 完备 流 形 ， Me 是 一 个 阶 为 n 一 2 的 渐 近 平坦 的 末端 ， 

且 在 渐 近 坐标 系 下 ， 


Jij = (1 + Aly|?™) dij + has, 
hig =O (ly "), Ohij = O (ly) , hiz = O (y=). 


HBA AO. 

注 与 第 五 章 定理 3.7 的 假设 相 比 较 ， 此 处 的 差别 是 ， Mo 的 条 件 是 以 完 
备 代替 紧 性 . 

定理 3.5 设 (M,g) 为 完备 的 Riemann 流 形 , WER, > 0. MRS: M— S” 
为 共 形 映射 ， 那 么 S HMA OG(M) 的 Newton 容 度 为 0. 

证 明 ”类 似 于 定理 3.1 的 证 明 ， 只 需 证 明 G = G, 此 处 G 是 以 Pe M Ak 
点 的 最 小 正 Green 函数 , 而 G 是 Sr 上 (以 B(P) 为 极点 ) 的 Green 函数 的 拉 
E. 在 引 理 3.2 中 已 证 5= 8* on(dzx?). 

注意 ， 度 量 了 未 必 完 备 ， 央 为 G 在 无 穷 远 处 趋 于 0. 所 以 不 能 将 正 质量 定 
理 直 接 应 用 于 7 而 代 之 以 Je = (G+e)? 9, 后 者 当 es > 0 时 显然 是 完备 的 ，75。 
的 数量 曲率 是 


R: =a '(G+e)'L(G +e) 
a`! (G +e)? leRo 


0. 


V 
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这 样 对 。 > 0, 正 质量 定理 可 以 应 用 于 Je 现在 
Je = |(G +e)/G) 5 
= (v + ay &* on? (dz?) 
= $* on* (v?? dz”), (6.3.16) 
此 处 v= G/G 由 引 理 3.2 是 光滑 的 ， 而 ve 是 定义 在 R” 无 穷 远 的 某 个 邻 域内 ， 
满足 
Gr on*(ve)=uteG `. 
但 由 引 理 3.2, v(z) =1+A(2),h € C>, h(x) = O(|2|"-?), BA (6.3.16) ， 在 由 
mo®: Bs(P)\{P} > R” \ Be 定义 的 坐标 系 ， 度 量 ge 满足 
Jeij = VP’ Sij 
= (1 + Aely|?~”) 0:3 + hij, 
其 中 he = Olly”), Ohe = Olly), Phe = Olly). 故 从 正 质量 定理 ， 
A, >0(e > 0). Fe 0, & 
Jij = uP? Si; = (1 + Aly|?~”) 0:3 + hij, (6.3.17) 
而 4>0. 
现在 回忆 ， 在 新 的 渐 近 平坦 坐标 内 ， v(y) <1 = lim oy), H v(y) 关于 欧 
氏 度 量 为 调和 函数 ， 因 此 可 比较 函数 1 一 v(y) 与 ly”, 它们 在 球 BR 之 外 均 为 
调和 函数 ， 由 此 可 知 


2 一 也 


1 — h(y) > min(1 — v) |$ 
但 这 与 (6.3.17) FE, RIE v(y) = 1, 至 此 我 们 证 明了 v = 1, RE, C=G, 
从 而 证 明了 定理 3.5. 
6.4 ”局 部 共 形 平坦 流 形 的 拓扑 


我 们 先 介绍 Klein 群 的 概念 设 CO, 为 S" 的 共 形 变换 群 的 子 群 。 工 
称 为 在 点 Pe S 是 真 不 连续 的 (properly discontinuous) ， 如 果 以 下 条 件 均 被 满 
足 : 
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(i) 迷 向 子 群 Tp = {ye T:7(P) = P} 是 有 限 的 ; 

(ii) 存在 书 的 一 个 邻 域 DT, 使 得 7(D) = U, Yy € Tp, UR Y(U)NU = Ø, Vy € 
I \Tp; 

(iii) 对 于 不 在 同一 条 T- 轨道 的 任意 两 点 x 与 y, 存在 r 的 邻 域 U 与 y 的 
邻 域 V, RAUNT (V) =Ø. 

我 们 把 QT) = {Pe 5" :本 在 P 是 真 不 连续 的 } RAT 的 不 连续 区 域 . 显 
BR, QL) eS” EBT AE WIR. 

定义 4.1 ET HC WTR, 4 QL) 40, N T A Klein 群 . 

不 难 证 明 ， 任 何 Klein 群 总 是 离散 的 ， 且 至 多 是 可 数 的， 其次， 我 们 定义 


A(T) = {zx € 9” : Iys ET 及 ye S" 使 得 yr(y) > r} 


AT 的 极限 集 ， 它 是 T 的 极 小 闭 不 变 子 集 . 若 卫 是 Klein 群 ， 且 A(T) 不 超 
过 两 个 点 ， 则 T 称 为 基本 群 (elementary group). 

RET AMEE 2(T) E, Br ERT) 内 无 不 动 点 ， 则 Q(T)/T 便 是 
一 个 局 部 共 形 平坦 流 形 ( 可 能 不 连通 )， 下面 的 结果 表明 ， 有 一 大 类 局 部 共 形 平 
坦 流 形 就 是 2(T)/T 的 形式 ， 其 中 r Klein 群 . 

定理 4.1 设 (M,9) 是 n 维 完备 局 部 共 形 平 坦 流 形 , 满足 以 下 两 条 件 之 一 ; 

(1) 当 n > 5 时 ， R AFR; 而 当 n = 3,4 时 ， |R| 有 界 且 dM) < 
(n—2)?/n; 

(2) Ry >0. 
KA, M= M ( 即 和 乐 覆盖 正好 是 万 有 覆盖 ), 展开 映射 O: M 一 5" 为 单 射 ， 
和 乐 表示 p: mi(M) = Cn 为 1-1 表示 , HT =p(m(M)) HC, 的 离散 子 群 . # 
M 为 紧 流 形 ， 则 =M) 为 也 的 不 连续 区 域 HM = R/T. 

证 明 对 和 应 用 定理 3.1 或 者 定理 3.5 ， 可 知 展开 映射 S: M 一 5" 为 单 
射 ， 这 表示 和 乐 覆盖 M 就 是 万 有 覆盖 M, 因此 p 为 单 射 . 令 2 = O(M), 注意 
T =p(m(M)) 在 2 上 的 作用 是 真 不 连续 的 ， 这 是 因为 在 映射 SZF, TWE 
HRF mi(M) 在 M 上 的 作用 , 而 m(M) 在 M 上 的 作用 是 真 不 连续 的 .这 
就 证 明了 T 是 Klein 群 ， 从 而 它 为 Cn 的 离散 子 群 . 

因为 2(= SAD 在 古 下 是 不 变 的 闭 子 集 , 故 A) C aN, 从 而 2(T) C 2. 
MZ, ce 80, We 的 任意 邻 域 必 与 一 个 紧 的 基本 区 域 C 的 无 穷 多 个 
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平移 相交 ， 从 而 098 CAT) 因此 aN = A(T), 且 R= RI). LA R=), 
而 有 ASIA, WRA M = O/T. 这 就 完成 了 定理 4.1 的 证 明 . 
对 Klein # I’, 现 引 入 指标 为 6 > 0 的 Poincaré RR 如 下 : 


S ræ), 
yer 


再 定义 


6(T) = inf{6 > 0 : |Y (2) < 00, Vr € S"}. 
ver 


下 面 是 Patterson 5 Sullivan 的 结果 . 
定理 设 d(4) = dim A(T) X Klein 群 卫 的 极限 集 A(T) HARM. BR 
是 基本 的 ， 则 
6(T) = d(A). 


由 此 定理 可 得 

定理 4.2 设 (M,g) 为 紧 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 又 设 展开 映 射 $ : M 一 Sn 
和 p :mi(M) 一 Cn 均 为 单 射 , ET = p(m(M)) 不 是 基本 的 , 那么 dM) = d(4). 

证 明 只 要 证 d(M) = ôl). 注意 ， 在 定理 的 假设 下 ， 可 以 认为 M 为 Sn 
的 一 个 区 域 ， 而 9 = ug, 其 中 为 三 不 变 的 正 函 数 . 

PEM, ii Oy P FBR, LEE q> 0， 


f GY du < œ, 
M\O 


这 里 G 是 M 上 以 PP 为 极点 的 最 小 正 Green 函数 ， M Fc 用 是 基本 区 域 且 
OCF. 于 是 有 
5 GI(y(x))dv < œ. (6.4.1) 
yET,yžid F 


回忆 T 的 作用 是 等 距 的 ， 故 G(y(z)) = Gy(z), 此 处 Gy(z) 为 以 yP) 为 极 
点 的 M 上 的 最 小 正 Green 函数 . Wb, MAP BW, ARS G, 的 极点 ( 
7 关 id )， 故 由 Harnack 不 等 式 ， 存在 常数 C > 0, 使 得 


max Gy < C min Gy, vy ET\ {id}. 
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这 表明 (6.4.1) 等 价 于 
>》，G9(z) < 00, Vee F. 
yer \ {id} 
SEV G 表示 ($",9,) 上 以 P 为 极点 的 共 形 Laplace HF 的 Green 函数 ， 则 
G(x) = wu(P)?-1u(7x)-1G(x). 于 是 (6.4.1) 也 等 价 于 
u(y(x))~4 < o0, 
yET\{id} 
这 是 因为 G 在 S$* 上 的 下 界 是 正 的 . 由 于 7 是 关于 9 的 等 距 ， 我 们 有 
uP*9, = gy"g = 7" (ur 9,) 
= u(y(2))P-7|y'?9,, 


2—n 


u(y(z)) = u(x) (s)| =, 


从 而 (6.4.1) 等 价 于 


DW) < oo， 
yer 


这 就 给 出 了 d(M) = 6(L). 

定理 4.3 IW Klein 群 ， 不 连续 区 域 为 2. 又 设 M = 02/T 是 紧 的 . 
那么 存在 相 容 的 度量 9 E Rs > 0 的 充分 且 必 要 的 条 件 为 d(4) < 号 ?2. 

WEAR 先 设 Re > 0. 由 定理 2.8 ，d(M) < 25%, 除非 Xo(M) = 0. Brooks 
的 一 个 定理 ( 见 Comm. Math. Helv., 56(1981), 581-598 ) 指出 ， Xo(M) = 0 
只 可 能 发 生 在 m(M) 为 顺从 群 的 情形 ， 这 样 ， mi (M) 不 能 含有 非 Abel 自由 子 
群 . 但 任意 非 基 本 的 Klein 群 必 含 有 一 非 Abel H HFR, y= m(M) 必 为 基 
本 的 ， 换 句 话说 ， 极 限 集 4 含有 一 或 二 点 ， 所 以 dd) = 0 < 与 2 

反之 , 设 d(4) < F, 我 们 要 证 明 存在 相 容 度量 g HR, >0. 由 于 M 的 紧 
性 ， 由 引 理 2.1 ， 可 以 找到 相 容 度量 9 使 得 在 M 上 有 Ro > 0 或 Ro <0. 在 后 
一 情况 ， 必 有 常数 C > 0, 使 Re < -C. 将 9 提升 到 8, 仍 记 为 9. 那么 它 是 R 
上 的 完备 度量 ， 且 Ry < -C. 令 G 为 以 Pe nn 为 极点 的 (02,9) 上 最 小 Green 
BM, MS 6 = {ze 8:G(z) > 1}, 则 6 是 P 的 一 个 开 邻 域 , 由 引 理 3.3, È 
ARMA. 现 LG = 0, 此 处 工 为 (92,9) 的 共 形 Laplace 算 子 ， 故 


AG < -CG. 
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设 6 > 0, 直接 计算 可 知 
AG**® < —(14+.6)CG"* AT6(1L+6G-I+5IVG|2. 


由 于 9 是 从 紧 流 形 M 上 提升 得 到 的 ， 故 Ric(g) > -C 对 某 常数 C RE. 应 用 
第 一 章 梯度 估计 即 得 在 2\ L E, 


|VG|? < CG?. (6.4.2) 
这 样 ， 若 6 足够 小 ,在 人 \ C6 上 将 有 
从 全 二 CC 


现在 我 们 断言 


Gi? du = oo. (6.4.3) 
MANC 


若 此 式 不 成 立 ， 则 必 有 一 列 半径 pi 一 co 使 

lim Git? do =0, (6.4.4) 

?一 Co 9B。， 
其 中 Bp 表示 以 PAD, p 为 半径 的 测 地 球 ,而 do 为 从 g 诱导 的 OB, 的 面 
积 元 . 将 上 面 式 子 在 Bo \ 6 上 积分 ， 应 用 Stokes 定理 以 及 法 导数 2S > 0 在 
06 上 成 立 ， 即 得 

f 2 gaits da < -C Git? dy, 
OBp, on Bp; \8 

由 (6.4.2), RITA 


| 2 Gite | < CGité ; 


KS 1 — oo, 即 知 与 (6.4.4) 矛盾 . 这 样 (6.4.3) VARAL, HE dM) > 号 2. # 
r 不 是 基本 的 ， 则 由 定理 4.2 ， d(A)=d(M), 故 证 明 完成 . 

Rha 了 是 基本 的 ， 那 么 将 有 以 下 三 种 情形 : (1) AT) 为 空 集 ， (2) AI) 
仅 含 一 个 点 ; BAL) 含有 两 个 点 . 在 情形 (1) TER, 且 M = S"\ 荆 有 标 
准 度量 ， 其 曲率 为 正 ， 在 情形 (2), 并 仅 有 的 无 穷 阶 元 素 必 为 抛物 的 ， 故 必 有 
相 容 的 平坦 度量 g, 当然 有 R = 0. 在 情形 (3), CT 仅 有 的 两 个 无 穷 阶 元 素 必 为 
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双 曲 的 ， 从 而 M 兰 S1 x Set, 此 时 必 存 在 相 容 的 度量 使 数量 曲率 为 正常 数 . 这 
就 完全 证 明了 定理 4.3. 
定理 4.4 设 (M,g) An 维 完 备 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 又 设 存在 正 整 数 
2 < kk <n 使 得 
d(M) < min fn- k1, EL. 


假如 当 n >5 时 ，Rg > -C, 而 当 n=3,4 时 ，|Ro| < C, 其 中 C 为 某 正常 数 ， 
那么 对 i = 2,3,--- _k, 
ri(M) =0. (6.4.5) 


证 明 由 定理 3.1 ， 通 过 展开 映射 ， M 的 万 有 覆盖 M 可 以 看 成 8" 的 一 
个 区 域 ， 而 定理 2.11 指出 ， dim (80) < d(M) <n 一 k 一 1. 为 证 (6.4.5) ， 只 需 
证 明 ， 对 任意 连续 映射 fo : 5; > 0, 它 必 同 伦 于 常 值 映射， 或 等 价 地 ， 存 在 连 
续 映射 f: Bit? 一 OF flops = fo, 此 处 我 们 已 将 S 视 为 单位 球 BH 的 边 
FH. 

由 一 小 的 扰动 ， 不 妨 认 为 fo 是 浸没 GER i<k<n). 由 于 fo(S") c Q, 
而 2 为 3" 的 子 区 域 ， 可 以 延 拓 fo 成 为 浸没 Fo: BH 一 57 使 Fols: = fo. 这 
样 ， 可 以 再 延 拓 Fo 成 为 浸没 下 : BH x BY) 一 5", 满足 


下 (5 四 = 有 (8)，VseSiteE 一 
F(x,0) = Fo(z), Va € BH. 


对 任意 te Be, 4 Bit! = BY x {t}. 利用 Hausdorff 测度 的 可 加 性 ， 知 存 
在 常数 C 使 


f Ho [F71 (3N) N BiH] dt < CHn-i1 (89), 
Br—i-1 


其 中 万 (.) 表示 j 维 Hausdorff 测度 . A dim (3N) < n-k-—1 H i< k, & 
Hn—i-1(02) = 0, 从 而 必 有 加 e Boit 使 


Ho [F+ (8N) N Biz] =0, 


这 表示 
FƏN) N BH = Ø, 


- 266 - 第 六 章 局 部 共 形 平坦 流 形 


R F (Bi) CQ. 由 于 Fleix) = fo 可 见 Flop 即 为 所 求 的 映射 ， 这 就 证 明 
了 定理 4.4. 

定理 4.5 K(M,9) 为 n 维 局 部 共 形 平坦 流 形 , 上 日 对 某 正常 数 ，R > C > 0， 
那么 对 ;= 2,…… ,[2] 一 1， 


Ti( AI ) = 0. 
此 外 ， 假 如 Rol VR| AF, Ric (9) 有 下 界 ， 则 
m(M)=0, i=2, nee 


证 明基 本 上 类 似 于 定理 4.4 的 证 明 ， 为 要 得 到 d(M) 的 上 界 ， 应 当 用 定理 
2.7 5 2.9. 

以 下 我 们 要 讨论 在 局 部 共 形 平坦 流 形 上 ， 调 和 形式 的 消灭 定理 ， 作 为 这 些 
结果 的 推论 ， 我 们 将 得 到 这 些 流 形 的 拓扑 限制 . 

对 于 Riemann 流 形 (M, g), 我 们 用 A?(M) 表示 M 上 光滑 的 p- BR. 回忆 
度量 g 决定 了 Hodge 的 * 算 子 ， 4z(M) A"-?(M), 其 中 n 为 M 的 维 数 . 车 
d: AP(M) 一 AP**(M) 为 一 外 微分 算 子 ， 则 6 = (一 1)"*P-Dtlx qdx: AP+1(M) 一 
AP(M) È d 的 关于 形式 的 内 积 的 伴随 算 子 ， 该 内 积 由 度量 g 诱导 . 调和 形式 w 
是 方程 

dw=0, dw=0 
的 解 . Æ M 的 维 数 n= 2m, 则 * 算 子 在 中 间 维 是 共 形 不 变 的 , 即 * : A™(M) 一 
A™(M) 对 一 切 共 形 度量 5 = pg 是 相同 的 ， 其 中 pe C™(M),p > 0. 这 就 说 明 
对 we A" (M), 方程 bw = 0 是 共 形 不 变 的 . 所 以 ， 若 we 4m 关于 度量 9 为 调 
和 形式 ， 那 么 它 对 了 = pg 也 是 调和 形式 . 
Sit we A?(M), 在 局 部 坐标 下 ， 我 们 有 
W = Qi, ipd" A- Adz”. 
于 是 有 以 下 的 Weitzenböck 公式 (W, H. Wu ) 
Alu)? = [Vu]? + pF(w), (6.4.6) 
其 中 A,V,|-| 都 是 对 M 的 Riemann 度量 g 而 言 的 ， 而 
Fw) = Rya? wal + PL p pattie okt 


i2ip 2 vip’ 
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大 9 为 共 形 平坦 度量 ， 则 Weyl 张 量 为 0 而 


l 1 | : 
Rin = 5 (Rjikði 一 Ryd 一 gir Ri — gi Rh) 


1 p : 
Rg (gijk6! — 915%) . 


~ (n= 1)(n—2) 
由 此 可 得 
F(w) = AP Riyal? rad 十 a a Palo (6.4.7) 


从 (6.4.7) 可 以 导出 Boarguignon 的 下 述 结果 ， 

定理 4.6 设 (MX,9) 为 2n 维 紧 的 局 部 共 形 平 坦 流 形 ， 且 Rs > 0. 那么 M 
没有 非 零 的 调和 m- 形式 ， 因 此 m- 阶 Betti 数 bm = 0. 

证 明 若 在 (6.4.7) Pp =m=n/2, 则 含有 Ricci 曲率 的 那 项 为 0 Mit 


m!(m — 1) 


2 
= 一 一 一 一 一 一 一 > 0. 
te) =o ome Oy er 
于 是 从 (6.4.6) , 
1 2 2 m-m! 2 
三 = = 0. 
z Ale] |Vw| + IEE sll >0 


由 于 M 是 紧 的 ， 故 lwl? =const, XA R > 0, 故此 常数 必 为 0 Bw = 0. 

下 面 给 出 上 述 结果 的 一 般 化 . 

定理 4.7 设 (M,g) 为 2m 维 完备 的 局 部 共 形 平坦 流 形 ， 且 对 某 个 C 有 
R,>C>0. Mik R,,|VR | HAR, H Ric(g) ARR, WE M 上 任意 的 有 界 
调和 m- 形式 必 恒 为 0. 

证 明 通过 提升 至 万 有 覆盖 ， 可 以 认为 M 是 单 连 通 的 . 由 定理 3.1 ， 还 可 
以 认为 M 是 5S" 的 一 个 区 域 ， 而 9 = ug, 其 中 g 为 38" 的 标准 度量 . 

今 设 w 为 (M,g) 的 调和 m- 形式 .根据 对 中 间 维 数 的 调和 性 的 共 形 不 变 
H, v 关于 度量 g, 也 是 调和 的 ， 所 以 只 需 证 明 w Æ (S, g) 上 是 弱 的 调和 形式 

( 即 它 在 弱 意 义 下 满足 dw = 0, 6w = 0). 因为 由 椭圆 方程 的 正则 性 理论 ， w 可 

以 光滑 地 延 拓 到 整个 S MRA (S",9,) 上 真正 的 调和 形式 . 因为 8™(5") =0, 
或 应 用 定理 4.6 ， 即 得 w = 0. 
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为 证 w 在 S" 上 为 弱 调 和 ， 需 要 一 些 估计 首先 注意 
w A #w = |u|? dug = lolz, dug,» 


其 中 


vlg, = wig uP < Cw. 
w 的 弱 调 和 性 等 价 于 下 式 成 立 : 
f d) Aw = f SEAw, Yn € A™1(M),€ € A™+(M). (6.4.8) 
Sn Sn 


今 设 OE CH(M) 为 任意 切割 函数 ， 使 得 在 9M 的 一 个 邻 域外 ， % = 1. 于 是 由 
w Æ M 上 的 调和 性 ， 可 知 


0= 人 sho= 人 mAnAo+ 人 pinAw (6.4.9) 


[donna < Con ass, belay dva 


< cf |do] g u? dug, 
Sn 
2 2 


<C (/ ldo 7 do) d urt? dig) 
Sn n 
ATi, Æ 2.7 指出 


n+2 
un-2 dug < oo. 
Sn 


对 充分 小 的 正 数 c, 我 们 从 定理 2.9 知 ， d(M) < (1—e)(n— 2)/2, 于 是 由 定理 
2.12, dimðM < (1 一 e)(n 一 2)/2, 从 而 


Cia (3M) =0. 
这 意味 着 ,存在 办 < CH(M), 在 M 的 任意 紧 子 集 上 ， gi 一 致 地 趋 于 1 ,使 得 
f lapr| 3 dvg, > 0. 
Sn 


RE, 在 (6.4.9) PU = de RA, HS k> o, MA 


f dn \w=0. 
Sn 
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同 理 可 证 (6.4.8) WEARS. 这 就 证 明了 w 是 弱 性 调和 的 ， 从 而 也 完成 了 年 
BE 4.7 的 证 明 . 


6.5 与 篇 微分 方程 的 关系 


本 节 将 讨论 下 面 两 问题 之 间 的 关系 : 
(1) 在 区 域 OCS” 上 具有 正常 数 曲 率 完备 共 形 度量 的 构造 的 几何 问题 ，; 
(2) 方程 ， 

Lou = uP", u>O (6.5.1) 


弱 解 研究 的 偏 微分 方程 问题 ， 其 中 Lo 是 关于 S 上 标准 度量 g, 的 共 形 度量 ， 
而 p= 2n/(n — 2). 
我 们 要 研究 方程 (6.5.1) 的 L-1- 弱 解 ,所 谓 Le- 弱 解 以 是 指 w€ LPS.) 
HWE 
Ji (uLod — u?-*6) dv =0, Yọ € C™(S"). 


此 外 ， 我 们 还 要 考虑 微分 不 等 式 
Lou > uP, u20. (6.5.2) 
的 LP?-1- Bi, Ae u > 0, u e LHS") 且 满 足 


| (uLod — uto) dv >0, Yo € C™(S"°),¢ > 0. (6.5.3) 
Sn 


本 节 主 要 结果 如 下 : 

定理 5.1 设 0 为 57 的 一 个 子 区 域 ，g = ur?"?g, AO 上 完备 的 共 形 度 
量 使 R, > 1. 那么 dim(S"\ Q) < 232, u € LHS"), 且 存 在 常数 入 > 0 使 得 
v = Mw 满足 (6.5.3). #9 有 有 界 的 曲率 上 且 Rs = 1, 那么 存在 常数 入 > 0, 使 得 
v= àu 为 (6.5.1) 的 L?-1- 弱 解 . 

证 明 有 关 dim(S” \ 2) < 号 2 的 结论 ， 从 定理 2.11 和 定理 3.5 即 得 . 

为 证 (6.3.5) ， 首 先 注意 在 2 E, 


Lou = aRgu?—! > auU2 1 
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显然 ， 对 适当 的 入 > 0,v= Ww 在 人 满足 
Lov > vt, (6.5.4) 


现 设 nalt) AR’ 上 满足 以 下 条 件 的 光滑 函数 ， 其 中 a > 0 为 参数 使 得 mo(t) =t 
(4t<aht), na(t)= 3a (= t> 2a Ht), WP ni (t) > 0,m4(t) <0,Vt. F 
是 ， 我 们 有 
Lo(na(v)) > ana(v) — ny (v) Aor. 


故 从 (6.5.4), FE QE 
Lo(Lna(v)) > a (na(v) — na (v)v) + n (v)u. (6.5.5) 


现在 断言 ，7a(o) 可 以 光滑 地 延 拓 到 整个 S 上 ,使 得 延 拓 后 的 ma(v) ES" 上 
满足 (6.5.5) ， 因 为 S = 97, 事实 上 , 若 G 为 以 Pe 0 为 极点 的 (2,9) 上 的 最 
小 Green 函数 ， 而 Go 是 (S",9,) 的 Green 函数 ， 则 由 (6.2.8) , 


G = X2-pup-1(PJuo-1G0. 


引 理 3.3 指出 ， 当 z 一 82 时 ， G(x) > 0, 所 以 当 r> On AY, v(x) 一 co. 这 
表明 ， ma(o) 在 OR 的 附近 为 常数 ， 所 以 可 光滑 地 延 拓 . 
其 次 证 明 ve L?-1(S"). 由 定理 2.7 ， 


f G dvg < œ, 
PNZ 
其 中 6 为 己 的 一 个 有 界 邻 域 ， 将 度量 改变 为 g, 即 得 
f ye} dug, < œ, 
0 


此 即 ve L?-1(S"). 
现 将 (6.5.5) RLA o E C™(S”), 6 > 0, 再 由 分 部 积分 法 ， 可 得 


f [na(v)Lod + nf,(v)v®-"4] dug, > a f $ (na (v) — n, (u)v) dug.. 
Sn Sn 


令 a 一 co, BI (6.5.3). 
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最 后 考虑 情形 Ry =1. 此 时 v= Mw 在 R 上 满足 (6.5.1) ， 且 函数 no(v) W 
足 
Lo(na(v)) = —ng(v)|Vou?? + (vu? 
+a (No(v) — na (vyv). (6.5.6) 
注意 ,我 们 可 以 认为 |m2(t)| < Ca-! 对 某 个 常数 C 成 立 . 为 证 v 满足 (6.5.1) 在 


弱 意 义 下 成 立 ， 像 上 面 的 证 明 那 样 ， 用 oE Co(s) FE (6.5.6) ， 再 在 S” ER 
分 ， 只 需 再 证 明 当 a 一 co 时 ， 


‘a pralo) Vov]? dug, — 0. 
但 我 们 有 
| f pna lv)| Vov]? dvg, | < Ca~* f |Voul? dvg, 
on {a<vu(r)<2a} 
< 2c | v1|Vov| duo ， 
{v(x) 2a} 
故 只 要 证 明 


J u|Voul? dug, < 00. 
2 
从 Q\ Bi(P) 上 梯度 估计 |VG| < CG, 知道 
|Vu t] < Cu7* + C|VG tlu Go. 


回 到 度量 g, 即 得 


|Vou] < Cur, 


从 而 
f Noul dva, < O f P= don, < 00, 


这 就 完成 了 定理 5.1 的 证 明 . 

作为 上 述 结果 的 应 用 ， 可 以 得 到 (6.5.1) 的 一 大 类 弱 解 . 例如 , 若 QC 3" 
为 具有 正 数量 曲率 的 紧 完备 局 部 共 形 平坦 Riemann 流 形 的 万 有 和 覆盖 ,那么 在 此 
基础 流 形 上 Yamabe 问题 的 解 可 以 提升 为 在 2 上 的 完备 度量 , 具有 有 界 曲率 以 
及 Ry, 三 1. 
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现 考虑 由 一 个 双 曲 元 Ye Cn 所 生成 的 Klein 群 . 设 PQ 为 S" 上 的 两 
固定 点 ， 又 令 R= S \ {P,Q}. 由 于 2/0 共 形 微分 同 胚 于 S1 x Sm-1, 后 者 的 
度量 具有 常数 量 曲率 1 ， 故 9 = ur-?g, 提供 了 (6.5.1) 的 一 个 弱 解 . 

这 样 的 弱 解 也 可 通过 解 常 微分 方程 而 获得 . 事实 上 ， 只 需 通过 将 Q = -P 
的 共 形 变换 ， 再 由 方程 的 对 称 性 将 它 化 为 一 个 常 微分 方程 . 

HK, BRE G2 为 Cn 的 两 个 双 曲 元 素 ， 它 们 都 有 不 同 的 不 动 点 ， 又 
BREA 和 所 生成 的 Klein #, M 2Q=S"\ A, 其 中 4 为 极限 集 ， 那么 可 
以 证 明 A 是 一 个 Cantor 集 ， 此 外 还 可 以 选取 7 与 yo 使 4 的 维 数 任意 小 . 

人 们 可 以 提出 如 下 的 问题 : 给 定 5S” 的 一 个 光滑 子 流 形 N, 是 否 存在 (6.5.1) 
的 弱 解 ， 以 N 为 其 奇异 集 而 且 在 S\N 上 生成 一 个 具 常 数量 曲率 1 的 完备 度 
E? 上 世纪 80 年 代 中 期 ， R. Schoen 证 明 ， 若 N 为 不 少 于 两 个 点 的 有 限 集 ， 
那么 这 个 问题 的 答案 是 对 的 . 
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在 普林斯顿 研究 所 的 几何 年 的 最 后 一 段 时 间 里 ,许多 同行 要 求 给 出 一 个 关于 
未 解决 的 问题 的 综合 报告 , 在 与 Bourguignon, Calabi, Cheng, Kazdau, Li, Schoen, 
Simon, Treibergs 和 Uhlenbeck 讨论 后 ， 我 给 出 了 一 个 六 十 个 问题 的 清单 并 作 了 
两 次 报告 . 后来， 又 补充 成 这 个 问题 集 !. 

我 要 强调 此 问题 集 并 非 包括 所 有 的 问题 .问题 的 选择 在 很 大 程度 上 受到 作 
者 个 人 兴趣 的 影响 ， 除 去 少数 例外 ， 我 并 不 想 提出 其 他 领域 中 那些 与 微分 几何 
有 密切 的 关系 或 者 可 能 采用 微分 几何 的 方法 来 解决 的 问题 . 

问题 的 难度 从 “初等 的 ”到 “高 深 的 ”都 有 . 然而 ，“ 高 深 的 ”问题 可 能 由 
一 个 刚 入 门 的 学 生 在 短 短 的 几 个 月 时 间 内 给 予 解决 ， 而 “初等 的 ”问题 则 可 能 
在 很 长 的 一 段 时 间 内 解决 不 了 . 我 希望 这 个 问题 集 能 够 给 刚 入 门 的 学 生 一 个 关 
于 这 个 方向 的 简明 的 概述 . 

如 果 不 是 全 部 的 话 ， 大 多 数 问题 是 众所周知 的 .如果 一 个 问题 有 确定 的 参 
考 文献 或 明确 是 由 某 个 人 提出 的 ， 那 么 这 将 被 提 到 . 否则 读者 可 认为 此 问题 是 

最 后 ， 在 此 对 那些 看 过 初稿 并 提出 补正 、 进 一 步 的 讨论 及 参考 文献 的 数学 


1! 本 章 是 根据 丘成桐 教授 以 前 的 一 个 问题 集 (Yau, S. T., Problem Section, Seminar on Dif- 
ferential Geometry, Ann. Math. Stud. Vol. 102, Princeton, Princeton Press, 1982), 并 整理 综合 


了 1988 年 前 的 新 结果 重新 编 成 的 
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家 们 表示 感谢 他们 是 : F.J. Almgren, Jr., M. Berger, A. Borel, E. Calabi, J. 
Cheeger, M. Gromov 和 H. B. Lawson, 在 此 也 对 James Mechraz 在 整理 这 些 问 
题 和 参考 文献 中 给 予 我 的 帮助 表示 感谢 . 
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A. 截面 曲率 

1. ( Hopf 猜测 ) S? x S? 是 否 容 许 一 个 具有 正 的 截面 曲率 的 度量 ? 

仅 有 的 进展 是 Bourguignon 和 其 他 人 [BDS] 关于 Berger[Br1] 的 一 个 结果 的 
改进 ， 他 们 证 明了 在 52 x S? 的 乘积 度量 的 一 个 邻 域 上 不 存在 具有 正 截 曲率 的 
度量 . 

一 般 地 ， 我 们 还 没有 任何 紧 致 、 具 非 负 截 曲率 的 单 连通 流 形 不 容许 一 个 具 
严格 正 截 曲率 的 度量 ， 是 否 一 个 秩 大 于 1 的 紧 致 单 连通 对 称 空间 容许 一 个 具 正 
曲率 的 度量 ， 最 终 ， 我 们 将 能 够 把 具 正 曲率 的 4 维 流 形 分 类 ( 此 刻 ， 我 们 只 有 
S* 和 CP? 两 个 例子 ). 

2. 在 怪 (exotic) 球面 上 是 否 有 具 正 曲率 的 度量 ? 

Gromoll 和 Meyer[GM1] 在 一 个 Milnor7 维 球 上 找到 了 一 个 具 非 外 曲率 的 度 
量 ， 它 在 一 个 具 较 大 余 维 的 子 集 外 是 严格 正 曲 率 . 在 [H1] 中 N. Hitchin 证 明了 
在 “很 怪 ” (very exotic) 的 球面 上 其 至 不 容许 一 个 具 正 的 纯 量 曲率 的 度量 . 

3. 设 M 为 一 具 非 负 截 曲率 的 入 维 流 形 , 是 否 M 的 第 i 个 Betti 数 不 大 于 
N 维 环 TA 的 第 i 个 Betti 数 ? 

最 近 ， Gromov[Gr5|] 证 明了 第 i 个 Betti 数 具有 仅 依 赖 于 i 和 NN 的 上 界 . 
At, Æ M 是 许多 CP? 的 连接 和 ， M 不 容许 一 个 具 非 负 截 曲率 的 度量 . 

4. 设 M 为 具 正 曲 率 的 紧 致 流 形 ， 是 否 M 容许 一 个 光滑 的 、 有 效 的 51 作 
H? 

这 个 问题 产生 于 所 有 已 知 的 具 正 曲率 的 流 形 的 例子 都 具有 许多 对 称 性 . 

5. 是 否 有 一 具 非 负 Ricci 曲率 的 紧 致 单 连通 流 形 而 它 不 容许 具 非 负 截 曲率 
的 度量 ? 

答案 似乎 是 “是 ”>， 且 可 以 试 试 N 个 CP? 的 连接 和 |. 

Gromoll 和 Meyer[GM2] 构造 了 一 些 具 正 Ricci 曲率 和 负 Euler 示 性 数 的 紧 
流 形 . 因此 , 或 者 这 些 流 形 不 容许 具 非 负 截 曲率 的 度量 , 或 者 Hopf 猜想 是 不 成 
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立 的 ( 见 问题 8 ). 

6. 所 有 的 具 正 曲率 的 流 形 上 的 向 量 从 容许 一 个 具 非 负 截 曲率 的 完备 度量 
吗 ? 

这 是 理解 Cheeger 和 Gromoll[CG2] 的 定理 “每 一 完备 的 非 负 曲率 流 形 微分 
同 胚 于 全 测 地 的 紧 致 非 负 曲率 的 子 流 形 的 向 量 从 ”的 道 的 一 个 尝试 . J. Nash[Nal 
在 关于 Ricci 曲率 的 类 似 情况 下 做 了 些 工作 ，A. Rigas[Ri] 也 在 这 方面 做 了 些 工 
HE. 

7. (Chern) 设 M 为 一 紧 致 、 正 曲率 流 形 ， 是 否 1 (M) 的 每 一 Abel 子 群 是 
循环 的 ? 

这 是 由 S. S. Chern 在 Kyoto 微分 几何 会 议 上 提出 的 . 他 的 猜想 基于 Preiss- 
mann[P|] 的 定理 和 空间 形式 问题 的 解 ( 见 Wolf[W] ). 猜想 在 曲率 为 负 或 为 正常 
数 的 情况 下 是 成 立 的 . 也 许 对 于 一 个 非 负 曲率 的 紧 流 形 ，ri (M) 中 的 Abel 子 群 
的 秩 由 流 形 的 曲率 张 量 的 秩 所 控制 ， 如 果 我 们 能 适当 地 定义 后 者 的 话 ， 最 近 G. 
Carisson [Car] 证 明知 一 个 Abel 群 自 由 地 作用 于 K 个 球面 的 乘积 ， 那 么 Abel 
群 的 秩 不 大 于 K. 

8. (Hopf) 试 证 一 个 具 正 截 曲 率 的 偶数 维 紧 流 形 的 Euler 示 性 数 为 正 . 

一 个 值得 注意 的 进展 是 由 Geroch[G] 提供 的 一 个 六 维 开 流 形 的 例子 ， 它 有 
一 具 正 曲率 的 ( 非 完备 ) 度量 和 一 负 的 Gauss-Bonnet-Chern 被 积 函数 .关于 该 
猜想 的 详细 情况 可 见 Chern[Ch]]. 

9. 刻画 可 作为 某 一 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 的 基本 群 的 群 . 

由 Cartan-Hadamard 定理 我 们 知道 该 流 形 是 一 个 K(x,1) ， 这 给 出 了 该 群 
的 条 件 ， 例 如 该 群 必 须 是 无 挠 的 . Preissmann[P] 定理 断定 每 一 Abel 群 是 循环 
的 ， Milnor[M1|] 证 明 它 必 有 指数 增长 . 

FXE, AM Margulis[Ma] 的 一 个 结果 ， 我 们 可 以 证 明 一 个 循环 子 群 的 共 
斩 类 的 数目 至 少 是 指数 增长 的 ， Eberlein[E] 也 证 明了 该 群 包含 一 个 非 平 凡 的 自 
由 子 群 。 Mumford[Mu] 构造 了 一 个 具 第 一 Betti 数 零 的 代数 曲面 ， 以 球 为 覆盖 
空间 .显然 所 有 该 流 形 的 有 限 覆 盖 具 第 一 Betti 数 零 ， 我 们 能 把 所 有 的 具 负 曲 
率 的 紧 致 Kihler 代数 曲面 分 类 吗 ? Margulis 的 方法 将 给 出 更 多 的 结果 . 

若 M 是 维 数 大 于 2 的 不 可 约 局 部 对 称 空间 ， A. Borel[Bor] 的 一 个 定理 

(也 可 作为 Mostow 的 强 刚性 定理 的 一 个 结论 ) 告诉 我 们 ， 基 本 群 的 外 (outer) 
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自 同 构 群 是 有 限 的 .不 知 是 否 同 一 命题 对 于 一 般 的 具 负 曲率 的 流 形 也 对 . 注意 
Mostow 和 Siu[MS] 的 例子 是 一 个 负 曲 率 流 形 ， 不 同 伦 于 任何 局 部 对 称 空间 . 
Millson[Mill 和 Vinberg[Vi] 构造 了 具 非 零 第 一 Betti 数 的 双 曲 流 形 的 例子 . 

10. 作为 前 面 问题 的 继续 , 设 M2N 为 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 ,是 否 (~D)NX(M) 
>0? 

这 是 Hopf 猜想 的 一 部 分 ，N = 2 时 已 经 解决 ( 见 Chern[Ch2] ). Singer 
建议 着 眼 于 M 的 万 有 和 覆盖 来 解决 这 个 问题 ,他 指出 若 万 有 覆盖 的 L? 调和 形式 
除了 中 间 维 数 的 都 为 零 ， 那 么 我 们 可 以 应 用 覆盖 的 指数 定理 ( 见 Atiyah[At1]) 
来 证 明 此 命题 . 

Anderson[An1] 构造 了 截 曲率 介 于 两 个 负 常 数 之 间 的 单 连通 流 形 的 例子 , E 
们 的 L?- 调和 P- 形式 的 维 数 是 无 限 的 ， 然 而 他 的 例子 不 能 等 度 同 胚 于 一 个 紧 
致 流 形 的 万 有 有 覆盖 . 

11. Cohn-Vossen 不 等 式 说 明了 一 个 完备 曲面 的 全 曲率 被 它 的 Euler 数 所 控 
制 ，Finn[Fil 和 Huber Hu) 用 几何 量 研究 了 它们 的 差 . 问题 是 如 何 将 这 不 等 式 扒 
广 到 高 维 情况 . 若 M 为 一 具有 限 体积 和 有 界 曲 率 的 完备 流 形 ， 什 么 时 候 Euler 
数 等 于 Gauss-Bonnet-Chern 积分 ? 若 M 是 局 部 对 称 的 ， Harder[Ha] 证 明了 这 
是 对 的 . 当 曲 率 介 于 两 个 负 常 数 间 ， 可 以 证 明 这 是 对 的 . 在 一 次 私人 谈话 中 ， 
Gromov 说 只 要 假设 曲率 是 非 正 ， 度 量 是 实 解析 的 ， 则 Gauss-Bonnet-Chern 积 
分 就 是 一 个 整数 且 为 它 的 Euler 数 . 

若 M 是 完备 的 且 具 非 负 曲率 ，Poor[Pol, R.Walter[Wa] 及 Greene 和 Wu( 定 
理 9[GWu]) 证 明了 Cohn-Vossen FÆR. 当 dimM = 4 时 是 成 立 的 .等 式 成 立 
的 几何 条 件 是 什么 ? 当 dim M = 2n,n > 2 时 将 会 是 什么 情况 ? 

Cheeger 和 Gromov|CGr1,2] 在 满足 |K| < C ,体积 有 界 ， 且 某 一 正规 (nor- 
mal) 覆盖 的 单 射 半径 下 方 有 界 的 完备 非 紧 流 形 上 得 到 了 Gauss-Bonnet 定理 . 

12. 设 Mi, Ms 为 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 ， A (M1) = zi(M2) ， 试 证 Mi 微 
分 同 胚 于 Mo. 

Cheeger, Gromov[Gr1], Farrell 和 Hsiang{FH] 取得 了 一 些 进展 . Cheeger 证 
明了 mi(M) 决定 了 MM 的 第 二 Stiefel AA. Gromov 证 明了 ri(M) RET MA 
单位 切 向 量 从 . Farrell-Hsiang 证 明了 71(M) 决定 了 M x R3. Farrell-Hsiang 只 
假设 其 中 一 个 流 形 具 负 曲率 . 
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13. 设 Mı, Mo 为 具 负 曲率 的 紧 致 Einstein 流 形 . 设 m(Mi) 兰 m(Ma) H 
dimM, > 3. 是 否 Mi SEMEF Mə ? 

若 这 两 个 流 形 均 是 局 部 对 称 的 ， 这 就 是 Mostow 的 刚性 定理 . 

14. 设 M 为 一 N 维 紧 致 流 形 , 我 们 能 否 找到 一 个 仅 依赖 于 N 的 正常 数 ôn, 
使 得 M 微分 同 胚 于 一 个 具 负 的 常 曲率 的 流 形 ， 只 要 当 M 的 曲率 介 于 -1- ôn 
和 一 1 之 间 ? 

Gromov #1 Thurston[GT] WE T 4 N > 4 时 这 是 不 可 能 的 . 

Be M 为 一 非 空 间 形式 ( 即 具 常 曲率 ) 的 具 负 曲率 的 紧 致 局 部 对 称 空间 . 设 
ds? 为 一 截 曲 率 介 于 -4 和 -1 之 间 的 度量 .是 否 ds? 是 一 个 局 部 对 称 度量 ? 

当 dimM = 4 时 ， 这 可 容易 地 从 Euler 和 Pontriagin 数 的 曲率 表示 的 简单 
应 用 获得 . 

在 正 曲 率 的 情况 ， 我 们 也 可 提出 类 似 的 问题 . 

15. 对 pl. 流 形 建立 合理 的 曲率 概念 ， 以 使 得 可 以 得 到 适当 的 Pinching 型 
定理 及 用 曲率 表达 示 性 类 的 公式 . 

例如 ， 我 们 希望 得 到 对 于 正 弯曲 流 形 ( 即 在 上 述 意义 下 有 正 曲 率 ) 的 某 种 
类 型 的 p.l. HUE. 

在 这 一 方面 ， Banchoff 关于 p.l. 流 形 的 Gauss-Bonnet 公式 ， Regge 对 于 
纯 量 曲率 的 建议 以 及 Cheeger 对 于 多 个 曲率 不 变量 的 研究 (Cheeger[C3] ，[C4d]) 
等 项 工作 都 是 有 意义 的 进展 . 

16. 关于 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 的 Poutrjagin 类 和 Stiefel-Whitney 类 我 们 能 
说 些 什么 ? 例如 ， 这 样 一 个 流 形 的 有 限 覆 盖 是 否 是 旋 的 (spin) ? 

17. 证 明 一 个 平坦 流 形 的 Stiefel-Whitney RW. 

这 个 问题 已 被 Hamrick 和 Royster[HR] 证 实 了 ! 

18. RM 为 一 完备 的 、 截 曲率 K > 0 的 非 紧 流 形 , 若 在 某 点 x, K(x) > 0 ， 
HUE M ARF ORY. 

这 个 猜想 提出 于 [CG2]. 进一步 , 一 个 处 处 曲率 为 正 但 可 能 除去 一 低 维 点 集 
为 零 的 度量 能 否 形变 到 具 正 有 曲率? (W Gromoll-Mayer[GM1] ). 

19. BOQ 为 一 定义 在 紧 致 流 形 M 上 的 代表 某 一 Pontryagin 类 的 闭 的 4k 形 
A. 我 们 能 否 找 一 个 M 上 的 度量 使 得 Q 可 按 Chern[Ch3] 的 意义 用 曲率 形式 加 
以 表示 ? 若 有 其 它 的 拓扑 障碍 ， 它 们 是 什么 ? 很 明显 这 种 障碍 应 该 存在 ， 问题 
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是 必须 找到 一 个 充分 条 件 . 

关于 Chern 类 我 们 能 够 提出 同样 的 问题 . 对 第 一 陈 类 ， 这 是 由 Calabi 提出 
并 由 [Y] 所 解决 的 .这 个 问题 的 解决 将 给 出 对 曲率 张 量 的 深刻 理解 . 

本 节 补 充 

(a) 证 明 每 一 具 负 截 曲率 的 3 维 流 形容 许 一 个 具 常 负 截 曲率 的 度量 . 

这 是 Thurston 猜想 的 一 个 推论 ， 该 猜想 称 每 一 3 维 流 形 可 分 解 为 几何 片 
(geometric pieces). 

(b) 证 明 具 正 曲 率 算 子 的 紧 致 流 形容 许 一 个 具 正 常数 截 曲 率 的 度量 . 

X dim= 4 时 ， 这 已 被 R.Hamilton 所 证 明 . eit, J. D. Moore[Mr] Al M. 
Micallef 证 明 ， 一 个 单 连 通 的 紧 致 流 形 ， 如 果 对 应 于 迷 向 2- 平面 (isotropic 2- 
planes) 的 曲率 为 正 ， 则 流 形 同 胚 于 球面 . 迷 向 2- 平面 的 曲率 为 正 这 一 条 件 较 截 
曲率 的 逐 点 4-Pinching 条 件 以 及 正 曲率 算 子 的 条 件 都 要 弱 . 

能 否 证 明 在 上 述 条 件 下 ， M 实际 上 微分 同 胚 于 球面 ? 

B. Ricci 曲率 

20. 什么 是 紧 致 流 形 的 对 称 张 量 Ty 所 需 满足 的 充分 必要 条 件 以 使 得 能 够 
找到 一 个 度量 gy WE: Rij 一 RR:2gi; = Ti; ? 这 里 Ry W RIAA gij 的 Ricci 
张 量 和 纯 量 曲率 . (在 这 里 可 允许 Ty 依赖 于 gy 及 其 一 阶 导数 . ) Æ gi; 是 4 
维 流 形 上 的 Lorentz 度量 ， 这 刚好 是 Einstein HATH. GM 有 边界 ， 则 需 加 上 
什么 样 的 边界 条 件 ? 

21. 如 M 为 一 具 正 的 Rici 曲率 的 完备 流 形 ， 那 么 M 是 否 可 变形 为 带 边 
界 的 紧 致 流 形 ? 

22. 刻画 具 正 Ricci 曲率 的 完备 流 形 的 基本 群 的 结构 . 

若 流 形 是 紧 的 ， Cheeger-Gromoll[CG1|] 的 分 裂 (splitting) 定理 提供 了 一 个 
相当 满意 的 回答 . 

非 紧 的 情况 更 为 复杂 . 最 近 ， P. Nabonnand[Nab] 在 Bérard-Bergery 的 指 
导 下 提供 了 一 个 具 正 Ricci 曲率 的 非 紧 致 、 完 备 4 维 流 形 的 例子 ， 它 的 基本 群 
是 无 限 循环 群 . 

在 3 维 情 形 ，Schoen 和 Yau[SY1] 证 明了 这 样 的 流 形 与 R° 是 微分 同 胚 的 . 
或 许 能 够 证 明 这 流 形 的 基本 群 总 是 一 多 循环 群 (polycyclic) 的 有 限 扩 张 . 

23. 构造 一 个 K-3 曲面 上 的 显 式 度量 , 使 其 Ricci 曲率 为 零 . 它 的 存在 性 已 
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由 Yau[Y1] 证 明 . 是 否 存 在 Ricci 曲率 为 零 的 4 维 流 形 不 以 环 面 及 K-3 曲面 为 
覆盖 空间 ? 一 个 简单 的 未 决 问题 是 ,是 否 这 样 的 流 形 微分 同 胚 于 S4 或 5? x $2. 

24. 是 否 每 一 维 数 >3 的 流 形容 许 一 个 具 人 负 Ricci 曲率 的 度量 ? 

在 Gao[Ga] 及 Gao 和 Yau[GY] 中 证 明了 每 一 紧 致 三 维 流 形 都 容许 一 个 具 
负 Ricci 曲率 的 度量 ， 或 许 每 一 维 数 > 3 的 流 形 都 容许 具 负 Ricci 曲率 的 度量 
存在 . 

研究 具 非 正 Ricci 曲率 的 Kabler 流 形 的 性 质 仍 将 是 有 趣 的 ， 希 望 能 证 明 
S? x S? 不 容许 这 样 一 个 度量 . 这 将 表明 32 x S? 的 复 结构 正好 是 Hirzcbruch H 
面 所 给 出 的 ， 有 许多 具 负 Ricci 曲率 的 单 连通 的 Kabler 流 形 的 例子 [Y1]. 

25. 分 类 具 负 的 Ricci 曲率 的 4 维 紧 致 Einstein W. St 是 否 容 许 这 样 一 
个 度量 ? 

Thorpe-Hitchin 不 等 式 [H2] 给 出 了 这 些 流 形 的 Euler 数 和 指标 的 某 种 关 
系 . 

26. 寻找 常数 cn < Cw 使 得 对 每 一 N ， 若 流 形 的 Ricci 曲率 满足 cn6i; < 
Rij < Cn diz ， 则 流 形 容许 一 个 Einstein 度量 . 

C. 纯 量 曲率 

27. 分 类 具 非 负 纯 量 曲率 的 完备 3 维 流 形 . 

这 在 广义 相对 论 中 是 引 人 注 意 的 问题 ， 因 为 “宇宙 ”倾向 于 具有 这 样 一 个 
度量 . 事实 上 ， 在 合理 的 物理 假设 下 Schoen 和 Yau [SY2] 证 明了 字 宙 中 这 样 一 
个 度量 总 是 存在 的 . 

Schoen-Yau[lSY3] 也 证 明了 这 种 流 形 的 基本 群 不 包含 同 构 于 亏 格 >1 的 紧 致 
曲面 的 基本 群 的 子 群 .在 紧 流 形 的 情况 ， 这 在 [SY4] 中 得 到 了 证 明 . 对 于 维 数 
大 于 3 的 情形 Schoen-Yau[SY5] 和 Gromov-Lawson[GL] 对 此 问题 进行 了 讨论 . 

28. 分 类 所 有 具 正 纯 量 曲率 的 4 维 紧 致 Einstein 流 形 . 

29. 证 明 一 个 具 非 负 纯 量 曲 率 的 紧 致 流 形 是 一 个 K(x,1) 当 且 仅 当 它 是 平 
坦 的 . 

当 dimM = 4 时， 这 已 由 Schoen 和 Yau[SY9] 证 明了 . 

30. 证 明 一 个 具 正 纯 量 曲 率 的 紧 致 单 连通 的 3 维 流 形 拓扑 同 胚 于 球面 . 
Meeks-Simon-Yau[MSY] 证 明了 两 个 3 维 伪 球 面 (fake three-spheres) 的 连接 和 不 
容许 具 正 Ricci 曲率 的 度量 . 
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后 来 ，R. Hamilton[Hm1] 证 明了 一 个 具 正 Ricci 曲率 的 紧 致 3 维 流 形 微分 
同 胚 于 一 个 空间 形式 . 

31. 分 类 RAH 中 具 常 纯 量 曲率 的 紧 致 超 曲 面 . 它们 是 否 等 度 同 胚 于 SY ? 
车 它们 是 凸 的 ， 那 么 答案 是 对 的 ， 这 是 由 Cheng-Yau[CY1] 证 明了 的 ， 

32. (Yamabe) 证 明 紧 致 流 形 的 任 一 度量 都 能 共 形 形变 到 一 个 具 常 纯 量 曲率 
的 度量 . Yamabe[Yam] 发 表 了 一 个 证 明 , 但 N. Trudinger[Tr] 在 Yamabe 死 后 
发 现 了 一 个 错误 ， 然而， 正如 由 Trudinger 所 整理 的 (也 可 见 Eliasson[EL] ) 
Yainabe 原来 的 证 明 可 用 于 一 大 类 度量 . 

Aubin[Au] 在 S > 6 的 情况 下 证 明了 更 大 的 一 类 的 情形 . 

最 近 ，R. Schoen[Sc2] 解决 了 剩 下 的 情况 , 因而 完全 解决 了 Yamabe 猜想 ! 
他 的 方法 是 整体 的 并 利用 了 推广 的 正 质量 定理 [SY8]. 

现在 我 们 想 了 解 Yamabe 问题 在 完备 的 非 紧 流 形 上 的 情况 . 当 流 形 为 S” 减 
去 一 个 Hausdorff 维 数 小 于 2-1 的 闭 子 集 时 ， Schoen 问 是 否 存在 一 个 具 常 正 
纯 量 曲率 的 完备 共 形 平坦 度量 . 他 能 够 在 该 集 为 多 于 1 的 有 限 个 点 的 情况 下 解 
决 这 一 问题 . 
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33. 设 M 为 具 非 负 双 截 曲 率 的 紧 臻 Kihler 流 形 ， 试 证 M 双全 纯 同 胚 于 局 
POM PRAY Kabler 流 形 ， 至 少 当 Ricci 曲率 为 正 的 情况 . 

若 双 截 曲率 是 严格 正 的 ， M Weel ae CP’. 这 是 已 被 Mori[Mo] 和 
Siu-Yau[SiY1] 证 明了 的 Frankel 猜想 . 

当 n = 3 时 ， Bando[Bn] 证 明了 是 对 的 . Mok 和 Zhong[MZ] 证 明了 对 任 
意 的 n， 若 M 是 Kihler-Einstein 的 ， 则 M 是 Hermite 对 称 空间 . | 

最 近 ， Cao 和 Chow[CC] 在 曲率 算 子 非 负 的 较 强 的 假设 下 证 明了 这 一 猜 
想 ， 刚刚 不 久 前 ，Mok[Mk] 证 明了 整个 猜想 . 

人 们 会 间 : 此 定理 如 果 仅仅 假定 M 的 切 从 在 代数 几何 的 意义 下 是 半 正 、 反 
典 则 线 从 是正 的 假定 下 是 否 仍然 成 立 ? 

34. 设 M 为 一 具 正 双 截 曲率 的 完备 、 非 紧 的 Kahler 流 形 ， 试 证 M 双全 纯 
HEF CN. 
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我 们 甚至 不 知道 它 是 否 是 Stein 的 ， 当 截 曲 率 是 正 的 ，Greene 和 Wu[GWul 
证 明了 M 是 Stein WH. 关于 使 流 形 为 CN 的 几何 条 件 可 见 Siu-Yau[SiY2]. 

当 仅仅 假设 双 截 曲率 非 负 时 , 人 们 猜测 M 为 一 以 Cn 为 纤维 的 紧 致 Hermite 
对 称 空间 上 的 全 纯 向 量 丛 . 

也 可 以 给 出 此 问题 的 代数 几何 的 陈述 . 

人 们 也 可 回想 到 下 面 的 问题 ， 每 一 齐 性 Kabler 流 形 为 一 以 齐 性 有 界 域 为 
底 ， 以 平坦 的 齐 性 Kahler 流 形 和 一 个 单 连通 紧 致 齐 性 Kahler 流 形 的 乘积 为 纤 
维 的 全 纯 纤 维 从 . 

35. RM 为 具 负 的 双 截 曲率 的 完备 、 单 连通 的 Kahler 流 形 ， 试 证 M 是 
Stein AY. 

甚至 还 不 知道 M 是 和 否 非 紧 ， 具 负 切 从 的 紧 致 曲面 是 什么 ? 它们 是 非 单 连 
通 吗 ? B. Wong 指出 可 把 高 维 的 问题 化 为 曲面 的 情况 . 

36. 看 M 是 完备 、 具 有 限 体积 和 有 界 曲率 的 Kahler 流 形 ， 那 么 它 是 否 是 
某 个 射影 波形 的 Zariski 开 集 ? 若 M 具 负 双 截 曲率 ， M 是 否 具有 有 限 的 自 同 
构 群 ? 

最 近 ， Siu 和 Yau[SiY3] 证 明了 当 截 曲率 介 于 两 个 负 常 数 时 ， 第 一 个 问题 
的 回答 是 肯定 的 . 

关于 第 二 个 问题 见 [LY2] ， [Ko]. 

37. KM 为 一 具 负 截 曲率 的 紧 致 Kihler 流 形 ， 试 证 若 dim cM > 1 ， 则 
M 是 刚性 的 ， 即 M 只 有 一 个 复 结构 . 

当 M 被 复 2 维 球 所 覆盖 时 ， Yau[Y1] 利用 Kahler-Einstein 度量 及 Mostow 
的 定理 证 明了 这 一 猜想 . 在 M“ 强 负 ” 的 假设 下 ， Siu[Si] 证 明了 猜想 的 更 一 般 
的 情况 . 

38. 设 M 为 一 截 曲 率 < -1 的 单 连通 、 完 备 的 Kabler 流 形 ， 试 证 M 上 存 
在 有 界 的 全 纯 函 数 . 

最 好 能 够 证 明 存在 M 到 CN 中 的 有 界 域 上 的 分 支 浸入 . 

在 Riemann 流 形 上 相应 的 问题 是 寻找 有 界 调和 函数 . Anderson [An] 和 
Sullivan[Su3] 证 明了 截 曲率 介 于 两 个 负 常 数 间 的 单 连通 、 完 备 的 Riemann 流 形 
上 ， 调 和 函数 在 无 穷 远 处 的 Dirichlet 问题 可 解 ， 且 是 唯一 的 . 而 Anderson 和 
Schoen[AnS] 则 进一步 证 明 Martin 边界 和 无 穷 远 边界 有 一 自然 的 等 价 . 
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39. 设 M 具 正 的 第 一 Chern 类 ， M 不 容许 任何 全 纯 向 量 场 ， 试 证 M 容 
许 一 个 Kihler-Einstein 度量 ， 这 一 猜想 是 由 Calabi 提出 的 [Cal]. 

一 个 有 关 的 进展 是 Levine[Lev] 给 出 了 一 个 不 容许 任何 Calabi[Ca4] 意义 下 
的 极 值 度量 的 紧 致 Kihler 流 形 . 

40. 设 M WE Ricci 曲率 0 的 完备 Kabler 流 形 ， 试 证 M 为 一 紧 致 Kihler 
流 形 的 Zariski FÆ. 如果 这 是 对 的 ， 我 们 将 可 以 用 代数 方法 将 这 些 流 形 分 类 . 

41. 将 所 有 的 具 零 纯 量 曲率 的 紧 致 2 维 Kahler 曲面 分 类 ([Y2]). 

42. 设 M 为 一 个 紧 致 单 连通 的 辛 流 形 . M 是 否 容许 一 个 Kahler 度量 ? 
M. Berger 说 在 1955 年 Serre 给 他 举 出 了 一 个 反例 ， 其 中 r(M) #0. J [Bs]. 

对 流 形 上 的 任 一 辛 结构 , 可 定义 一 个 近 复 结构 . 反 过 来 , 对 任 一 近 复 结构 ， 
人 们 或 许可 以 找到 一 个 相应 的 辛 结构 . 是否 近 复 结构 在 相差 一 个 微分 同 胚 的 共 
PRM Pe eA? 甚至 对 于 CP ， 人 们 还 不 知道 这 后 一 问题 的 答案 .虽然 
Moser[Mos] 证 明了 辛 结构 的 单 参数 族 的 所 有 元 素 在 微分 同 胚 下 是 相互 共 斩 的 . 
近来 的 工作 可 见 Gromov[Gr6] 和 Dozer 的 文章 . 

43. 设 8 为 CN 中 的 有 界 拟 凸 域 ， Cheng 和 Yau[CY2] 证 明了 2 上 存在 典 
则 的 Kahler-Einstein 度量 . 在 一 般 的 条 件 ， 如 aN e C2 下 ， 此 度量 是 完备 的 . 
是 否 此 度量 总 是 完备 的 ? 

最 近 Mok-Yau[MoY] 证 明了 一 个 有 界 域 具 完备 的 Kähler-Einstein 度量 当 且 
仅 当 它 是 拟 凸 的 .这样 ， 就 需要 进一步 研究 此 度量 的 边界 性 质 . 

44. 研究 Teichmiiler 空间 上 由 Cheng-Yau[CY2] 所 构造 的 Kahler-Einstein 
度量 ， 它 和 Bergman 度量 之 间 有 什么 关系 ?一 般 地 ， 背 一 个 区 域 不 全 纯 同 胚 于 
区 域 的 乘积 且 覆 盖 某 一 紧 致 Kihler 流 形 ， 那 么 Kihler-Einstein 度量 是 否 等 于 
Bergman 度量 ? 

利用 [Y4] 中 的 Schwarz 引 理 ， 可 以 证 明 完 备 的 Kihler-Einstein 度量 总 是 强 
于 Caratheodory 度量 . 它 也 将 强 于 Teichmiiler 度量 ( 必须 将 Schwarz 引 理 推广 
到 Finsler 度量 ). 

45. 设 M 为 一 复 维 数 NN 的 紧 致 Kihler-Einstein 流 形 , 目 具 负 的 纯 量 曲率 ， 
Yau[Y1] 证 明了 (—1)% 242CN—2Cy > (-1)NCN. M 上 还 有 其 它 这 类 Chern 
数 不 等 式 吗 ? 4 N = 4 时， Bourguignon 问 是 否 C4(M) 是 正 的 . 

46.(Calabi) BE uy CN 上 实 值 函数 使 det 32 = 1 H J a2 dud; 


ij 
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定义 了 一 个 完备 度量 . 证 明 这 度量 是 平坦 的 (I [CA2] ). 

这 个 问题 的 困难 在 于 CN 的 自 同 构 群 太 大 . 

47. 设 M 为 具 正 的 全 纯 截 曲率 或 正 的 Ricci 曲率 的 紧 臻 Kahler 流 形 . 试 证 
M 是 有 理 连通 的 ， 即 M 的 任 两 点 可 由 一 串 有 理 曲线 来 连接 . 

48. 设 M 为 一 具 负 截 曲 率 的 紧 臻 Kihler 流 形 ， 试 证 M 以 CN 的 有 界 域 为 
履 盖 空 间 ， 人 们 也 许 能 证 明 一 个 较 弱 的 命题 :”M 的 万 有 覆盖 有 众多 的 有 界 全 
纯 函 数 ( 见 Mostow-Siu[MS] 的 例子 ). 

49. 设 Mi 为 一 Kihler 流 形 的 全 纯 簇 , 设 ds? 为 Mi 的 典 则 Kahler-Einstein 
BE, FER Mi 的 退化 点 处 ds? 有 什么 性 质 ? 

II 的 补充 

(a) 我 们 能 给 出 什么 拓扑 假设 使 我 们 可 以 断言 ， 一 个 给 定 的 4 维 可 微分 流 
形 是 否 容 许 一 个 复 结构 ? (特别 地 ， 我 们 能 否 拓扑 地 刻画 那些 以 球 为 覆盖 的 复 
曲面 ? 这 样 的 曲面 必须 以 欧 氏 空间 为 拓扑 覆盖 ,上 且 3C2(M) = C2(M) > 0. 这 些 
条 件 是 充分 的 吗 ? ) 若 存 在 两 个 复 结构 ， 我 们 是 否 总 能 够 将 其 中 一 个 形变 为 另 
一 个 ? 

是 否 每 一 个 单 连通 的 4 维 紧 致 流 形 都 能 写成 代数 曲面 和 同 伦 球面 的 连接 和 
(connected sum) ? 

(b) (Kodaira) 证 明 每 一 紧 致 Kihler 流 形 可 形变 为 一 个 代数 流 形 . 特别 地 ， 
是 否 H? AO 意味 着 H1(M,C) #0? 

(c) 研究 超 弦 (superstrings) 的 物理 学 家 们 想 构 造 一 个 第 一 Chen 类 为 0 ， 
Euler 示 性 数 为 十 ，8 的 3 维 Kihler 流 形 . 

这 种 流 形 的 某 些 例子 可 见 Yau[Y5]. 


7.3 FAH 


50. 证 明 R? 中 的 紧 致 曲面 是 刚性 的 ， 即 我 们 不 能 找到 R3 中 曲面 的 连续 族 
使 得 它们 互相 间 是 等 距 同 胚 的 ， 或 者 是 仅 相 差 一 个 刚性 运动 . 

这 是 一 个 古老 的 问题 . 若 我 们 考虑 多 面体 曲面 ， R. Gonnelly [Co] 给 出 了 
一 个 有 反例. Sullivan 问 是 否 包围 在 这 些 曲面 的 体积 ( 带 符号 的 ) 在 等 度 形变 下 
是 不 变 的 . 


7.3 子 流 形 - 287 . 


在 光滑 的 情况 ， Cohn-Vossen 证 明了 凸 曲 面 的 刚性 . L. Nirenberg[Nir] 作 
了 推广 Cohn-Vossen 的 结果 的 尝试 ， 考 虑 满足 | K+ = 47 的 曲面 ,他 在 不 存在 
多 于 一 个 闭 渐 近 (asymptotic) 线 的 假设 下 推广 了 Gohn-Vossen 的 结果 关于 实 
解析 情况 的 结果 首先 由 A. D. Alexandrov[Al] 得 到 . 

51. 设 M 为 某 一 给 定 的 紧 致 曲面 到 R 中 的 全 体 浸 入 所 构成 的 空间 ， 试 证 
M 中 包含 那些 “无 穷 小 刚性 ”浸入 的 子 空间 在 M 中 处 于 一 般 位 置 (generic). 我 
们 能 描述 它 的 补 集 吗 ? 同样 ， 可 以 在 旋转 曲面 的 范畴 中 研究 同样 的 问题 . 

52. Nash 舱 入 定理 保证 了 每 一 流 形 都 能 等 度 和 代入 某 一 欧 氏 空间 ， 但 它 没有 
给 予 我 们 这 一 般 入 的 几何 性 质 . 例如 , 我 们 希望 证 明 一 个 具有 界 Rici 曲率 和 正 
内 射 半径 的 完备 流 形 能 够 艇 入 到 较 高 维 的 欧 氏 空间 中 使 得 平均 曲率 是 有 界 的 . 

53. 我 们 能 够 推广 Weyl 的 嵌入 问题 到 高 维 的 情况 吗 ? 

我 们 需要 证 明 一 个 具 正 截 曲率 的 紧 致 N 维 流 形 可 等 度 浸入 到 WS) 维 欧 
氏 空 间 中 . 

一 个 困难 是 对 于 这 种 浸入 的 不 唯一 性 缺乏 了 解 . P. Griffiths 最 近 得 到 关于 
这 个 问题 的 一 些 新 的 结果 [BGY]. 

54. 给 定 一 2 维 流 形 上 的 一 点 p 的 一 个 邻 域 的 光滑 度量 ， 我 们 能 否 找到 p 
的 一 个 能 够 等 度 嵌入 R? 的 邻 域 ? 

当 度 量 是 CY 或 具 严 格 正 或 负 的 曲率 时 ， 结 论 是 众所周知 的 .而 在 光滑 范 
暑 的 反例 可 见于 Pogorelov[Pg]. 

C. S. Lin[Lnl, 2] 证 明了 当 YK(p) 关 0 和 度量 是 C? Hy, URA K SO p 
点 的 某 一 邻 域 成 立 且 度量 是 C1 时 ， 这 是 可 能 的 . 

55. 我 们 称 一 个 流 形 到 RN 的 等 度 仍 入 是 椭圆 的 ， 如 果 对 应 于 每 一 法 线 的 
第 二 基本 形式 至 少 有 两 个 同 号 的 非 零 特征 值 ( 见 Tanaka[Ta] )， 设 有 两 个 给 定 
BE ORAS ERA. 它们 是 否 是 相互 可 迭 合 的 (congruent) ? Cohn-Vossen 
的 刚性 定理 在 高 维 情况 下 的 正确 推广 是 什么 ? # M 是 具有 限 面积 的 R? 的 完备 
浸入 曲面 且 若 KK 有 界 并 非 正 ， 那 M 是 否 是 刚性 的 ? 

56. 著名 的 Efimov 定理 [Ef] 说 在 R? 中 没有 任何 曲率 < -1 的 完备 曲面 . 
我 们 要 问 是 否 在 RN 中 存在 一 个 Ricci 曲率 小 于 -1 的 完备 超 曲 面 ? 见 [Y3] 和 
[R]. 

我 们 也 试图 推广 Hilbert ERE. AEA N AEI H E EE ARE Se BE RA Bl 
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R2N-1 th, 

Xavier[X2] 证 明了 一 个 非 初等 的 (non-elementary) 的 N 维 完备 双 曲 流 形 不 
能 等 度 浸入 到 RN H, 

A-AA R? P K = -1 的 曲面 的 奇 点 性 质 ( 见 Hopf[Ho] ). 类似 于 零 
平均 曲率 方程 的 极 小 流 形 ， 我 们 能 否 给 出 一 个 K = -1 嵌入 方程 的 弱 解 的 较 好 
的 定义 ? 或许 在 标 架 从 中 考虑 是 有 益 的 . 

57. 寻找 一 个 完备 的 、 负 曲率 的 曲面 能 够 等 度 地 舱 入 到 R 的 非 平凡 的 充 
分 条 件 . 这 样 的 条 件 也 许 是 曲率 下 降 的 速度 .与 此 有 关 的 是 给 定 Gauss 曲率 的 
Dirichlet 问题 . 

58. 回顾 一 个 Weingarten 曲面 是 一 个 其 平均 曲率 AHR K 满足 一 
定 的 函数 关系 O(K, H) = 0 的 曲面 , 这 里 p 为 定义 于 平面 上 的 非 奇 异 函数 . 我 们 
想 知 道 是 否 在 紧 致 曲面 中 旋转 椭圆 面 可 刻画 为 Xi = CX ， 这 里 X 是 主 曲 率 ， 
C 是 常数 . 一 般 地 ，Voss 能 证 明 一 个 亏 格 为 零 的 实 解析 Weingarten 紧 曲 面 是 一 
个 旋转 曲面 ( 见 Hopf[Ho] )， 什 么 是 高 亏 格 的 紧 致 、 实 解析 Weingarten 曲面 ? 
它们 必须 具 亏 格 1 且 为 一 个 管状 曲面 或 旋转 曲面 吗 ? 

Wente[We] 的 Hopf 猜想 的 反例 ( 见 问题 63 ) 是 亏 格 为 1 的 解析 Weingarten 
曲面 ， 既 不 是 管 曲面 也 不 是 旋转 曲面 . 

Hopf 证 明了 对 于 一 个 亏 格 为 零 的 闭 的 实 解析 Weingarten 曲面 ， 各: (这 里 
ki,k2 为 主 曲 率 ) 在 脐 点 处 只 能 取 0, 一 1, (2k 十 1)+1,k 之 1 及 co. 这 命题 对 于 亏 
格 为 零 的 紧 致 光滑 Weingarten 曲面 是 否 也 对 ? 

为 一 个 问题 是 给 出 一 个 Re 中 由 代数 多 项 式 所 确定 的 紧 致 曲面 的 内 蕴 刻 画 . 
我 们 怎样 用 度量 的 不 变量 来 表示 多 项 式 的 次 数 ? 

59. BA WR? 上 的 实 值 函数 ， 寻找 合理 的 h 的 条 件 以 保证 我 们 能 找到 R 
中 具 指 定 亏 格 同时 平均 曲率 (或 曲率 ) 为 h 的 闭 曲面 . 

F. Almgren 提出 了 下 列 见解 : 

对 于 “适当 的 ”hh RIEBE R 的 有 界 开 集 4 的 集合 中 求 下 列 泛 函 的 极 
大 

F(A) = f hd L? — (94 的 面积 ) 
4 


来 得 到 具 平 均 曲率 h 及 R 中 的 紧 致 光滑 子 流 形 OA. 
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h 将 是 一 个 适当 的 函数 ， 例 如 ， 当 它 是 连续 的 、 有 界 的 ， L? 是 可 和 的 且 
supF >0, Am h 与 极 值 曲面 84 的 亏 格 之 间 的 关系 还 不 清楚 . 

事实 上 ， 这 个 问题 是 一 类 极 小 分 割 问题 的 一 个 特殊 情况 .这 类 问题 可 见于 
[Alm2] 及 Sir W. Thomson(Lord Kelvin)[Th] 的 工作 . Æ h 的 适当 的 限制 下 ， 
Bakelman[Bal 和 Treibergs-Wei[TW] 对 于 亏 格 为 零 的 闭 曲面 找到 了 这 个 问题 的 
解 . 

60.(Willmore[Wi]) 设 M HRABI Ra 中 的 紧 致 2 HETE. EH 为 平均 曲 
率 . 是 否 fy H? > 272 且 等 式 成 立意 味 着 M 可 以 从 圆 环 面 经 Mobius 变换 后 
得 到 ? 最近， Li-Yau[LiY2] 定义 了 一 个 曲面 上 的 共 形 结构 的 共 形 面积 的 概念 . 
他 们 证 明了 fy, H? 不 小 于 这 个 面积 . 利用 这 一 点 ， 他 们 证 明了 Seppe H? > 67 及 
f an 2 > 2r, GM 共 形 等 价 于 方 环 面 (square torus). 

61.(Alexandrov[Al2]) KS 为 R? 中 凸 体 的 边界 曲面 . 4S 的 内 在 半径 以 1 
AF, MBAS 的 最 大 可 能 面积 是 什么 ? 

62.(Milnor[Ko]) 设 E 为 浸入 到 R 中 的 完备 非 紧 曲面 ， 入 ,和 2 为 它 的 主 曲 
率 . WEEDE E, [M-A 没有 大 于 零 的 下 界 或 K 变 号 或 天 = 0. 

63.(Hopf) 试 证 一 个 具 常 平均 曲率 的 闭 曲 面 2 到 Rs 中 的 浸入 等 度 同 构 于 
g2. 
Hopf 证 明了 在 这 种 情况 下 拓扑 辣 胚 于 52.Alexandrov[Al] Æ © RAY 
假设 下 给 出 了 证 明 ( 见 Hopf[Ho] ), Reilly[R] 给 出 了 男 一 证 明 . 

最 近 ， H. Wente 证 明了 Hopf 猜想 是 不 对 的 | 特别 地 ， 他 证 明了 有 具 常 平 
均 曲 率 的 环 面 在 R? 中 的 浸入 . 

64. 证 明 Caratheodory 猜想 。 R? 中 的 每 一 个 闭 的 凸 曲面 都 至 少 有 两 个 脐 
点 . 在 实 解析 的 情况 Bol[B1] 和 Hamburger[Ham] 给 出 了 证 明 , 但 后 来 有 人 提出 
了 怀疑 一 JL Klotz[K|] 的 更 正 . 

65. 我 们 能 定义 一 个 具 非 正 曲率 的 紧 致 C"- 流 形 M 的 秩 使 得 当 M 是 局 部 
对 称 空间 时 该 定义 与 原 有 的 相同 吗 ? 设 M 中 有 一 个 全 测 地 的 平坦 的 浸入 2 维 
平面 , 我 们 能 找到 M 中 的 一 个 浸入 全 测 地 环 面 吗 ? (UL Gromoll 和 Wolf[GW] , 
Lawson 和 Yau[LY2]. ) 若 M 的 “ 秩 ” 大 于 1 ， 人 们 期 望 M 有 强 的 度量 刚性 . 
我 们 该 怎样 描述 这 个 刚性 ? 

第 一 个 问题 已 被 Ballman ， Brin, Eberlein 和 Spatzier[BBE], [BBS] 证 明 
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是 对 的 . 
66.(Kuiper) 设 M 为 由 RP 附 上 一 个 柄 得 到 的 曲面 ， M 能 够 浸入 R 后 
有 具 “ 两 片 ”性 质 ， 即 每 一 与 曲面 相 割 的 平面 都 把 它 正好 分 成 两 部 分 吗 ? 
” 见 Kuiper 在 Chern 纪念 论文 集中 的 概述 . 


7.4 i 


67.(Kac) 设 Qı 和 22 是 R 中 的 两 个 光滑 区 域 ， 它 们 的 Laplace 算 子 作用 
于 信和 人 42 的 具 零 边界 条 件 的 函数 有 相同 的 特征 值 (计算 重 数 ). BRA OQ, 是 
否 与 f22 FEAM? 

这 是 一 个 古老 的 问题 ， 对 于 闭 流 形 ， 我 们 可 提出 类 似 问题 ， 然 而 ， 管 案 是 
否定 的 . Milnor[M2] 和 Vigneras[V] 给 出 了 反例 ， 后 者 给 出 了 具 负 曲率 的 2 维 
反例 . . 

Urakawa[Ur] 证 明了 存在 R" (n > 4) 的 两 个 ( 非 凸 ) 区 域 ， 关 于 Dirichlet 问 
题 和 Neumann 问题 都 具有 同样 的 谱 ， 但 不 等 度 同 胚 . 

68. 在 问题 67 中 ， 假 设 2, 和 f2 的 谱 在 除去 有 限 个 外 都 相同 ， 那 么 这 两 
个 谱 是 否 是 相同 的 ? 当 这 个 例外 集 是 零 密 度 的 (density zero) 无 限 集 时 我 们 可 问 
类 似 的 问题 . 

69. 设 g(t) 为 一 紧 致 流 形 上 具 同 一 Laplace 的 谱 的 单 参数 度量 族 . 试 证 g(t) 
是 相互 等 度 的 . 

Guillemin 和 Kazhden[GK] 证 明了 当 流 形 为 具 负 曲率 的 曲面 或 当 维 数 大 于 
2 的 但 满足 适当 的 负 Pinching 条 件 时 这 是 对 的 . 

Gordon 和 Wilson[GWil 找到 了 一 紧 致 流 形 上 具 同 一 谱 的 非 平凡 的 连续 度 
HR. 另外， 所 有 已 知 的 具 同 谱 的 流 形 是 局 部 等 度 同 胚 的 . 

70. 1% 2 是 R? 中 的 有 界 域 ， 和 i 为 Laplace 作用 于 边 值 为 零 的 函数 的 谱 ( 从 
此 以 后 都 计算 重 数 在 内 )， 试 证 


Ani 
. > . 
Ana Area (2) 


这 是 由 Polya[Po] 提出 的 ,并 证 明了 2 能 够 铺 砌 (tile)R? 的 情况 . 我 们 也 可 
以 对 Neumann 问题 提出 类 似 的 问题 ( 把 不 等 号 换 一 个 方向 ). 
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Weyl 渐 近 公式 告诉 我 们 Xi ~ akin. Li 和 Yau[LiY3] 证 明了 


= 27K? 
2 4 Area (2)’ 
因此 在 上 面 渐 近 公式 的 意义 下 这 是 精确 的 . 这 说 明 在 平均 的 意义 下 Polya 猜想 
是 对 的 . 
71. 设 M 为 一 2 维 紧 致 闭 曲面 ,我们 能 否 找 到 一 个 万 有 常数 C 使 得 


Aig C(g +1) 
i ` Area(M)’ 


这 里 9 为 M 的 亏 格 . 若 M 微分 同 胚 于 S? ， 是 否 (M) 不 大 于 和 (5S?) ? 这 里 
S? 取 使 其 曲率 为 < 一 一 一 一 TAT j 的 度量 . 

4i = 1 时， 已 经 知道 这 是 对 的 . Hersch [He] 证 明了 M 与 3” 微分 同 胚 的 
情况 . Yang 和 Yau[YY] 证 明了 M 可 定向 ， 9 > 0 的 情况 . 最 近 P. Li 和 Yau 
[LiY4] 对 于 不 可 定向 曲面 找到 了 类 似 的 界 . 

72. 研究 曲率 负 且 有 界 ， 体 积 有 限 的 完备 流 形 的 离散 谱 ， 什 么 时 候 它 是 非 
空 的 ? 它 的 渐 近 性 质 是 什么 ? 与 闭 测 地 线 有 什么 关系 ? 

设 M = {(z,y) E€ R? |y > 0} \ 7, XBT X SL(2,Z) e Congruent F 
群 ， 有 一 个 老 的 猜想 是 Xi 至 少 是 4. Selberg [Se] 证 明了 A1 > $ 

研究 具有 限 体积 的 一 般 完 备 流 形 的 连续 谱 也 是 很 重要 的 ， 我 们 希望 对 于 这 
些 流 形 能 得 到 某 种 类 型 的 对 于 椭圆 算 子 的 L 指标 定理 . 

73. 2 维和 3 维 的 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 的 谱 的 性 质 是 有 很 大 区 别 的 . 例如 ， 
R. Schoen[Sc1] 证 明了 对 于 满足 -1 < Km < —a?, a € (0,1) 的 紧 致 3 维 流 形 M, 
和 1 之 yaa 这 里 C 为 一 个 仅 依赖 于 和 的 常数 . 这 对 于 某 些 曲面 是 不 对 的 ( 见 
Schoen-Wolpert-Yau[SWY] ). 

车 M 是 3 维 双 曲 空间 ， 是 否 ALVol(M)? 是 上 方 有 界 的 ? 

74. 设 M 为 一 个 紧 致 曲面 ， Ai 和 Xe < … 为 M WB, {oi} 为 对 应 的 特 
(ERM. 对 每 一 个 i ， {zlgi(z) = 0} 为 一 个 1 维 的 可 求 长 的 单纯 复 形 . RL; 
为 它 的 长 度 ， 不 难 证 明 lim inf VX (L) 有 仅 依赖 于 M 的 面积 的 正 下 界 (这 
是 由 Bruning[B] 独立 地 得 到 的 ). 

要 寻找 lim sup VX (Li) 的 上 界 似乎 更 为 困难 . 
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75. S. Y. Cheng[Cn] 证 明了 对 于 一 个 紧 致 曲面 ， Xi 的 重 数 有 一 个 仅 依赖 于 
曲面 的 亏 格 的 上 界 . 我 们 能 够 将 这 推广 到 高 维 的 情况 吗 ”如 果 没 有 什么 修改 ， 
这 看 来 是 不 对 的 .正确 的 描述 是 什么 呢 ?” 对 于 一 个 给 定 亏 格 9 的 紧 致 曲面 ， 我 
们 能 给 出 一 个 显 式 的 度量 使 其 达到 Xi 的 最 高 重 数 吗 ? 

76. RM 为 一 个 紧 致 流 形 ， fi,i=1,2,--- 为 M 上 的 Laplace 的 特征 函 
数 . 试 证 f; 的 稳定 点 数 随 i 增加 . 

77. BQ 为 R? 中 的 有 界 域 . 记 A(N) 和 (2) X Laplace 算 子 作用 于 边 
界 值 为 零 的 函数 第 一 和 第 二 特征 值 . 证 明 

(2) _ aD) 
A(R) ` 


这 里 D 是 R? 中 的 圆 盘 ， 且 等 式 成 立意 味 着 2 为 一 个 圆 盘 . 

这 将 意味 着 我 们 由 知道 鼓 的 两 个 音调 可 决定 该 鼓 是 否 是 圆 的 ， 详 见 [PP]. 

78. 设 8 为 R? PHBA RM. 设 fo 为 零 边界 条 件 的 Laplace 算 子 的 第 二 
特征 函数 . 证明 fo 的 结 点 线 (nodal line) 不 能 包围 一 个 8 中 的 紧 致 子 域 . 

最 近 ， C.S. Lin 证 明了 若 凸 区 域 有 一 个 对 称 (symmetry) 这 是 对 的 . 

一 般 地 ， 我 们 想 知道 结 点 线 的 性 质 .， 这 一 猜测 已 提出 很 长 一 段 时 间 了 . 

79. RM 为 一 无 边 紧 致 流 形 . 那么 我 们 可 以 定义 作用 于 微分 形式 的 Laplace 
算 子 的 特征 值 . 我 们 如 何 用 可 计算 的 几何 量 来 估计 第 一 个 非 零 特征 值 呢 ? 见 Li 
[Li], Li-Yau [LiY1] 和 Gromov [Gr3] 的 工作 ， 在 那里 An 的 估计 依赖 于 M 的 直 
R Ricci 曲率 的 一 个 下 界 . 也 可 见于 Uhlenbrock[U] 的 文章 . 

对 于 具 非 负 Ricci 曲率 的 流 形 ， 入 i 的 精确 的 下 界 见 Zhong-Yang[ZY]. 

80.(Schiffer 猜想 或 Pompieu 问题 ) 设 2 为 R 中 的 一 个 光滑 的 有 界 域 . 设 
f 为 一 满足 Neumann 边界 条 件 的 Laplace 算 子 的 特征 函数 . 若 f 在 边界 上 为 常 
数 ， 试 证 9 为 一 个 圆 盘 . 

这 问题 与 下 面 经 典 的 问题 有 关 . 

给 定 R 上 的 一 个 函数 f 及 一 个 有 界 域 0 ， 若 我 们 知道 所 有 fE NAK 
氏 运 动 后 的 象 域 上 的 积分 值 ， 我 们 能 给 出 f 吗 ? 

最 近 的 工作 可 见 Bernstein 和 Yang 的 文章 . 

IV 的 补充 . 

(a) 估计 特征 值 间 的 差 是 一 个 有 意思 的 问题 I Singer, B. Wong, S. T. 
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Yau 和 S. S. T. Yau[SWYY] 证 明 对 于 R” FAKIR 2 的 Dirichlet 问题 有 


2 
) — A1 > Ts 
这 里 d 为 N 的 直径 . 
我 们 能 否 将 此 不 等 式 改进 为 
37? 
入 2 a 入 1 之 B’ 
使 得 等 式 在 区 间 上 成 立 ? 


(b) 在 2 维 球面 上 ，A 和 (5?) 的 重 数 至 多 是 3 ( 见 [Cn] ) 在 此 情况 下 能 否 给 
出 Ag 一 Ai 的 下 界 估计 ? 

(c) 对 紧 致 Riemann 流 形 M ( OM 可 能 为 非 空 集 )， Weyl 公式 给 出 了 M 
的 渐 近 展开 式 的 第 一 项 ， 了 人 解 浙 近 展开 的 低 次 项 是 一 个 基本 的 问题 . 

Ivrii[Iv] 和 Melrose[Me] 在 这 方面 独立 地 取得 了 进展 . 他 们 表明 ， 一 般 地 ， 
我 们 能 够 对 具 非 空 边界 流 形 的 第 二 项 进行 计算 . 

(d) 设 {和 i}i= 1,2,--- 为 一 正 实数 的 递增 序列 .什么 时 候 {和 i;} 能 成 为 某 一 
‘BR Riemann 流 形 的 特征 值 ? 一 个 明显 的 条 件 是 {和 i;} 满足 Weyl 的 渐 近 公式 . 
由 维 数 计算 ( 局 部 地 ， 一 个 度量 是 EY 个 变量 的 函数 ) 必 有 无 限 多 Xi 之 间 的 
关系 . 

(e) 设 人 为 R" 中 的 一 个 凸 区域, 9 为 第 一 特征 函数 ，Brascamp 和 Lieb[BrL] 
证 明了 logy 为 一 凹 函数 ,我 们 能 够 将 此 推广 到 Riemann 流 形 的 区 域 吗 ? 

也 可 见 Korevaar[Kor] 及 Caffarelli 和 Spruck[CSp] 的 工作 . 

(f) E M 是 一 个 完备 的 非 紧 致 流 形 ， 那 么 谱 一 般 不 是 离散 的 .什么 时 候 
Laplace 算 子 有 相应 的 特征 函数 属于 L (M) 的 特征 值 ? 

我 们 希望 下 面 是 对 的 . 

(i) 当 M 是 完备 的 , K > 0 时， M 没有 一 个 纯 点 谱 . 

Escobar[Es] 证 明 当 M 在 一 个 紧 集 之 外 是 旋转 对 称 时 这 是 对 的 . 

(AM 没有 特征 值 ， 如 果 M 是 完备 单 连 通 的 且 -C < K < 一 1 

GiM 有 无 限 多 的 特征 值 ， 如 果 M 是 完备 的 ， 具 有 限 体 积 ， -C <K <0. 

这 些 其 至 在 M 是 曲面 时 也 未 解决 . 当 M 是 对 称 域 ( 在 算术 子 群 下 ) 的 商 
空间 时 ， (iii) 是 对 的 . 
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(g) 证 明 一 个 完备 非 紧 流 形 M 是 双 曲 的 ， 如 果 jim 和 i(f2;) > 0. 这 里 {02;} 
为 M 的 一 个 紧 致 域 的 穷竭 (exhaustion) 序列 . 


7.5 “与 测 地 线 有 关 的 问题 


81. 试 证 每 一 个 紧 致 流 形 都 有 无 穷 多 闭 测 地 线 . 

这 是 一 个 古老 的 问题 ， Klingenberg 广泛 地 研究 了 这 个 问题 并 得 到 许多 深 
刻 的 结果 当 m(M) 有 限时 见 他 的 书 [K]. 

Ballman, Thorbergsson 和 Ziller[BTZ] 在 不 同 的 几何 和 拓扑 条 件 下 研究 了 闭 
测 地 线 的 存在 性 Hingston [Hi] 证 明了 同 伦 秩 为 1 的 对 称 空间 上 的 短 测 地 线 的 
存在 性 ， 其 中 度量 接近 于 标准 的 度量 . 

82. 设 MARAE RNR, 若 M 同 伦 等 价 于 环 面 ， 试 证 M 是 平 
HK. 
这 是 由 E. Hopf 提出 的 猜想 并 且 他 证 明了 2 维 的 情况 . L. Green[Ge] 证 明 
T M 的 总 曲率 必须 非 正 ， 且 只 有 M 平坦 时 为 零 . TRAE eR 
流 形 的 基本 群 是 指数 增长 的 除非 流 形 是 平坦 的 . 

83. 试 证 除 SN 以 外 的 秩 为 1 的 其 他 对 称 空间 的 Blaschke 猜想 .对 于 球面 
这 是 通过 Green,Weinstein,Berger,Kazdan 和 Yang 的 努力 所 得 到 的 (确切 的 历 
史 见 [Bs] ). 

84. 证 明 紧 致 调和 流 形 是 对 称 的 . 

一 个 流 形 称 为 调和 的 ， 如 果 小 半径 的 测 地 球面 具 常 平均 曲率 . 

85. KM 为 具有 限 基 本 群 的 紧 致 流 形 . 能 否 在 其 上 找到 非 双 曲 的 闭 测 地 线 
(non-hyperbolic closed geodesic)? 详 见 [Kl] 和 Ballman-Thorbergsson-Ziller 的 文 
章 [BTZ]. 在 [BT2] 中 证 明了 , 如 M 是 非 单 连通 的 ， 且 具 非 负 Ricci 曲率 ,那么 
M 上 存在 一 个 非 双 曲 的 闭 测 地 线 . 

86. Æ M 微分 同 胚 于 N 维 球面 , 试 给 出 嵌入 的 闭 测 地 线 个 数 的 下 界 估计 . 
众所周知 ， 当 N = 2 时 ， Lusternik-Schnirelmann 证 明了 三 个 不 同 的 嵌入 闭 测 
地 线 的 存在 性 ([LS]). 关于 这 一 问题 的 情况 见 [K]. 

87. 将 Loewner 和 Pu 的 不 等 式 推广 到 高 维 情况 .二 维 环 面 时 的 Loewner 
不 等 式 为 


4 
E>0 
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这 里 1 为 最 短 的 非 同 伦 平凡 的 闭路 的 长 度 ， C 是 一 个 普 适 常数 .这 方面 的 发 
展 ， 参 看 Berger[Br2],[Br3] 和 Gromov 的 工作 [Gr4], [Gr7]. 
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88. 试 证 任何 3 维 流 形 必 有 无 限 多 个 浸入 极 小 曲面 . Sacks 和 Uhlenbeck[SU] 
证 明了 在 任何 不 以 可 缩 空间 为 覆盖 的 紧 致 流 形 上 的 极 小 球面 的 存在 性 . Sacks- 
Uhlenbeck 和 Schoen-Yau[SY4] 独立 地 证 明了 任何 不 可 压缩 曲面 能 够 形变 为 极 小 
曲面 . 若 背景 (ambient) 流 形 是 3 维 的 ， Osserman 证 明了 它们 是 浸入 的 . 在 大 
多 数 情 况 下 ， 由 Meeks 和 YaulMY] 的 结果 及 Freedman, Hass 和 Scott 最 近 的 工 
作 知 它们 实际 上 是 幅 入 的 . Meeks-Simon-Yau 的 工作 也 表明 了 ， 从 3 维 紧 致 流 
形 的 任何 紧 致 曲面 出 发 ,我 们 能 够 在 它 的 合 痕 类 (isotopyctass) 中 极 小 化 它 的 面 
积 . 

对 于 一 个 一 般 的 3 维 流 形 ， Pitts[Pi 证 明了 这 样 一 个 极 小 曲面 的 存在 性 
但 是 无 法 从 他 的 方法 了 解 这 个 曲面 的 亏 格 . 

89. 试 证 在 任何 与 53 微分 同 胚 的 流 形 中 有 四 个 不 同 的 极 小 嵌入 球面 . 在 这 
方面 我 们 应 该 研究 Sacks 和 Uhlenbeck[SU] 的 工作 . 

J. Li [LJ] 证 明了 在 具 接 近 于 标准 度量 的 度量 的 S 中 有 四 个 不 同 的 极 小 媒 
入 2 维 球面 . 

90. 是 否 每 一 紧 臻 可 微分 的 流 形 都 能 极 小 仍 入 SY, 对 某 一 入 ? 

最 近 W. Y. Hsiang 和 W. T. Hsiang[HH|] 研究 了 某 些 怪 球 (exotic) 到 SN 的 
极 小 嵌入 问题 . 

91. 单位 球 (unit ball) 中 是 否 存在 R? 的 完备 极 小 曲面 ? 

这 是 由 Calabi[Ca3|] 提出 的 .Jorge 和 Xavier[JX] 曾 给 出 一 个 界 于 两 个 平面 
之 间 的 完备 极 小 曲面 的 例子 ._ P. Jones(J] 证 明了 存在 一 个 C 的 完备 复 子 流 形 
( 因而 是 极 小 的 )， 在 单位 球 之 中 . 

92. R? 中 完备 、 般 入 的 极 小 曲面 (具有 限 亏 格 ) 是 什么 ? 

仅 知 的 例子 是 悬 链 面 (catenoid) 和 螺旋 面 (helicoid). 或 许 能 够 证 明 在 拓扑 
的 意义 下 ， 任 何 这 样 的 曲面 都 是 标准 嵌入 的 . 最 近 ， Hoffman 和 Meeks[HM] 证 
HW, R 中 存在 一 个 完备 的 极 小 能 入 曲面 ， 它 共 形 于 一 个 移动 三 个 点 的 方 环 面 . 
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93. 证 明 每 一 R? 中 正则 、 光 滑 的 Jordan 曲线 只 能 作为 有 限 个 稳定 极 小 曲 
面 的 边界 . 

如 果 Jordan 曲线 是 实 解析 的 ， TomifTo] 证 明了 它 只 能 作为 有 限 个 局 部 极 
小 圆 司 的 边界 ，Tomi 的 方法 是 相当 一 般 的 . 把 他 的 方法 推广 到 边界 光滑 情形 的 
基本 困难 在 于 证 明 当 边界 光滑 正则 时 ， 稳 定 正则 曲面 在 边界 上 不 存在 分 枝 点 . 
迄今 为 止 ， 这 点 尚未 克服 . 

在 极 小 曲面 有 最 小 面积 这 一 强 的 意义 下 ， Hardt-Simon [HS] 证 明了 边界 分 
枝 点 的 不 存在 性 ， 因 而 也 就 证 明了 这 种 情况 下 的 有 限 性 . 

在 对 边界 作 适 当 的 扰动 后 有 各 种 唯一 性 定理 . 它们 属于 Böhme, Morgan, 
Tomi, Tromba 及 其 他 等 人 . 

94. 给 定 一 个 简单 、 光 滑 、 正 则 Jordan 曲线 ， 能 否 找 到 以 它 为 边界 的 非 平 
凡 的 极 小 圆 盘 的 连续 族 ? 

有 一 个 经 典 的 例子 属于 P. LevylLe] 和 Courant[Coul: 一 个 可 求 长 的 、 除 去 
一 点 外 处 处 光滑 的 Jordan 曲线 ， 它 是 不 可 数 个 极 小 圆 盘 的 边 ( 这 一 例子 的 证 明 
依赖 于 Kruskal[Kr] 的 “ 桥 原理 ”. 桥 原 理 的 一 个 更 严格 的 证 明 是 分 别 由 Almgren- 
Solomon [AS] 和 Meeks-Yau[MY] 独立 地 给 出 的 )， Morgan[Mot] 找到 了 一 个 边 
界 由 4 个 不 交 的 圆周 组 成 的 极 小 曲面 连续 族 的 例子 . 

95. Ko 为 一 S 中 光滑 的 Jordan 曲线 ， 为 R4 的 单位 球 中 某 一 舱 入 圆 盘 
的 边界 . 试 证 在 53 中 有 一 个 与 o 合 痕 (isotopic) 的 曲线 o 为 R4 的 单位 球 的 一 
个 极 小 嵌入 圆 盘 的 边 . 这 一 问题 的 应 用 将 证 明 一 个 薄片 结 (sliced knot) 是 一 个 
带 状 结 (ribbon knot). 

96. S° 中 给 定 亏 格 的 极 小 曲面 组 成 的 空间 的 结构 是 什么 ? Lawson[LH] 证 明 
BR RP? 外 , 任何 闭 曲面 都 能 极 小 嵌入 到 53 中 . 用 这 一 方法 能 够 实现 何 种 共 形 结 
构 ? Choi Schoen [CS] 证 明 , 曲面 到 具 正 Ricci 曲率 的 紧 致 3 维 流 形 上 的 极 小 
嵌入 的 集合 是 紧 致 的 . 因此 共 形 结构 的 集 是 紧 致 的 . 车 用 SN 代替 53, N > 3 ， 
会 有 什么 变化 呢 ?” 用 Penrose 的 扭 (twistor) 结构 ， R. Bryant 证 明了 每 一 个 紧 
致 曲面 能 够 共 形 浸入 到 S4 中 . 

97. (Lawson) S? 中 仅 有 的 极 小 嵌入 环 面 是 Clifford 环 面 吗 ? 

S 中 有 许多 不 是 Clifford 环 面 的 极 小 环 面 ， 但 它们 不 是 嵌入 .由 Montiel 
和 Ros[MR] 的 工作 ， 这 将 有 赖 于 证 明 53 中 的 嵌入 极 小 曲面 的 第 一 特征 值 等 于 
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2 ( 见 问 题 100 ). 

98. (Lawson) 设 M 为 S Kik MRA hA, WHE 53 由 M 分 开 的 两 个 区 
域 具 有 相同 的 体积 . 

这 是 Gauss-Bounet 定理 的 精巧 的 形式 . 实际 上 , # M- CS" HR 
致 连通 超 曲 面 使 得 第 二 基本 形式 的 所 有 奇 次 初等 对 称 函 数 都 为 零 ， 那 么 一 般 的 
Gauss-Bounet 定理 即 证 明 SA — M- 的 两 个 分 支 有 相等 的 体积 只 要 它们 有 
相同 的 Euler 示 性 数 . 对 于 5S3 中 的 极 小 曲面 ， 这 两 部 分 总 是 微分 同 胚 的 (参见 
Lawson|L3] ). 

在 SN(N > 3) 的 一 般 情况 下 ， 这 猜想 是 不 对 的 . 例如 C. L Terng 证 明了 
S?((P/N)#) x SN-P(((N — P)/N)3) 不 能 将 SN +? 分 成 两 个 体积 相等 的 部 分 除 
qEP=N-—P. 

99. (Chern) 是 否 SNH 中 微分 同 胚 于 SN 的 嵌入 极 小 超 曲面 是 全 测 地 球 
面 ? 

一 个 肯定 的 回答 甚至 在 假定 超 曲面 所 张 成 的 锥 在 RNY? 中 是 稳定 的 这 一 特 
殊 情 况 下 也 是 有 意义 的 . 这 可 能 意味 着 作为 拓扑 流 形 的 面积 极 小 的 超 曲面 是 光 
滑 的 . 在 锥 的 稳定 性 的 假设 下 ， 这 一 猜想 在 N = 2,3,4,5 时 是 对 的 ， 见 [Sim]. 
余 维 大 于 1 的 情况 这 一 猜想 是 不 对 的 ， 见 [LO]. 

最 近 ， W. Y. Hsiang[Hs] 证 明了 上 面 猜想 是 不 对 的 ! 

100. 是 否 SNH! Ay iA BR) ae HHT AS Laplace-Betrami 算 子 的 第 一 特征 值 
为 N? 

即使 在 N = 2 的 情形 这 也 是 未 知 的 ， 一 个 肯定 的 回答 将 意味 着 S HRA 
极 小 曲面 的 面积 有 一 仅 依赖 于 亏 格 的 上 界 . 这 是 Yang-Yau[YY] 定理 的 一 个 推 
论 . 

Choi 和 Wang[CW] 最 近 证 明 SN+1! 的 极 小 嵌入 超 曲 面 的 第 一 特征 值 至 少 是 
N 
x. 

101. SW 中 是 否 存在 具 负 曲率 的 极 小 闭 曲 面 ? 

102. 作为 Bernstein 定理 的 推广 ， Schoen 和 Fischer-Cobrie [F-CS] 及 do 
Carmo 和 Peng[DP] 证 明 R3 中 任何 完备 的 稳定 极 小 曲面 是 线性 的 . 我 们 能 够 将 
此 命题 推广 到 RN (n < 8) 中 的 完备 稳定 超 曲面 吗 ? 

103. Æ u AR 的 极 小 曲面 方程 的 整体 解 ， 那 么 u 是 多 项 式 增长 的 吗 ? 
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我 们 应 该 读 一 下 Bombieri 和 Giusti[BG] 的 文章 . Bombieri 也 提出 它 或 许 
与 SX 中 的 极 小 超 曲 面 的 第 一 特征 值 有 关 ， 也 可 见于 Allard 和 Almgren[AA}. 

L. Simon ( RER ) 证 明了 在 某 些 技术 性 的 假设 下 ， 一 个 极 小 图 (graph) 有 
多 项 式 增长 . 

104. 给 出 R8 中 7 维 面积 极 小 锥 的 拓扑 分 类 . 

Lawson 证 明了 这 些 锥 的 微分 同 胚 类 的 空间 是 有 限 的 且 明 确 的 界 应 该 能 够 
得 到 . 例如 ， 仅 从 稳定 性 假定 出 发 Simon[Sim] 推导 出 对 应 于 这 样 的 锥 的 极 小 
超 曲 面 M° CS’ 的 第 二 基本 形式 的 一 个 明确 的 L? 估计 ， 类似 地 LP 模 的 界 
(p= 2,--- ,n) 将 给 出 Betti 数 和 的 一 个 先 验 估计 . 

105. (Chern) 考虑 SW 中 的 所 有 具 常 纯 量 曲 率 的 紧 致 极 小 超 曲面 的 集合 . 
把 纯 量 曲率 看 作 这 一 集合 的 函数 ， 是 否 这 函数 的 象 是 离散 的 正 数 集 ? 

Simon|Sim] ， Chern-do Carmo-Kobayashi[CDK] ， Lawson [L2] 和 Yau[Y3] 
都 作 了 些 工 作 ， 最 近 Terng 和 Pen[TP] 在 这 问题 上 有 所 突破 . 

106. RM 为 曲率 -1 的 紧 致 3 维 流 形 ， 区 为 亏 格 为 9 的 曲面 使 得 存在 
茶 一 连续 的 f :了 一 M 满足 六 :ma() 一 ma(M) 为 单 射 我 们 知道 ([SY4] ， 
[SU]) 这 样 的 映照 能 够 形变 为 一 个 极 小 浸入 ,是否 对 大 多 数 的 M ， 这 种 浸入 是 
唯一 的 ? 

107. MW R? 中 完备 、 极 小 曲面 . Osserman[O1] 证 明 M 的 Gauss BR 
照 的 象 在 S 上 的 余 集 不 含 正 密度 的 集合 ， 并 且 猜 想象 的 余 集 不 超过 4 个 点 . 
最 近 ， Xavier[X1] 证 明了 不 超过 11 个 点 .基于 Xavier 的 方法 Bombieri 改进 到 
7 个 点 ， 能 否 改进 到 4 个 点 呢 ? 能 否 将 此 推广 到 3 维 极 小 超 曲面 ? 

对 于 RN 中 的 面积 极 小 超 曲 面 的 情况 可 见 Solomon[So]. 

108. BH ARIE M 中 的 面积 极 小 超 曲 面 . 试 证 经 对 M 的 度量 作 一 扰动 ， 
H 的 奇 性 可 以 去 掉 ， 并 保持 H 所 代表 的 N 一 1 维 同调 类 . 与 此 相关 的 问题 见 
B. White[Whl. 

是 否 一 个 余 维 为 1 的 面积 极 小 流 的 支 集 具有 p. 1. 结构 ?对 于 一 个 高 余 维 
的 极 小 流 ， 其 文集 不 一 定 是 实 解析 子 簇 ( 见 Milani [Mi] )， 这 个 问题 的 目前 状 
况 见 Almgre[Alm2]. 

109. 设 人 为 RN 的 KK 维 、 紧 致 、 极 小 子 流 形 . 试 证 明 等 周 (isoperimetric) 
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KER: 
Vol (2)*—! < OkVol (00)*, 

这 里 

Vol(B(D)z-: 

= VA (OBE 

B(1) X R" 中 的 单位 球 . 4K =N, BR 为 RN 中 的 区 域 时 是 正确 的 . 

当 Cx 取 比 上 面 大 的 值 时 是 对 的 ( 见 [FF], [Alml],[All], [MiS] 和 [BDG] ). 

Almgren[Alin3] 证 明 当 2 为 RN 的 面积 极 小 子 流 形 时 具 上 面 常数 Ck 的 不 
等 式 是 成 立 的 . 

F K =2, Q 单 连通 ， 这 是 一 个 经 典 的 结果 ， 属 于 Carleman (W, Osser- 
man[O2] ) %4 K = 2,0 双 连 通 、 这 也 是 对 的 ， 属 于 Osserman 和 Schiller[OS] 
及 J. Feinberg[F]. Li, Schoen 和 Yau[LSY] 将 此 结果 推广 到 O02 是 弱 ， 连 通 的 
或 至 多 包含 两 个 分 支 的 情形 . 

一 个 途径 是 证 明 ， 不 等 式 的 极 值 情况 可 以 实现 为 Stationary integral vari- 
fold ， 后 者 或 可 证 明 是 一 平坦 圆 盘 ， 而 B. White [Wh] 曾 研 究 过 ， 平 坦 k 圆 
盘 在 邻近 的 非 参 数 曲面 中 确实 是 极 值 的 . 

110. 设 E 为 一 紧 致 曲面 且 ， f :> 一 M 是 到 3 维 流 形 中 的 极 小 浸入 使 得 
在 所 有 同 伦 于 f 的 映照 中 具 极 小 面积 (如 有 边界 ， 我 们 只 考虑 OD AA 
H f(65) 不 变 ). UB S? 或 平面 区 域 ， Meeks-Yau[MY] 证 明了 f 是 一 个 嵌 
A. 40 ABH SHIN, Freedman-Hass-Scott EHTE f AEF —-TRA 
TW f 是 嵌入 . 没有 后 一 假设 ，f AREER A. 我 们 相信 f 倾向 于 使 自 交集 的 
复杂 性 最 小 . 估计 f 的 三 重点 数 是 拓扑 学 者 的 基本 兴趣 所 在 . 

最 近 ， Gulliver 和 Scott[GS] 证 明 最 小 面积 曲面 不 一 定 有 最 小 的 三 重点 个 
数 . 

111. Wf: Mi 一 Mo 为 两 个 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 间 的 微分 同 胚 . 4h 为 同 
EF f 的 调和 上 映照， 是否 h 是 单 值 的 ? n= 2 的 情况 已 由 [SY6] 和 [Sa] 证 明 . 

对 于 n > 2 ， 若 不 给 Mı, Me 加 条 件 ， Calabi 已 举 出 了 反例 (在 Calabi 的 
例子 中 M2 是 一 个 环 ). 

112. 证 明 xi(SN) 可 由 调和 映照 来 表示 ， 若 将 SN 换 成 具有 限 基 本 群 的 紧 
致 流 形 ， 情 况 又 是 如 何 ? 


Ck 
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我 们 可 参考 R. T. SmithlS] 

113. ( 仿 射 几何 ) 

(a)(Chern) 给 出 仿 射 几何 的 Bernstein 定理 :任何 仿 射 空间 上 的 凸 图 (graph) , 
如 是 一 个 仿 射 极 大 超 曲面 ， 则 必 为 一 个 抛物 面 (paraboloid). 

(b) 分 类 3 维 紧 致 仿 射 平坦 流 形 , 一 般 地 ， 尚 不 知道 是 否 任何 紧 致 仿 射 平坦 
流 形 具 零 Euler ¥ ( 见 Milnor[M3], Kostant-Sullivan[KS], Sullivan[SU]], [Su2], 及 
Wood [Wo1] ). 


7.7 “广义 相对 论 和 Yang-Milh 方程 


114. 这 是 一 个 按 Penrose 的 扎 词 称 为 “宇宙 审查 ” (cosmic censorship) 的 
问题 . 

BRM 为 一 具 度量 如 gy 和 对 称 张 量 hi; 的 3 维 流 形 ， 设 M 是 一 满足 真空 
Einstein 场 方程 的 4 维 渐 近 平坦 时 空 的 3 维 类 空 超 曲面 . 假定 gi 和 hi; 满足 
它们 分 别 作为 诱导 度量 和 第 三 基本 形 所 必须 满足 的 相 容 条 件 . 在 研究 M ER 
Cauchy 初 值 gi; 和 hi; 的 真空 场 方程 的 整体 解 时 ， 我 们 希望 了 解 所 得 解 的 奇 点 
HER. 或 许 这 是 广义 相对 论 中 最 重要 的 待 解决 问题 . 

是 否 一 般 地 一 个 奇 点 将 有 一 个 “地 平 线 ” (horizon)? BARA “aR? W 
奇 点 ? 

关于 这 一 问题 的 背景 ， 请 见 Hawking 和 Ellis 的 书 [HE]. 

还 请 注意 Christodoulou 的 重要 工作 [Cr1,2,3,4], 他 研究 了 当时 空 有 一 SO(3) 
等 度 同 胚 群 ， 具 一 无 质量 纯 量 场 时 的 Einstein 方程 的 整体 初 值 问题 ， 他 证明 当 
终结 Bondi 质量 Mi 非 零 时 ， 一 个 质量 为 Mi 的 黑洞 被 无 穷 远 处 的 真空 形式 
(vacuum : forms) 所 包围 . 他 还 决定 了 度量 递减 的 速率 及 纯 量 场 在 “地 平 线 ” 上 
的 状态 . 

Christodoulou 和 Klainerman[Cr5] 最 近 宣 布 证 明了 Minkowski 空间 的 稳定 
性 . 

115. Cheeger 和 Gromolt 的 分 裂 定理 说 , 若 一 个 非 负 Ricci 曲率 的 Riemann 
流 形 包含 一 条 测 地 直线 y, AA M 可 以 等 度 地 分 解 为 Rx N ， 其 中 第 一 个 因 
子 由 7 代表 . 

在 时 空 的 研究 中 , 证 明 下 列 事实 将 是 有 意义 的 : 一 个 测 地 完备 的 4 维 Lorentz 
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流 形 , 如果 在 类 时 方向 上 Ricci 曲率 非 负 , 而 此 类 时 方向 又 包含 一 绝对 极 大 类 时 
测 地 线 ， 则 流 形 可 分 解 为 测 地 线 和 类 空 超 曲面 的 乘积 . 

Beem, Ehrlich, Markvorson 和 Galloway[BEMG] 在 较 强 的 条 件 下 证 明了 这 
一 事实 . 他 们 假定 M 是 一 整体 双 曲 的 时 空 且 在 类 时 方向 上 截 曲 率 非 负 . 他 们 并 
未 假定 M 是 测 地 完备 的 .他 们 的 证 明 用 到 了 S. Harris 的 三 角 比 较 定理 . 

也 可 见 Galloway[Gall 和 Bartnik(Barz]. 那里 他 们 假设 了 一 个 “无 地 平 线 ” 
的 条 件 . 

116. 证 明 一 个 静态 恒星 模型 (static stellar model) 等 度 同 胚 于 一 个 球面 . 关 
于 模型 具 一 致密 度 时 见 Lindbloom{Lin]. _ 

S. Hawking 证 明 一 个 静态 黑洞 是 轴 对 称 的 . 但 他 的 证 明 部 分 基于 物理 的 考 

从 Israel, Hawking, Carter 和 Robinson 的 工作 我 们 知道 一 个 稳定 的 、 旋 转 

的 黑洞 必 是 Kerr 黑洞 ( 见 [Ro]). 对 于 负荷 的 (charged) 稳定 黑洞 ， 我 们 能 给 出 
类 似 的 命题 吗 ? 若 度量 是 Riemann 度量 ， 那 么 也 有 类 似 的 问题 . Lapedes 指出 
Robinson 的 方法 已 无 法 适用 ， 而 Israel 的 方法 在 静态 情况 下 仍 可 应 用 . 

Masood-ul-Alam 和 Bunting[ABul WEH, 带 有 任意 个 数 黑洞 的 真空 Einstein 
方程 的 静态 解 或 是 Schwarzschild 解 或 是 Minkowski 空间 ,这 是 Israel 和 Robin- 
son[Rob] 早期 结果 的 推广 . 

Bunting[Bu] 和 P. Mazur [Ma] WEH, 一 个 稳定 的 负荷 黑洞 是 Kerr-Newman 
解 . 关于 静态 恒星 模型 的 球 对 称 性 见 Masoodul-Alam[Ala] ， 亦 可 见 Lindbloom 
[Lind]. 

117. 证 明 S* 上 任何 Yang-Mills 72 H SHUR CPE. 

见 Bourguignon 和 Lawson 的 文章 [BL]. 

Atiyah, Drinfield, Hitchin 和 Manin[AHDM] 已 将 自 共 斩 解 和 反 自 共 斩 解 作 
TAR. 

118. 证 明 具有 固定 的 Pontryagin 数 的 S* EES AAAA] (moduli 
space) 是 连通 的 . 证 明 R* 上 L 可 积 规范 场 的 Pontryagin 数 是 整数 . 

问题 117 和 118 都 是 著名 的 ， 请 参见 Atiyah 的 精彩 文章 [At2]. 

X P H St E SU(2) 或 SU(3) 为 结构 群 、 正 阶 数 (degree) 的 主 从 时 ， 
Taubes[T3] 证 明了 自 共 斩 连 络 的 模 空 间 是 连通 的 . 
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119. 物理 学 家 们 有 一 个 渐 近 平坦 流 形 的 概念 (例如 见 [SY7] ). 其 定义 严重 
地 依赖 于 坐标 系 的 选取 ， 而 不 是 内 蕴 的 ， 如 果 我 们 用 曲率 的 适当 递 降 来 代替 这 
个 定义 ， 能 得 到 等 价 的 条 件 吗 ? 

这 已 由 Bartnik[Barl] 基本 上 解决 了 .他 将 质量 定义 为 


1 i 
m(g) = Ien [ . (Jiji — 9j7i) ds ， 


有 可 能 其 中 无 穷 远 坐标 的 假设 可 由 曲率 的 递 降 和 无 穷 远 处 的 连通 性 来 代替 . 

120. 给 定 一 个 渐 近 平坦 空间 ， 能 否 对 总 角 动 量 给 出 一 个 较 好 的 定义 ? 它 与 
总 质量 的 关系 是 什么 ? ( 见 [Pe]. )- 

类 空 无 穷 远 处 的 角 动 量 物 理学 家 已 有 了 充分 的 了 解 ( 见 Ashlekhar[Ash| 和 
J. York[Yo] )， 然 而 在 零 位 无 穷 远 (null infinity) ， 如 何 定义 角 动 量 却 是 一 个 问 
题 ， 见 Christodulou 和 Klainerman 在 这 方面 的 工作 . 

关于 Yang-Mills 场 的 补充 . 

(a) RP AV SU(2) 为 结构 群 的 紧 致 4 维 流 形 上 的 主 从 ， 何 时 存在 一 个 不 
可 约 的 自 共 斩 连 络 ? 

当 M 的 相交 形式 (intersection form) 是 正定 时 ， Taubes [T1] WEH ERE 
在 性 的 充分 必要 条 件 是 C2(p) <0. 在 另 一 篇 文章 中 ， Taubes[T2] 找到 了 当 M 
的 相交 形式 非 定 时 的 必要 条 件 . 

(b) 设 M 为 具 正 定 相交 形式 的 单 连通 紧 致 光滑 可 定向 的 4 维 流 形 ， 通 过 研 
FE HIEMER WY AS IH], Donaldson|D1] 证 明 相交 形式 ( 在 整数 环 上 ) 等 价 于 
(1) @---@ (1). 结合 Freedman 的 工作 ， 这 导出 了 R4 EAE (exotic) 微分 结构 的 
存在 . 

代替 SU(2) ， 考 虑 SU(3)- EM, Fintushel 和 Stern[FS] 对 具 正 定 相交 形 

ABY 4 维 流 形 证 明了 某 些 附加 的 非 光滑 性 结果 . 

最 近 ，Donaldson[D4] 去 掉 了 他 的 定理 中 M 的 单 连通 条 件 . Donaldson[D3] 
也 证 明了 当 M4 是 单 连通 的 和 旋 (spin) 的 ， 它 的 相交 形式 有 1 或 2 个 负 部 ， 那 
么 相交 形式 与 标准 形式 等 价 . 在 [D4] 中 他 将 此 结果 推广 到 H (M,Z) 无 2- # 
(2-torsion) 的 情况 . 

(c)Uhlenbeck 和 Yau[UY] 证 明 紧 致 Kihler 流 形 上 每 一 个 ( 单 ) 稳定 全 纯 向 
量 丛 都 容许 一 个 唯一 的 Hermite-Yang-Mills 连 络 . 
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(d)(Thom 猜测 ) WEHE E C CP? 为 一 同调 于 ”次 代数 曲线 的 嵌入 曲面 ， 
则 
GH (2) > 


(e)(11/8 猜测 ) 设 M 是 紧 致 光滑 的 4 维 旋 流 形 ， 则 
wie |, 2 


(n — 1)(n — 2) 
2 


ttj- 


b+ 一 b-| |w 的 号 差 | 8 


XE wH M 的 相交 形式 . 
当 M 是 单 连通 的 ， 这 等 价 于 猜想 : M RT K3 曲面 和 S? x 5? 的 连接 


和 (connected sum) , 
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第 八 章 几何 中 的 非 线性 分 析 


几何 学 的 要 由 就 是 对 于 某 一 类 的 几何 对 和 象 给 出 一 个 好 的 描述 !. 通常 , 这 意 
味 着 我 们 必须 对 于 空间 上 的 分 析 结 构 及 由 这 些 结构 定义 的 几何 对 象 给 出 一 个 好 
的 描述 ， 在 许多 情形 下 ， 我 们 必须 知道 如 何 来 形变 这 些 结构 并 且 研 究 隶 属于 这 
种 结构 的 几何 对 象 的 动力 学 . 这 些 几何 对 象 的 描述 通常 是 由 微分 方程 决定 的 . 
由 于 几何 对 象 一 般 都 是 弯曲 的 ， 这 些 方程 的 大 多 数 是 非 线性 的 ， 正 像 在 物理 中 
那样 ， 几 何 中 的 方程 大 都 是 变 分 性 质 的 ， 事 实 上 ， 我 们 研究 的 几何 中 的 方程 几 
手 都 与 物理 有 关 .， ( 我 们 这 儿 指 的 是 广义 的 物理 ， 因 此 也 包括 了 工程 中 的 许多 
问题 . ) 也 许 ， 几 何 同 物理 一 样 的 实在 . 在 历史 上 ， 几 何 学 家 从 几何 自身 的 美 出 
发 而 考虑 的 许多 问题 后 来 都 在 物理 学 中 自然 产生 ， 这 件 事 常常 使 几何 学 家 同 物 
理学 家 都 感到 吃惊 .似乎 当 大 自然 通过 数学 来 表现 她 自身 的 美的 时 候 ， 她 也 通 
过 它 显示 她 的 深 宜 性 ， 高 能 物理 中 一 个 最 新 的 发 展 是 超 弦 (superstring) 理论 . 
它 需 要 用 到 几何 学 中 很 多 的 知识 .我 们 希望 看 到 物理 学 家 与 数学 家 对 此 连续 不 
断 的 共同 探讨 . 

除了 物理 学 之 外 ， 几 何 学 还 同 拓扑 学 及 代数 几何 学 密切 相关 ， 拓扑 学 告诉 
我 们 空间 基本 的 属性 ， 而 代数 几何 给 我 们 提供 了 无 数 的 自然 的 例子 ， 使 我 们 能 
去 验证 我 们 的 理论 ， 我们 希望 通过 这 个 演讲 来 说 明 这 些 联系 中 的 若干 方面 . 

"本章 是 根据 丘成桐 教授 于 1985 年 下 半年 在 加 州 大 学 San Diego 分 校 讨论 班 上 的 一 系列 演 
讲 整理 而 成 的 . 
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本 演讲 将 粗略 地 分 成 下 列 几 个 题目 : 

(1) 线性 方程 : Laplace 算 子 的 谱 及 调和 函数 ; 

(ID 半 线 性 方程 ， 与 共 形 形变 有 关 的 Yamabe 问题 ; 

(IIL) 极 小 曲面 方程 及 调和 映照 ; 

(IV) Kahler 几何 . 

在 我 们 详细 论述 这 些 问题 之 前 ， 我 们 提 一 下 对 几何 学 的 看 法 的 一 种 分 类 ， 
过 去 ,很 多 几何 学 家 做 的 是 “局 部 ”的 问题 . 当前 ， 他 们 更 多 注意 的 是 “整体 ” 
问题 .这 常常 造成 几何 学 家 的 这 两 种 看 法 的 对 立 ， 事实 上 ， 正 像 在 微分 方程 的 
理论 中 一 样 ， 整 体 性 问题 的 进展 建立 在 关于 局 部 问题 的 知识 的 基础 之 上 ， 事 实 
上 ， 有 些 局 部 问题 比 整体 问题 还 要 困难 .我 们 如 下 来 讨论 : 

” (i) 局 部 问题 

大 多 数 几何 中 的 局 部 问题 可 以 通过 代数 化 成 微分 方程 中 的 局 部 存在 性 定 
E. 其 中 涉及 的 代数 可 能 是 很 复杂 的 . Griffiths 及 其 合作 者 们 关于 局 部 等 度 嵌 
入 的 工作 是 个 很 好 的 例证 ，  Cartan-Kahler 理论 正 是 为 了 把 几何 问题 化 成 局 部 
存在 性 定理 (例如 Gauchy-Kovalevsky 定理 ) 而 提出 的 . 在 这 些 局 部 问题 中 ,还 
用 到 了 各 种 隐 范 数 定理 ， 其 中 包括 Nash-Moser 迭代 程序 . 当 所 涉及 到 的 方程 是 
退化 型 时 ( 即 不 全 是 椭圆 型 或 双 曲 型 ， 或 改变 类 型 的 方式 是 退化 的 )， 局 部 的 存 
在 性 问题 可 能 是 极其 困难 的 ， 当 方程 是 非 线 性 时 尤其 如 此 . 

一 个 有 趣 的 例子 是 局 部 度量 嵌入 问题 . 几何 学 的 一 个 老 的 经 典 的 问题 是 曲面 
片 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 嵌入 问题 .方程 的 形状 是 Fu Pe F(a, y, U, Ue ty). 
当 F 变 号 时 或 零点 集 复杂 时 ， 局 部 的 存在 性 是 很 困难 的 ， 事 实 上 ， Pogorelov 
和 Jacobowitz 在 F > 0 时 给 出 了 C 的 反例 ， 因 此 ， C. S. Lin[In 1, 2] 在 C30 
的 情形 下 给 出 了 局 部 存在 性 的 证 明 一 事 是 十 分 引 人 注 目的 . 

我 们 在 此 还 应 当 提 到 Kuranishi 关于 C — R 结构 的 局 部 丛 入 理论 的 深刻 的 
工作 . 

(ii) 半 局 部 理论 

基本 的 例子 是 所 涉及 的 方程 的 奇 点 的 传播 ， 几何 学 及 微分 方程 中 一 个 最 困 
难 的 课题 也 许 是 对 于 对 称 性 的 了 解 . 在 代数 几何 中 , 奇 点 是 个 较为 明确 的 概念 ， 
因为 那儿 的 “空间 ”就 是 多 项 式 簇 的 零点 集 ， 而 奇 点 是 在 其 局 部 看 来 空间 不 能 
是 仿 射 空间 样子 的 点 . 
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在 几何 中 ， 奇 点 则 较 难 定义 ， 特 别 是 当 结构 是 由 双 曲 型 方程 刻画 并 且 空 间 
的 拓扑 也 允许 改变 时 , 一 个 好 的 例子 是 广义 相对 论 中 发 展 的 奇 点 理论 . 现在 , 我 
们 还 没有 找到 黑洞 的 一 个 真正 好 的 定义 ， 黑 洞 本 质 上 说 就 是 Einstein 方程 的 奇 
点 , 在 我 们 对 于 具 非 奇异 初 值 的 Einstein 方程 的 整体 情况 有 个 好 的 认识 之 前 , 给 
出 广义 相对 论 中 奇 点 的 更 精确 的 定义 是 很 困难 的 . 注意 , 在 著名 的 Schwarzschild 
解 中 ， 有 一 个 坐标 奇 点 ， 但 它 可 以 通过 改换 坐标 而 除 掉 . 这 明显 地 使 问题 复杂 
ÆT. Penrose 提出 了 一 个 叫做 宇宙 管制 的 著名 问题 ， 它 对 于 一 般 性 的 现象 给 
出 了 奇 点 如 何 发 展 的 预测 .这 也 许 是 经 典 的 相对 论 中 最 基本 的 问题 . 

主要 的 问题 是 ， 当 空间 维 数 大 于 1 时 ， 我 们 对 于 非 线性 双 曲 系统 的 整体 的 
性 质 知道 得 很 少 ， 几 乎 可 以 肯定 地 说 ， 一 旦 我 们 对 这 类 方程 了 解 得 更 多 ， 几 何 
学 就 会 有 所 突破 . 关于 Einstein 方程 的 最 好 的 工作 是 D. Christodoulou 最 近 得 
到 的 ， 在 球 对 称 的 情形 他 给 出 了 很 好 的 结果 .可 以 期 望 关 于 球 骨 韦 的 许多 问题 
可 以 通过 他 的 工作 得 到 解答 . 

对 于 非 线 性 椭圆 系统 ， 已 有 一 个 成 熟 的 正则 性 理论 ， 这 方面 的 工作 追溯 到 
Bernstein, Schauder, Morrey, Nirenberg, De. Giorgi, Federer, Fleming, Allard, 
Almgren, Simon FA. 这 些 工作 的 大 多 数 是 集中 在 极 小 子 簇 方面 . 理由 很 简单 ， 
非 线 性 椭圆 方程 的 大 多 数 困 难 在 极 小 子 簇 中 都 已 出 现 . 关于 极 小 子 簇 的 好 的 认 
识 往往 引起 更 一 般 的 非 线 性 椭圆 方程 类 的 突破 ， 极 小 子 簇 的 正则 性 理论 的 大 多 
数 进展 都 假定 极 小 子 簇 在 整体 上 是 面积 极 小 的 . 

最 好 的 例子 是 余 维 为 1 的 面积 极 小 的 极 小 子 簇 . De. Giorgi, Federer ， 
Fleming, Almgren, Allard, Simon 和 Hardt 证 明了 当 维 数 小 于 6 时 ,没有 
奇 性 . 最近， 工 . Simon 通过 研究 奇 点 的 邻 域 给 出 孤立 奇 点 的 很 好 的 认识 ， 他 证 
明了 邻 域 可 以 用 定义 在 切 锥 上 的 Holder 连续 函数 的 图 象 来 描写 . 

(ii) 大 范围 问题 

与 物理 、 拓 扑 和 代数 几何 有 关 的 很 多 问题 都 是 整体 性 的 ， 因 此 整体 几何 学 
的 大 多 数 工作 都 同 这 些 学 科 有 关 , 粗略 地 说 ， “整体 ”表示 我 们 研究 紧 致 空间 上 
的 分 析 结 构 . 对 于 非 紧 的 流 形 , 我 们 则 要 求 它 的 结构 在 某 种 意义 下 是 完备 的 . 对 
于 由 这 样 的 结构 定义 的 几何 对 象 ， 我 们 想 知 道 它们 随 着 时 间 ( 趋 于 正 负 无 穷 ) 
的 演变 及 其 渐 近 行为 . 

从 许多 方面 看 ， 基 本 的 问题 是 : 
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(1) 给 定 一 个 完备 的 分 析 结 构 ， 如 何 从 局 部 的 信息 得 出 整体 的 信息 ? 

(2) 给 定 了 空间 的 拓扑 ， 我 们 能 和 否 在 此 空间 上 加 上 某 种 分 析 结构 ? 

因此 第 二 个 问题 对 应 于 分 析 中 的 存在 性 定理 . 第 一 个 问题 对 应 的 是 惟一 性 . 
从 这 些 问 题 的 叙述 本 身 应 该 看 到 ， 对 于 整体 拓扑 的 了 解 在 这 些 问题 的 处 理 中 是 
不 可 少 的 . 事实 表明 , 我 们 还 可 以 把 讨论 倒 过 来 , 从 而 给 出 拓扑 学 中 的 新 定理 . 
最 近 的 例子 是 S. Donaldson([D3,4]) 把 规范 物理 论 应 用 到 四 维 拓扑 的 研究 而 得 到 
的 惊人 的 成 就 .在 这 之 中 的 存在 性 定理 是 C. Taubes 在 K. Uhlenbeck 工作 的 基 
础 上 得 到 的 ( 见 [U1, 2] 和 C. Taubes 的 文章 ) 通常 ， 建立 在 纯粹 拓扑 的 信息 之 
上 的 存在 性 定理 是 第 一 步 ， 一 旦 建立 起 分 析 的 结构 ， 拓 扑 的 推论 可 以 从 分 析 的 
结构 导出 来 ， 我 们 希望 在 演讲 的 下 列 部 分 中 给 出 它 的 一 个 轮廓. 


8.1 “特征 值 与 调和 函数 


黎 曼 流 形 M 上 最 基本 的 椭圆 算 子 是 Laplace HFA, 4M 是 紧 致 的 ， 则 
A 有 离散 谱 . 我 们 把 谱 ( 即 A 的 特征 值 ) 记 作 0 <A1 SASAS 
个 基本 事实 是 当 i > 00 If A > o. 

特征 值 的 研究 中 有 两 个 基本 的 并 且 密 切 相 关 的 方向 ， 第 一 个 是 研究 序列 
{XAi} 的 渐 近 性 质 ， 基 本 性 的 结果 可 在 [BGM] 中 找到 . 

著名 的 Weyl 公式 给 出 了 Xi 的 渐 近 展开 的 第 一 项 ， 它 说 的 是 


Ai ~ Cni® /(VolM)* , i 一 00, 


这 儿 Cn 是 只 同 n= dimM 有 关 的 普 适 常数 . 决定 和 渐 近 展开 的 第 二 项 则 是 个 
困难 得 多 的 问题 . IvriilIv] 在 这 个 方向 做 了 重要 的 工作 ( Melrose 也 有 实质 性 
的 工作 )， 他 的 结果 可 以 概述 如 下 : 设 M 是 有 边 9M ACOH RAM. 首先 考 
虑 Dirichlet 问题 ， 对 于 任意 正 数 和 ， 令 NO) 表示 不 超过 A 的 特征 值 的 个 数 
( 重 数 计 在 内 ). 在 M 的 闭 测 地 线 集 满 足 某 个 技术 性 条 件 的 假定 下 ， 下 列 渐 近 


公式 成 立 


NO) = (Qn) "Wa(VolM) A” 
-1 (2n) "HW, (VolOM) TLA, 
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ROL Wn 及 Wh-1 是 只 依赖 于 n 的 常数 . 对 于 Neumann 问题 也 有 类 似 的 结果 . 
Ivrii 用 的 方法 是 研究 波 方程 u = Au 的 基本 解 的 奇 性 . 

男 一 个 与 Weyl 公式 有 关 的 问题 是 Polya 猜测 . 它 说 的 是 , 如 果 OF R" 中 
的 有 界 域 ， 则 


2 
“gn 
2 

n 


Ni > Cr(VolQ)~ 
< Cr(Vol2)~ 


2 
n 
2 
n 


Ui "Ln. 


ROL {Ai} 及 {us} 分 别 是 Dirichlet 及 Neumann 问题 的 特征 值 . 
在 [LY1] F, Lif] Yau 证 明了 从 平均 上 讲 ， Polya 猜测 是 对 的 . mE, 对 
任意 的 闭 流 形 M ， 恒 有 


Ai < C1+ Co(i + 1)*(VolM)~*, 


这 儿 Cı 及 C2 ÆRE M 的 直径 m 及 Ricci 曲率 的 任 一 个 下 界 有 关 的 常数 . 
RX, RAT 5, — A 的 基本 解 ， 对 于 认识 Laplace 算 子 的 特征 值 是 基本 的 
LR, 它 常 常 给 出 关于 特征 值 的 较 小 依赖 于 几何 的 估计 . 然而 , BRT Weyl 的 渐 
近 佑 计 的 第 一 项 之 外 ， 它 尚 不 能 对 低 阶 渐 近 项 给 出 估计 . 但 是 ， 通 过 研究 热 核 
的 迹 ， > ,ext ， 在 过 去 已 经 得 到 了 很 多 信息 ， 特别， 体积 及 总 标量 曲率 等 可 


以 从 此 无 穷 级 数 当 t 一 0 时 得 出 来 ， 然而， 为 了 计算 这 些 渐 近 值 ， 必 须知 道 全 
部 的 特征 值 ， 因 此 这 不 是 得 到 不 变量 的 有 效 的 方法 . 当 M 是 凸 域 时 ,的 确 可 以 
找到 有 效 地 得 到 体积 的 方法 ， 当 M 不 凸 时 ， 问 题 是 不 稳定 的 并 且 是 困难 的 ， 
无 论 怎 样 ， 在 一 般 情 形 ， 人 们 不 可 能 得 出 流 形 的 几何 的 全 部 信息 (参看 [Mi] )， 
C. Gordon 及 Wilson [GW] 发 现 了 在 某 个 紧 流 形 上 存在 具有 相同 谱 的 非 平凡 的 
连续 的 度量 族 . 然而 ， 所 有 具有 相同 的 谱 的 流 形 的 已 知 例子 都 是 局 部 等 度 的 . 

谱 的 研究 的 第 二 个 方面 是 对 一 般 的 流 形 用 极 小 极 大 原理 估计 开头 几 个 特征 
值 ， 特 别 是 AL, Cheng[Ch1] 给 出 了 只 依赖 于 流 形 的 直径 及 Ricci 曲率 的 任 一 
个 下 界 的 Xi 的 上 界 . 后 来 ， Li 及 Yau[LY1] 得 到 了 和 1 的 与 同样 的 量 有 关 的 下 
F. Zhong 和 Yang[ZY] 得 到 了 下 界 的 最 优 估计 . 

佑 计 特 征 值 的 空隙 是 个 有 趣 而 且 重 要 的 问题 . 例如 ， 可 知 Xi(32) 的 重 数 不 
超过 3, (IL [Ch2] )， 因 此 要 估计 和 4 - Ar. 对 于 R” 中 的 凸 域 2 ， 在 Dirichlet 
边 值 条 件 下 有 Xi < Ao. 在 [SWYY] F, I. Singer, Wang, Yau 及 Yau XF mi 


8.1 特征 值 与 调和 函数 . 321 - 


的 A2— Ar 给 出 了 估计 . 证 明 的 基本 想法 是 : 设 广 及 户 是 开始 的 两 个 特征 函 
数 ， 因 为 2 h, MARS u= fi/ fo 是 有 定义 的 且 直 到 边界 上 都 是 光滑 的 . + 
G = |Vu|? + A(u— u)? ,此 处 入 = 和 2 一 入 及 4 = supu, 由 极 大 值 原理 ， 不 难 
看 出 
G < supG = sup\(u — u)?, 
an əN 


|Vul? + A(sup u — u)? < A[(sup u — inf u)? — (sup u — u)?], 


因此 


V up u — inf u)? — (sup u — u)? 

将 此 不 等 式 沿 着 连结 u 达到 极 大 值 与 极 小 值 的 线段 积分 ， 就 得 到 
402， 
这 儿 d 是 8 的 直径 . 这 个 不 等 式 的 常数 是 否 能 够 改进 使 得 等 导 对 于 线段 成 立 ? 

显然 对 于 特征 值 的 认识 本 质地 依赖 于 对 特征 函数 的 认识 ， 特 征 函 数 的 基本 
部 分 是 其 零点 集合 ， 它 叫做 结 点 集 (nodal set). 甚至 对 于 二 维 流 形 ， 我 们 还 不 真 
正 了 解 结 点 集 ， 一 个 很 著名 的 古老 问题 是 研究 凸 域 的 第 二 特征 函数 的 结 点 线 . 
据 猜测 ， 它 不 可 能 包围 域 的 任 一 个 紧 子 集 ， 最 近 Lin 在 域 具 有 对 称 性 的 假设 下 
证 明了 这 个 猜测 ， 另 一 个 有 趣 的 问题 可 以 如 下 叙述 : 设 i 是 第 n 个 特征 函数 
的 长 度 ， 能 否 得 到 In 的 渐 近 估计 ? 似乎 它 的 阶 是 Vn, BOUL An 是 第 个 特 
征 值 . 困难 的 是 给 出 i 的 上 界 估计. 

以 下 我 们 考虑 M 是 完备 的 非 紧 流 形 的 情形 . 这 时 候 ， 应 该 有 两 个 理论 , 一 
TEH, 一 个 L” 的 . 首先 考虑 L? 理论 ， 谱 一 般 不 是 离散 的 了 . 可是， 我 们 
还 是 可 以 问 ， 一 人 什么 时 候 有 特征 值 ? 也 就 是 说 ， 存 在 je L7(M),f #0, 使 
得 Af =—Af(A>0) ? 我 们 希望 下 列 情况 全 是 对 的 : 

(1) 4M 是 完备 的 且 K > 0 ( K 是 截 曲率 ) 时 ， M 没有 纯粹 的 点 谱 
Escobar[Es] 在 M 在 一 个 紧 集 外 是 旋转 对 称 的 情形 证 明了 这 个 断言 ; 

(2) 4M 是 完备 的 、 单 连通 且 -C < K < -1 时， M 没有 特征 值 ; 

(3) 当 M 是 完备 的 且 -C< K < 0 上 且 体 积 有 限时 ，M 有 无 穷 多 特征 值 ; 


A2-A = AZ 
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这 些 猜 测 的 正确 性 在 n= dim M = 2 时 都 不 知道 . 已 知 猜测 (3) 在 M 是 对 
称 域 的 算术 子 群 的 商 空间 时 成 立 ， 

了 解 入 = 0 的 情形 特别 有 趣 . 特别 ， M 什么 时 候 有 满足 某 些 条 件 的 非常 值 
调和 函数 ? 如 果 有 ， 有 多少? 

Yau 在 [Y5] 中 证 明了 ， 在 任意 完备 的 非 紧 流 形 上 ， 不 存在 非常 值 的 LN 
ABM, 1 < p < co. 特别 ， 除 常数 外 没有 其 他 L 调和 函数 ， 由 于 这 一 点 ， 我 
们 将 注意 力 集中 于 正 的 或 有 界 的 调和 函数 上 .这儿 我 们 要 讨论 的 基本 问题 是 给 
出 使 Liouville 定理 成 立 或 不 成 立 的 M 的 几何 条 件 . 

Yau[Y7] 的 一 个 结果 说 当 Ricci 曲率 非 负 时 ， 仅 有 的 正 调 和 函数 是 常数 ,这 
种 流 形 可 称 为 强 抛物 的 . 

最 近 ，P. Li 及 Tam[LT] 研究 了 M 在 一 个 紧 集 外 曲率 非 负 的 情形 ， 他 们 给 
出 了 所 有 有 界 的 或 正 的 调和 函数 的 分 类 ， 如 果 能 用 Ricci 曲率 非 负 代替 上 面 的 
条 件 就 好 了 . Donnelly 用 Yau 的 方法 证 明了 正 调和 函数 的 空间 是 有 限 维 的 . 这 
种 流 形 可 以 叫做 抛物 线 的 . 有 趣 的 是 去 证 明 当 流 形 一 致 等 价 于 某 个 完备 的 Ricci 
曲率 非 负 的 流 形 时 ， 它 是 抛物 的 . 

另 一 方面 ， 我 们 想 证 明 很 多 流 形 是 双 曲 的 ， 即 非 抛物 的 。 Anderson[A] 及 
Sullivan[S] 对 于 单 连通 的 、 曲 率 介 于 两 个 负 常 数 之 间 的 完备 流 形 解 出 了 Dirichlet 
问题 后来， Anderson 及 Schoen[AS] 关于 这 种 流 形 的 正 调和 函数 作出 了 漂亮 
的 工作 ， 他 们 的 主要 结果 是 Martin 边界 同 无 穷 远 球面 S(oo) 的 Ce 同 胚 的 存在 
性 ，Martin 边界 同 无 穷 远 球 面 的 合 二 为 一 使 我 们 能 够 对 正 调和 函数 开始 一 个 系 
统 的 研究 ， 可 以 证 明 M 上 的 每 一 个 正 调和 函数 u 可 以 通过 下 面 的 公式 得 到 


u= /Ks,Qdne, 
S(co) 


RIL u FE S(oo) 上 惟一 的 正 Borel W, K(x, Q) 是 Poisson 核 . 这 是 Martin 
表示 公式 . 
在 Martin 边界 上 可 以 定义 调和 测度 . 对 这 个 测度 的 正则 性 的 研究 是 个 重要 
的 问题 ， 也 许 有 界 域 的 调和 测度 的 许多 经 典 的 事实 在 这 儿 会 有 相 类 似 的 结果 . 
当 曲 率 没 有 下 界 时 如 何 建立 上 述 理论 还 不 清楚 . 也 不 知道 当 曲率 只 是 非 正 
时 Martin 边界 是 什么 样子 . 对 于 对 称 域 , 已 有 一 个 完整 的 理论 ， 能 从 这 个 更 广 
的 框架 来 认识 对 称 域 就 好 了 . 
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男 一 个 重要 的 问题 是 证 明 一 个 非 紧 的 完备 流 形 M 是 双 曲 的 , 若 lim Xi(f2) > 
0, 这儿 位 是 M 的 穷竭 紧 集 列 . 

关于 完备 流 形 上 的 调和 函数 有 很 多 有 趣 的 问题 . 一 个 函数 f 叫做 具有 上 次 
多 项 式 级 的 增长 ， 如果 |f| < CL +r)*t* 对 任意 = > 0 成 立 , 这儿 了 =d(z,p),p 
是 M 上 一 个 固定 点 . 一 个 函数 叫 线 性 增长 的 , 若 它 满足 前 面 k = 1 的 不 等 式 . 对 
于 具有 非 负 Rici 曲率 的 完备 黎 曼 流 形 ， 我 们 希望 得 到 线性 增长 的 调和 函数 的 
维 数 的 上 界 , 当 M 是 Kihler f, 多项式 增长 的 全 纯 函 数 构 成 一 个 环 . 这 时 , 我 
们 想 知道 什么 时 候 这 个 环 是 有 限 生成 的 ， 什 么 时 候 可 以 找到 线性 增长 的 母 元 . 
这 个 问题 同 Kabler 几何 学 中 下 列 问题 密切 相关 : 具有 正 全 纯 双 截 曲 率 的 非 紧 完 
备 Kahler 流 形 全 纯 等 价 于 C. 

Siu 和 Yau 及 Mok-Siu-Yau[MSY] 试图 用 Hormander 的 L? 理论 来 解决 这 
个 问题 . 然而 ， 他 们 的 假设 相当 强 ， 方 法 是 构造 慢 速 增长 的 全 纯 函 数 ， 最 近 Li 
和 Yau[LY3] 用 椭圆 理论 的 论证 来 构造 可 以 分 隔 两 个 点 的 线性 增长 的 全 纯 函 数 . 
他 们 假设 了 流 形 的 体积 的 增长 是 2n 次 多 项 式 的 . 

AA, 在 具有 强 的 负 曲 率 的 单 连通 完备 Kahler 流 形 上 构造 有 界 全 纯 孙 
数 是 一 个 重要 问题 . 事实 上 ， 我 们 希望 能 证 明 它 全 纯 等 价 于 C" 中 的 有 界 域 ， 或 
至 少 有 界 全 纯 函 数 可 以 分 隔 流 形 上 的 点 .看 上 去 这 个 问题 同 经 典 的 Corona 问 
题 向 高 维 有 界 域 的 可 能 的 推广 有 和 密切 的 关系 . 


8.2 Yamabe 方程 及 共 形 平坦 流 形 


Yamabe 方程 是 同 Riemann 流 形 上 一 个 度量 的 共 形 形变 ( 又 称 保 角 形变 ) 
相关 的 非 线性 椭圆 型 标量 方程 .给 定 标量 曲率 是 ko 的 Riemann 度量 go. Bg 
是 点 点 共 形 于 go 的 度量 ， 则 g = uzgo ， 此 处 v > 0 是 光滑 函数 ， 9 的 标量 
曲率 R 由 下 列 方程 给 出 


Lou = ~y Aou + Rou = Ru®, (8.2.1) 


这 儿 Ao 是 关于 go 的 Laplace HF, yo =, o = 2 IFA n= dimM. 
Yamabe 在 [Ya] 中 断言 总 可 以 找到 方程 (8.2.1) 的 解 > 0, 使 得 R = const , 
即 紧 致 Riemann 流 形 上 的 任意 度量 都 共 形 等 价 于 一 个 常 标量 曲率 的 度量 ， 然 
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而 , 他 的 证 明 中 有 个 错误 . 这 是 Trudinger 发 现 的 ，Trudinger[Tr] 还 证 明了 当 线 
性 算 子 Lo 的 最 小 特征 值 Xi 非 正 时 ， 方 程 (8.2.1) 总 可 以 对 R = const 解 出 来 . 
$ Y Æ LI(M) EH 


2 
+1 


Y= 2 2 a+ \* 
f o + Rou“) / (f Pu ) 


fe MASI PA, 这儿 Vo 是 关于 度量 go 的 梯度 ,简单 的 计算 表明 方程 (8.2.1) 是 泛 
pg Y 的 Euler-Lagrange 方程 

Aubin[Aul] 给 出 Y 在 Lf(M) 中 有 极 小 的 充分 条 件 ， 他 的 叙述 如 下 ， 男 定 
R=1 并且 o(go) 是 Y WME, An = o(9) ， 这 儿 9 是 单位 球 5” 上 的 标准 
度量 ， 则 有 : 

(a) 对 任意 度量 g0,0(90) < An ; 

(b) 如 果 o(g0) < A ， 则 存在 使 了 极 小 的 光滑 函数 u. 

因为 和 是 (8.2.1) 当 R= const 时 的 解 ， Yamabe 的 猜测 就 变 成 了 对 于 不 共 
ÆT 3S"” 上 标准 度量 的 度量 是 否 有 c(go) < An.Aubin[Aul] WATE n > 6 并 且 
go 不 是 共 形 平坦 时 , 则 c(go) < An. Aubin 的 证 明 是 局 部 的 . 他 构造 了 一 个 在 支 
集中 球面 对 称 的 函数 . MER FREE n= 3,4,5 或 M 是 共 形 平坦 且 交 >6 
这 两 种 . 

近来 ， R. Schoen[Sc] 解决 了 这 两 个 剩 下 的 情形 从 而 完全 解决 了 Yamabe Ff 
测 ， 他 的 证 明 是 整体 性 的 并 且 用 到 了 推广 的 正 质量 定理 ( 见 Schoen 和 Yau 的 
文章 )， 在 M 共 形 平坦 或 n = 3 的 情形 ， Schoen 对 某 个 适当 的 序列 {ue} 给 出 
T Yu) 的 更 高 阶 的 估计 .，n = 4 或 5 的 情形 需要 用 到 一 种 复杂 的 摄 动 理论 ， 
并 且 再 一 次 借助 于 正 质量 定理 . 

对 于 完备 的 非 紧 流 形 也 可 以 提 同 样 的 问题 最近， Schoen 宣布 了 一 些 新 
结果 ， 一 个 特别 有 意思 的 结果 是 ， 若 M 的 拓扑 型 与 5* = {pi1,… ,pkp} 相同 ， 
kk > 1 ， 则 在 标准 度量 的 共 形 等 价 类 中 可 以 找到 一 个 标量 曲率 是 常数 的 完备 度 
量 . 

与 Yamabe 猜测 有 关 的 另 一 个 课题 是 ( 局 部 ) 共 形 平坦 流 形 的 研究 .Kuiper 
的 一 个 定理 [Ku] 说 对 任意 的 共 形 平坦 的 单 连通 流 形 M ， 总 可 以 找到 M 到 标 
难 球面 的 开 共 形 上 映照， 而 且 它 在 S 的 共 形 微分 同 胚 之 下 是 惟一 的 . 这 个 映射 
叫做 拓展 映射 (developing map). 我 们 用 2 记 其 象 集 ，4= 5" 一 2. 
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Schoen 和 Yau 得 到 了 4 的 Hausdorff 维 数 与 M 的 标量 曲率 的 符号 的 关系 
的 结果 . 它们 可 以 叙述 如 下 : 

1. WR M 是 完备 的 (可 以 是 紧 的 ) 共 形 平坦 流 形 , 而 且 标 量 曲 率 RS 1, W 
拓展 映射 是 到 5S” 中 的 共 形 微分 同 胚 . 因此 M 被 5* 中 一 个 开 集 所 共 形 覆盖 . 
这 个 证 明 关 键 性 地 依赖 于 共 形 算 子 的 Green 函数 ; 

2. 如 果 M 是 紧 致 共 形 平坦 流 形 ， 且 标量 曲率 为 正 , M ja-1(4) =0, RIL 
Lk 表示 天 维 Hausdorff 测度 ; 

3. Æ M 是 被 OCS 共 形 覆盖 的 紧 流 形 ， 且 js-1(4)< co ， 则 M 在 其 
共 形 类 中 有 标量 曲率 R > 0 的 度量 . 据 猜测 , BRSO, W w2-1(A)<o. 

主要 的 想法 是 用 拓展 映射 , 把 问题 化 成 S FREK Yamabe 方程 的 研究 . 
证 明 的 其 余部 分 是 相对 地 容易 的 . 利用 同样 的 技巧 ， Schoen 和 Yau 证 明了 对 
于 具有 正 标量 曲率 的 共 形 平坦 流 形 M, ri(M) = 0,2 <i < 5. 他 们 的 结果 有 些 
对 完备 流 形 也 成 立 . 


8.3 ”调和 映照 


调和 映照 是 几何 和 分 析 中 的 重要 对 象 . 它们 作为 某 些 函数 空间 上 的 能 量 泛 
函 的 临界 点 自然 出 现 ， 调和 映照 反映 了 流 形 的 许多 几何 性 质 . 

给 了 Riemann 流 形 M MN , 考虑 映射 空间 C"(M,NN). 一 个 问题 是 找 出 
这 个 空间 中 的 好 的 ( 即 典 则 的 ) 代表 元 . 对 于 映照 和: M 一 N ， 我 们 定义 它 的 
能 量 Elf) = fy, ld f dun. 一 个 调和 映照 就 是 这 个 能 量 的 临界 点 ， 首 要 的 问题 
是 存在 性 、 唯 一 性 及 正则 性 . 

1: 存在 性 、 唯 一 性 及 正则 性 

最 初 的 主要 的 工作 是 J. Eells #1 L. Sampson[ES] 的 . 他 们 证 明 当 M,N 是 紧 
流 形 且 Ky < 0 时 ， 在 每 一 个 同 伦 类 中 都 有 调和 上 映照， 他们 通过 一 个 非 线性 热 
方程 对 一 个 任意 的 映照 变形 ， 通 过 适当 的 估计 ， 并 过 渡 到 极限 ， 就 得 到 了 调和 
映照 . 事实 上 , 若 Ky < 0 且 秩 > 2， 则 调和 映照 在 其 同 伦 类 中 是 唯一 的 [Hr]. 
后 来 ，R. Hamilton[Ha] 用 [ES] 中 的 方法 加 上 一 些 巧妙 的 估计 , 解决 了 M 是 带 
边 流 形 时 的 Dirichlet 问题 ， 这 类 证 明 当 去 掉 曲 率 非 正 条 件 时 不 再 适用 . Eells 
和 Wood[EW1] 证 明子 不 存在 2 维 环 面 到 球面 的 度数 为 1 的 调和 映照 . 

我 们 也 可 以 不 在 一 个 同 伦 类 中 , 而 在 具有 相同 的 在 ri 群 上 的 作用 的 类 中 找 
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调和 映照 . 我 们 说 两 个 映照 fg: M > N 是 tl 等 价 的 , 如 果 fe = g : m (M) 一 
m™(N). 当 M 是 Riemann Hiit, L. Lemaire[Lm] 证 明了 在 m 等 价 类 中 ， 存 在 
正则 的 、 使 能 量 极 小 的 调和 映照 . 

这 个 问题 的 另 一 种 处 理由 Sacks-Uhlenbeck([SaU]) 及 R. Schoen-S. T. Yau 
([ScY1]) 47th. Schoen 和 Yau 考虑 函数 空间 L? 并 证 明了 对 u € I2(M,N)， 
Us 是 有 意义 的 并 且 在 弱 极 限 之 下 不 变 的 .用 弱 闭 集 {j © LM, N) fe = (f0);}， 
再 加 上 二 维 极 小 调和 映照 的 正则 性 ， 可 以 证 明 在 这 个 类 中 有 光滑 的 调和 映照 . 

Schoen 和 Yau 的 证 明 还 可 以 通过 f 在 M 的 二 维 骨架 上 的 限制 而 推广 到 高 
SE. ( White[Wh] 也 注意 到 这 一 点 . ) 有 理由 相信 可 以 找到 能 量 极 小 的 映射 ， 它 
在 m 上 的 作用 与 给 定 的 映射 的 作用 在 某 种 意义 上 相像 . 

对 于 极 小 的 调和 映射 ，R. Schoen 和 K. Uhlenbeck 做 了 很 好 的 工作 ([ScU1, 
2]). 通过 精巧 地 应 用 比较 的 映照 ， 他 们 证 明了 能 量 极 小 的 调和 映照 的 奇 点 集 的 
Hausdorff 余 维 至 少 是 3 ， 用 他 们 的 定理 还 可 以 重新 推出 Sacks 和 Uhlenbeck 的 
二 人 小 定理 : 

2. 非 紧 流 形 

非 紧 流 形 的 调和 映照 的 理论 比 紧 流 形 的 情形 要 复杂 得 多 . 一 个 原因 是 ， 当 
我 们 选取 映照 的 一 个 极 小 化 序列 时 ， 它 们 的 能 量 不 一 定 集中 在 一 个 有 界 域 中 . 
男 一 方面 ， 人 们 希望 通过 对 流 形 的 拓扑 的 适当 的 限制 ， 可 以 避免 上 述 情形 . 

对 于 L? 调和 映照 ， 即 有 限 能 量 的 弱 调 和 映照 ， 有 时 可 以 通过 附加 一 些 几 
何 的 或 拓扑 的 限制 条 件 而 证 明 存在 性 . 当 N 是 曲率 非 正 的 流 形 时 ， Schoen 和 
Yau[ScY2] 推广 了 Eells-Sampson[ES] 和 Hartman[Hr] 的 工作 .他 们 证 明了 如 果 
N GFF ERR RR, M ZEH f : M 一 N 能 量 有 限时 f 在 紧 集 上 与 能 
量 有 限 的 调和 映照 同 伦 . 

后 来 ， [ScY3] 一 文通 过 具体 地 计算 N x N 上 距离 函数 d? 的 Hessian 而 证 
明了 同一 个 同 伦 类 中 的 调和 映照 的 集合 是 连通 的 ( 当 M 紧 致 时 见 [Hr] ) 并 且 
可 以 全 测 地 浸入 到 N PR. A, 在 m(N) 无 非 平 凡 Abel FREA M 的 象 不 
是 点 也 不 是 圆周 时 ， 它 是 一 个 点 . 这 儿 我 们 假设 了 M 具有 有 限 体积 并 且 调 和 映 
照 能 量 有 限 ， 他 们 也 用 调和 映照 研究 了 有 限 群 在 紧 流 形 上 的 光滑 作用 . 
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3. 刚性 

当 MA N 是 维 数 > 3 的 负 曲 率 的 Einstein 流 形 时 ， 自 然 要 问 : 调和 的 
同 伦 等 价 是 否 一 定 是 等 度 ? 这 是 基于 映 入 负 曲 率 的 流 形 的 调和 映照 的 惟一 性 
及 Mostow 的 刚性 定理 ， 如 果 这 是 对 的 ， 它 将 在 秩 为 1 的 对 称 空间 的 情形 给 出 
Mostow 刚性 定理 的 另 一 个 证 明 . 

对 于 人 负 曲 率 的 流 形 M 和 N ， 问 题 是 : 调和 的 同 伦 等 价 是 否 一 定 是 微分 同 
WE? Schoen-Yau[ScY4] 和 Sampson[Sal] Æ M M N 是 Riemann 面 时 证 明了 这 
是 对 的 . 如果 只 假定 曲率 非 正 ， Calabi 对 N 是 环 面 的 情形 造 出 了 一 个 反例 . 

通过 在 微分 同 胚 集合 中 使 能 量 极 小 并 配合 一 个 平移 的 推理 ， Jost-Schoen 
[JS] 对 于 同 亏 格 的 曲面 造 出 了 调和 微分 同 胚 , 而 且 他 们 不 用 到 任何 曲率 的 假设 . 

当 M 入 是 Kihler HIB, 调和 映照 的 例子 是 很 多 的 , 例如 全 纯 映 照 就 
是 调和 的 . 另 一 方面 ，Yau HMA N 曲率 是 负 时 ， 调 和 映照 是 全 纯 的 . 为 了 解 
决 Yau 这 个 猜测 ， Siu[S2] 证 明了 当 N 是 强 负 曲 率 时 且 f 的 秩 在 某 一 点 至 少 是 
4 时 ， 了 或 是 全 纯 的 , REZZA. N 的 曲率 强 负 的 定义 与 曲率 算 子 是 负 的 
相似 ， 人 们 希望 能 弱化 这 个 条 件 ， 但 如 果 只 假设 负 的 全 纯 双 截 曲率 ， 则 类 似 于 
Siu 的 定理 的 命题 是 错 的 . 这 是 因为 对 M = B"/T (AR CP 中 的 正则 诅 入 子 
fm), M 的 任意 超 平面 截面 具有 负 的 全 纯 双 截 曲 率 并 且 一 般 不 是 刚性 的 . 

近来 ，Jost-Yau[JY1,2] 考察 了 同 伦 等 价 于 N=DxD/T (TWA) OS 
面 M 上 的 复 结构 . 令 f : M 一 N 是 调和 的 同 伦 等 价 ， 这儿 M 是 Kahler 的 . 
通过 研究 叶 状 结构 f* = const :1 (特别 是 奇 点 集 )， 他 们 证 明了 M 的 万 有 和 覆盖 
与 Dx D 全 纯 等 价 . 

接着 ， Mok 对 于 维 数 任意 的 而 且 在 Kabler 度量 的 范畴 中 同 伦 于 多 圆柱 的 
不 可 约 商 空间 的 那些 复 流 形 证 明了 一 个 刚性 定理 . 他 也 考虑 了 Jost 和 Yau 研究 
的 叶 状 结构 . 

Jost 和 Yau 还 把 刚性 定理 推广 到 拟 投影 流 形 去 . 

对 于 曲率 强 正 的 紧 致 流 形 ， 我 们 希望 能 证 明 : 要 么 它 是 局 部 Hermite 对 称 
的 ， 要 么 它 的 复 结构 是 刚性 的 ， Sampson[Sa] 研究 了 M 是 Kahler H N 是 有 
Hermite 负 曲 率 , 即 RN uiviake <0 的 情形 . 基本 上 照 Siu 那样 地 应 用 Bochner 
技巧 ， 他 证 明了 M 到 N 所 有 调和 映照 都 是 全 纯 的 . 利用 Sampson 的 结果 加 上 
调和 映照 的 存在 性 定理 , 我 们 可 以 很 容易 地 得 到 Kahler 流 形 的 拓扑 型 的 限制 . 
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另 一 个 有 趣 的 情形 是 M 和 N 是 Kihler 流 形 并 且 N 有 正 截 曲率 的 情形 . 
是 否 每 个 极 小 调和 映照 都 是 全 纯 的 或 反 全 纯 的 ? 这 个 问题 只 在 M = CP! 时 有 
答案 . 并 且 如 果 我 们 能 在 加 上 N 是 不 可 约 对 称 空间 的 假设 后 证 明 这 命题 ， 则 下 
列 猜测 可 能 是 对 的 : 不 可 约 对 称 Kahler 流 形 只 有 一 个 Kahler 结构 . 注意 ,在 可 
约 的 Kahler 流 形 CP! x CP! 上 ， 存 在 无 穷 多 Kahler 的 复 结构 . 

4. 物理 中 的 调和 了 映照 

从 曲面 到 Riemann 流 形 、 特 别 是 对 称 空间 的 调和 映照 的 分 类 是 数学 物理 学 
家 关心 的 . 例如 ， 著 名 的 旋 模 型 (chiral model) 就 是 研究 S? 到 某 个 对 称 空间 的 
上 映照. 

最 简单 的 对 称 空间 是 实 的 及 复 的 投影 空间 .在 [Cal] F, Calabi 给 出 了 曲 
面 到 实 投影 空间 的 迷 向 调和 映照 的 一 个 有 效 的 参数 化 ， 在 Calabi 和 物理 学 家 的 
工作 的 基础 上 ， Eells 和 Wood[EW2] 建立 了 全 迷 向 调和 映照 6: M? 一 CP” 及 
FRB (f,7) 的 一 一 对 应 ,， 这儿 f: M? 一 CP? 是 个 饱满 的 (full) 全 纯 映 照 并 且 
0 <r < n 是 个 整数 (定义 见 [Cal] 和 [EW2] ). 他 们 的 想法 是 : 如 果 f : M 一 CP? 
是 全 迷 向 映照 ， 则 对 某 个 "+ 和 s，7r 十 s =n， 了 映照 


f =(¢@ D"¢@---@(D")" ip@ DG 08...@(D)9+ 


是 饱满 的 全 纯 上 映照 ， 这 儿 D 及 D" 是 协 变 导数 的 (1,0) 及 (0,1) 分 量 . 

后 来 ， Bryant([Br1],[Br2]) 讨论 了 曲面 至 S8 及 34 的 调和 映照 . 在 Calabi 
及 Penrose 的 twistor 构造 的 启发 下 ， 他 考虑 了 一 类 特殊 的 共 形 调和 映照 ， 即 超 
极 小 曲面 (super-minimal surface) ( 注意 Hopf 已 研究 过 这 种 曲面 的 雏 型 )， 他 建 
立 了 超 极 小 曲面 同 CP? 中 的 水 平 曲线 的 一 一 对 应 ， 后 者 是 相对 于 twistor 纤维 
ik: CP. 84 而 言 的 . 通过 构造 这 种 曲线 ， Bryant 证 明了 任意 Riemann H 
面 可 以 共 形 地 极 小 浸入 S4. 对 于 一 般 的 4 维 流 形 的 情形 ， 参 看 [ESal. 

WK, K. Uhlenbeck[U3] 讨论 了 单 连通 2 维 域 到 实 李 群 Ga 的 调和 映照 的 
空间 H ( 用 物理 学 家 的 语言 ， 即 chiral 模型 )， 她 研究 了 流 形 H 的 代数 结构 及 
其 与 Kac-Moody 代数 的 关系 . 

调和 映照 领域 的 另 一 个 尚未 开垦 的 领地 是 曲面 到 Ricci 平坦 的 3 维 Kahler 
流 形 的 调和 映照 的 分 类 . 对 这 一 问题 的 兴趣 是 理论 物理 中 的 超 弱 (superstring) 
的 研究 引起 的 . 


8.4 极 小 子 流 形 . 329 - 


8.4 Bal FH 


微分 几何 中 另 一 个 重要 的 课题 是 极 小 子 流 形 的 研究 . 在 这 一 节 中 ， 我 们 主 
要 考虑 紧 致 三 维 流 形 中 的 极 小 曲面 , 极 小 曲面 ( 除非 有 相反 的 声明 ) 总 是 假定 
EEM, AÉ. 

一 般 说 来 ， 如 果 M 的 拓扑 不 允许 某 个 曲面 在 其 中 收缩 到 一 个 点 ， 则 不 难 
找到 浸入 的 极 小 曲面 ， 此 外 ， 有 时 候 还 可 以 证 明 曲 面 是 藤 入 的 ， 例 如 Meeks 和 
Yau[MY] 证 明了 如 果 m2(M) #0, WEERA S? 及 RP? ， 它 们 张 成 作为 
ml(M)- 模 的 ra(M). 这 个 定理 可 用 来 研究 三 维 流 形 上 的 有 限 群 的 作用 . 

用 “ 山 径 原理 ” (mountain pass principle) 去 造 极 小 曲面 比较 难 ， 如何 用 
Ljusternik-Schnirelmann 理论 去 找 出 许多 极 小 曲面 ( 或 具有 特殊 的 拓扑 型 的 地 不 
清楚 .Sacks-Uhlenbeck[SaU] 把 摄 动 的 能 量 泛 函 与 “ Morse 理论 ”结合 起 来 证 明了 
EÈ n ERE M 包含 至 少 一 个 浸入 的 极 小 的 S, 如果 对 某 个 ,zx(M) 4 0.Siu 
和 Yau 利用 了 Sacks-Uhlenbeck 这 一 工作 去 解决 Kihler 几何 中 的 Frankel 猜测 . 
最 近 ， M. Micalif 及 D. Moore[MD] 用 类 似 的 推理 给 出 了 Riemann 几何 中 的 经 
典 的 Pinching 定理 的 一 个 证 明 . 事实 上 ， 他 们 需要 的 Pinching RRES. 

Pitts 在 他 的 论文 [Pi] 中 引进 了 “ 殉 极 小 (varifold) ”的 概念 . 粗略 地 说 这 
很 接近 于 局 部 极 小 的 varifold 的 概念 ， 利用 整 系数 闭 链 群 的 同 伦 群 的 非 平 凡 性 
[Al] , 他 证 明了 任意 维 数 < 6 的 流 形 中 有 非 空 、 紧 的 、 舱 入 的 光滑 极 小 超 曲 面 . 
他 的 想法 是 应 用 极 小 极 大 原理 于 S 到 整 系数 流 (currents) 的 映照 上 ， 后 者 据 
Almgren 建立 的 同 构 [Al] 是 非 平 凡 的 . 由 于 这 个 造 法 太一 般 了 ， 我 们 得 不 到 这 
个 超 曲面 的 拓扑 的 任何 信息 . 近来 ，R. Schoen Ñi L. Simon[SS] 推广 了 Pitts 的 
TH. 他 们 证 明了 任意 流 形 中 有 极 小 超 曲面 ， 其 奇 点 集 的 Hausdorff 余 维 至 少 是 
7. 

对 某 些 三 维 流 形 , 作者 可 以 对 Pitts 方法 造 出 的 极 小 曲面 的 亏 格 做 出 估计 . 
这 个 证 明 是 很 早 之 前 就 有 了 的 .因为 它 还 没有 发 表 ， 我 们 在 这 儿 给 出 证 明 的 完 
SOKA. 

BM 表示 这 个 三 维 流 形 ， RR, Ry 及 Rijn 是 其 标量 、 Ricci RRB. $ 
Dé Pitts 造 出 的 极 小 曲面 ， 天 ,4 及 es jé LY WY Gauss 曲率 、 第 二 基本 形 及 法 
向 量 场 ， 由 Pitts 的 造 法 ， 我 们 知 S 的 指数 是 1 ， 这 个 条 件 等 价 于 算 子 工 的 第 
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二 特征 值 的 非 负 性 ， 这 几 
L =—A — (Ric(es) + |All), 
A 是 曲面 © 的 Laplace AF. 换言之 ， 
[ icles) + AIP Paw < 人 wylPan 


对 所 有 垂直 于 第 一 特征 函数 wl 的 函数 f 成 立 . 

现在 我 们 用 共 形 面积 这 个 概念 ( 这 是 共 形 不 变量 ) 来 给 出 第 二 特征 值 Xa 的 
依赖 于 M RU 的 亏 格 的 上 界 估计. 

KF: Ec S” 是 到 单位 球 中 的 共 形 浸入 ,， 则 F 与 任意 的 共 形 变换 gE 
Conf(S") 的 复合 也 是 共 形 浸入 . AA w BIER. 用 [LY2] 中 的 论证 ， 可 以 找 
到 go E Conf(S”) ， 使 得 goe 玉 Luw ， 即 


f (go © F)uidv = 0. 
a 


现在 考虑 新 映照 gp oF, RIMA FWE, F=(fi),Of=1, HAX 
指数 是 1 ， 
f icles) + lA Rav < f valde 
5 D 
FRA, 
A 2 2 2 
I (Ric(es) + ||AI[?)f2dv < a E Iva 


因为 是 共 形 的 ， | Siva = 2Area(F(Z)). 因此 


2inf sup Area(goF(5))> f (Ric(es) + ||Al|?)dv. 
g€Conf(S”) zy 
左边 的 这 一 项 是 共 形 不 变量 Ven, Z), in 维 共 形 面积 . 它 对 所 有 n 的 下 确 
Fæ V(L), ， 叫 做 曲面 © 的 共 形 面积 . 
H DES 上 的 分 歧 履 盖 ， 可 以 证 明 V(X) < 4( 2 +1) +， 这 儿 g2) 
Æ EAS HS [Gri]. 因此 


8 (a5 + 1) > f Rices) + || Al|?)dv. 
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另 一 方面 ， 因 为 Ric(es) 十 ||4||? = Ric(e1) + Ric(e2)-2K ， 如 果 我 们 假设 M 的 
Ricci 曲率 非 负 ， 则 


f (icles) + IAI) >- f 2K av = 4r(29(5) - 2), 
5 » 
把 上 面 两 个 不 等 式 结合 起 来 就 得 到 

8r (e2 + 1) > An(29(2) — 2), 


因此 o(S) < 4 ， 这 就 是 所 要 求 的 CMW SRILA. 事实 上 ， 应 该 能 够 再 进 一 
步 改进 这 个 估计 ， 因 为 Ve(M) 的 估计 不 是 最 优 的 . 能 否 把 上 面 的 推理 推广 去 研 
究 高 指数 的 极 小 曲面 ? 

人 们 想 要 佑 计 极 小 曲面 的 亏 格 的 原因 是 它们 包含 了 关于 背景 空间 M 的 信 
息 . 例如 ， 具 有 正 标量 曲率 的 三 维 流 形 M 的 一 个 伐 入 的 极 小 曲面 提供 了 M 的 
Heagard 分 裂 的 一 个 好 的 候选 者 . 而 且 当 M 是 三 维 同 伦 球 且 曲面 的 亏 格 小 于 或 
等 于 2 时 ，M 实际 上 就 是 球 , 因此 ， 若 我 们 可 以 造 出 一 个 极 小 曲面 ， 它 正好 是 
一 个 Heagard 分 裂 并 且 给 出 其 亏 格 一 个 好 的 估计 ， 那 么 我 们 就 朝 着 Poincaré 狂 
测 跨 出 了 一 大 步 . 

极 小 曲面 理论 中 一 个 重要 的 问题 是 流 形 中 多 个 极 小 曲面 ( 甚至 无 穷 多 个 ) 
的 存在 性 . 在 2 维 球 上 ， 至 少 存在 三 条 闭 的、 嵌入 的 测 地 线 ， 椭 球面 上 恰 有 三 
条 ， 因 此 这 个 估计 是 最 优 的 . 

对 于 三 维 球 ， 人 们 希望 证 明 存在 至 少 四 个 极 小 球面 ， 人 们 也 希望 知道 ， 中 
心 在 Ri 的 原点 的 一 个 椭 球 面 上 ， 是 否 仅 有 的 极 小 2 维 球 是 与 三 维 坐标 面相 交 
得 到 的 那 四 个 . 

Smith 和 Simon 用 Pitts 的 一 个 思想 证 明了 任意 三 维 球面 中 有 岁入 的 2 维 
球 ， 他 考虑 映射 度 为 1 的 映射 Ps I x 5? 一 53 ， 使 得 在 每 个 片上 ( 两 端的 除 
Sb), F(t): 52 一 53 是 个 嵌入 ， 他 证 明了 如 果 取 


min max Area(F(t,$7)), 
F tel[0,1] 


则 得 到 一 个 嵌入 的 52. 对 于 同 伦 球 ， 是 否 也 有 相似 的 定理 ? 
另 一 个 问题 是 去 了 解 一 个 正 Ricci 曲率 三 维 流 形 中 具有 给 定 的 亏 格 9 的 所 
有 极 小 曲面 的 空间 ， 最近 ， Choi 和 Schoen[CS] 证 明 对 固定 的 9 这 个 空间 实际 
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上 是 紧 的 . 我 们 想 提 到 的 是 甚至 对 三 维 球 ， 这 个 紧 性 也 是 新 的 ， 他 们 的 证 明 是 
基于 Choi 和 Wang[CW] 关于 的 面积 的 估计 . 这 个 面积 的 上 界 则 控制 了 极 小 
曲面 序列 的 收敛 性 ， 有 了 这 个 紧 性 的 定理 之 后 ， 仍 然 存在 几 个 有 趣 的 问题 ， 例 
如 ， 当 M 无 对 称 性 时 ， 是 否 会 存在 连续 的 极 小 曲面 族 ? 当 M 有 对 称 性 时 ， 是 
否 任何 这 样 的 连续 族 都 是 等 距 群 给 出 的 ? 

第 一 特征 值 的 估计 总 是 有 意思 的 ， 对 极 小 曲面 尤其 如 此 .对 于 标准 的 三 维 
球 ,在 极 小 曲面 上 坐标 函数 都 是 特征 值 为 2 的 特征 函数 . Yau 猜测 2 就 是 第 一 
特征 值 ， 为 了 证 明 Yau 的 猜测 ， Choi 和 Wang[CW] 证 明了 在 Ricci 曲率 不 小 
于 2 的 三 维 流 形 中 ， 极 小 曲面 的 第 一 特征 值 Xi 至 少 是 1. 化 成 极 小 曲面 的 共 形 
面积 ， Li 和 Yau 获得 了 [LY2] 和 1 的 如 下 的 上 界 


2Conf Area(2,) 
Area(5,) 


把 这 个 不 等 式 推广 到 高 次 的 特征 值 并 研究 极 小 曲面 的 高 次 特征 值 是 个 有 意思 的 
问题 . 

设 M 是 三 维 同 伦 球 . 如 果 MERE S, 则 它 含 有 一 个 假 (fake) 三 维 圆 盘 . 
在 上 面 赋 一 个 度量 ， 使 它 在 近 边 界 处 是 渐 近 于 乘积 度量 . 如 果 在 同 痕 (isotopic) 
于 边界 的 39” 中 考虑 面积 的 极 小 化 ， 则 极限 的 S? 将 包 住 一 个 假 圆 盘 .在 这 个 
S? 上 画 一 条 Jordan 曲线 使 得 它 把 S 分 成 面积 相对 的 两 部 分 .那么 可 以 期 户 
此 Jordan 曲线 在 此 假 圆 盘 中 界定 一 个 颈 入 的 极 小 圆 盘 . 如 果 能 做 到 这 一 点 ， 则 
可 以 再 压缩 这 个 S 从 而 得 到 Poincaré 猜测 的 证 明 . 

最 后 ， 极 小 曲面 理论 应 用 到 三 维 拓扑 已 获得 了 意外 的 成 功 ， 我 们 相信 极 小 
曲面 的 更 透彻 的 研究 将 会 揭示 出 三 维 流 形 的 更 多 的 奥秘 . 


> Ai (Xg). 


8.5 Kahler 几何 


下 面 我 们 考虑 复 几 何 中 的 四 个 基本 主题 : 

1. 复 结构 及 近 复 结构 的 存在 性 . 

2. 复 流 形 上 的 Kihler 结构 和 代数 结构 的 存在 性 . 

3. 单 值 化 问题 与 度量 的 参数 化 . 

4. 复 流 形 上 的 解析 对 象 (boject)， 例如， 解析 闭 链 (cycles) ， 全 纯 向 量 从 
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相应 地 ， 我 们 将 本 节 分 成 四 部 分 . 

1. 复 结 构 和 近 复 结构 . 

设 M 为 偶数 维 定向 微分 流 形 . 近 复 结构 J 的 存在 等 价 于 向 量 从 的 结构 群 由 
GL(2n,R) 到 GL(n,C) 的 过 渡 . 这 基本 上 是 一 个 代数 问题 并 已 很 好 地 研究 了 . 

然而 ， 什 么 时 候 一 个 近 复 结构 同 伦 等 价 于 一 个 可 积 的 近 复 结构 ( 即 由 一 个 
复 结构 而 得 的 ) 却 是 个 很 困难 的 问题 . 当 n = 1 时 ， 每 一 个 M? 都 容许 一 个 近 
复 结构 ， 且 这 样 的 结构 是 可 积 的 和 代数 的 . 对 于 n = 2, ven de Van 给 出 了 几 个 
M4 ， 它 们 有 近 复 结构 但 没有 复 结构 .他 的 方法 基于 对 第 一 和 第 二 Chern 类 的 
HH. 当 n > 3 时 ， 至 今 还 没有 这 样 的 例子 . 特别 地 ， 我 们 不 知道 是 否 S 的 近 
复 结构 容许 一 个 复 结构 .这 个 问题 已 提出 很 长 时 间 了 . 

回 到 n = 2 的 情形 ， 对 于 一 个 复 曲 面 ， 由 Hirzebruch 和 Noether 公式 我 们 
有 3r = Ê — 202, 十 c2 = 127 ， 因 此 x(M) = 37(M) , XE x Æ Euler 示人 性 
数 ， 7AM 的 指标 .那么 我 们 有 下 列 问题 . 设 Mt 为 一 紧 致 近 复 流 形 ， 且 满 
Æ x(M) = 37(M) 并 以 Ri 为 拓扑 覆盖 空间 是否 每 一 mi(M) 的 Abel 子 群 都 
是 无 限 循环 群 ? M 是 否 容许 一 个 复 结 构 使 得 M 以 C? 中 的 单位 球 为 全 纯 覆 盖 
空间 ? 也许 Lefschetz 定理 对 于 解决 这 一 问题 是 有 用 的 . 

2. Kahler 结构 和 代数 结构 . 

BM" 为 以 J 为 复 结构 的 n 维 紧 致 复 流 形 . 首先 要 问 , 什么 时 候 J 是 Kabler 
的 , 也 就 是 说 (M, J) 容许 一 个 Kahler 度量 ? Harvey-Lawson[HL] 给 出 了 Kahler 
条 件 的 一 个 内 列 的 刻画 : 当 且 仅 当 M 上 没有 任何 正 流 (current) 是 边缘 的 (1, 1) 
4p. Hodge 理论 给 出 了 许多 复 流 形 是 Kahler 流 形 的 必要 条 件 . 特别 地 ,它们 
的 偶 Betti 数 是 正 的 , 奇 Betti 数 是 偶 的 . 此 外 当 (M, J) 是 Kahler 的 时 候 , 它 的 
有 理 同 伦 型 由 它 的 有 理 上 同调 所 决定 ， 可 参看 Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan 
的 文章 . l 

现 假设 M 为 一 Kihler RÆ, Bl M 具有 某 Kähler 复 结构 . 是 否 M 容许 一 
个 非 Kahler 的 复 结构 ? 什么 情况 下 M 具有 一 个 惟一 的 复 (或 Kihler ) 结构 ? 

当 n = 2 时 ， 每 一 个 具有 偶 第 一 Betti 数 的 紧 复 曲面 是 Kahler 的 〈 这 来 目 
Kodaira 的 曲面 分 类 . 因为 Miyaoka[M1] 证 明了 具有 偶 第 一 Betti 数 的 椭圆 曲面 
是 Kahler 的 ，Siu[S1] 证 明了 每 一 K-3 曲面 是 Kihler AY. 由 此 我 们 知 在 Kodaira 
分 类 的 七 类 曲面 中 ， 前 五 类 关于 每 个 复 结构 均 是 Kabler 的 . 剩 下 的 两 类 具有 奇 
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第 一 Betti 数 ， 因 而 不 容许 任何 Kahler 度量 . 特别 地 可 看 出 ， 在 一 Kahler 曲面 
M? 上 ， 所 有 的 复 结构 都 是 Kihler 的 . 

当 n > 3 时 , 情况 更 加 复杂 . Calabi[Ca3] 证 明了 复 环 T3 具有 非 Kahler 结 
构 ， 男 一 方面 ， 我 们 知道 上 仅 有 的 一 个 Kabler 结构 是 其 标准 结构 . 

Yau 提出 下 述 猜测 : 设 M"(n > 2) 为 一 具 负 截 曲率 的 紧 致 Kihler 流 形 ， 则 
存在 惟一 的 Kahler 复 结构 . 当 将 负 截 曲率 的 条 件 换 为 负 双 截 曲 率 时 ， 这 猜测 将 
不 成 立 . 

对 于 一 个 局 部 Hermite 对 称 空间 Mn",m > 2 Calabi 和 Vessentini[CV] 证 
明了 Hi'(TM) = 0. Siu[S2] 证 明了 若 M? 为 一 具 强 负 曲率 的 紧 臻 Kihler 流 形 ， 
则 M” 的 Kahler 结构 是 惟一 的 ， 这 部 分 地 肯定 了 Yau 的 猜测 . 

现 假设 M 是 Kahler 的 且 微 分 同 胚 于 单位 球 D Cc Cn 的 紧 致 商 空间 D"/T. 
先 于 Siu 的 定理 ， Yau[Y2] 利用 不 等 式 

(—1)"- CP °C2 > een SO (8.5.1) 
这 里 C1(M) <0. 证 明了 M 的 Kahler 度量 是 惟一 的 ， 问 题 是 : 什么 时 候 M 的 
复 结构 是 惟一 的 ? 当 n > 3 时 ， 还 没有 答案 . 仅 知 道 的 结果 是 每 一 个 复 结 构 在 
Kobayashi 的 意义 下 是 双 曲 的 ， 即 不 存在 任何 C 到 M 的 非常 值 全 纯 映 照 . 

不 等 式 (8.5.1) 也 给 出 了 CP" 上 Kahler 结构 的 惟一 性 ，n 为 奇数 时 ， 此 结 
果 属 于 Hirzebruch 和 Kodaira[HK]( 同样 可 见于 Morrow-Kodaira[MK] ). 我 们 注 
意 到 对 这 类 刚性 问题 ， 调 和 映照 似乎 是 很 有 用 的 . 特别 ， Siu 关于 65 Bochner- 
Kodaira 技巧 的 修改 有 很 好 的 使 用 前 景 ( 见 Siu[S2] 和 Sampson[Sa] ). 

关于 Kabler 结构 形变 到 代数 结构 的 问题 ， 我们 有 著名 的 Kodaira 猜测 ， 每 
一 个 紧 致 Kahler 流 形 能 够 变形 到 一 个 代数 流 形 . 当 n = 2 时 这 是 对 的 ， 事 实 
上 Kodaira[Ko] 已 经 证 明了 每 一 紧 致 Kihler 曲面 可 形变 为 一 个 代数 曲面 ， 对 于 
n>3, Kodaira 猜测 尚未 解决 ， 特别 地 ， 若 M" 是 一 个 非 代 数 的 紧 致 Kihler 
KE, TM 为 它 的 全 纯 切 从 ， 是 否 HTM) 0? 由 于 一 个 H? = 0 的 紧 臻 
Kahler 流 形 是 代数 的 ， 相 应 的 问题 是 : 若 M 是 Kabler 的 ， 是 否 由 H?° 40 fie 
推出 H'(TM) #0? (不 难 构造 一 个 互 20(M) 到 A1(TM) 的 映照 . ) 

3. 单 值 化 . 

在 复 一 维 情形 ， 我 们 知道 每 一 Riemann 面 都 是 下 列 曲面 之 一 : 
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CP!: Riemann 球 ， 具 有 惟一 的 复 结 构 . 

E: 一 个 椭圆 曲线 ， 由 C 全 纯 覆 盖 . 

Salg > 1) : 一 个 由 单位 圆 盘 D CC 全 纯 履 盖 的 曲面 . 

在 高 维 情况 ， 许 多 结果 和 分 类 在 推广 上 面 的 分 类 的 努力 中 得 到 ， 人 们 想 知 
道 在 什么 几何 条 件 下 M 双全 纯 同 胚 于 一 个 高 维 的 CP1, 互 或 Yg (g > 1) 的 类 
似 物 . 这 对 应 于 流 形 是 椭圆 的 、 抛 物 的 或 双 曲 的 . 通常 ， 惟 一 性 是 在 双 正 则 、 双 
有 理 或 单 有 理 的 意义 下 理解 的 ， 在 非 紧 致 的 情形 ， 人 们 试图 处 理 无 穷 远 边界 及 
把 M 紧 致 化 为 某 一 射影 代数 艇 M 的 一 个 Zariski 开 集 ， 使 得 M = M \ (FH). 

A. 椭圆 流 形 

Frankel[Fr] 猜测 任何 具有 正 双 截 曲 率 的 紧 致 Kihler FFE MAAR CP” ; 
他 证 明了 n= 2 的 情形 . 后 来 Mori 和 Siu-Yau 独立 地 证 明了 一 般 情形 . Mori 
实际 上 在 切 从 是 丰富 (ample) 的 较 弱 的 假设 下 证 明了 Hartshorne 猜想 . 

[Y6] 中 提出 了 下 述 猜测 : Æ M 为 一 具 非 负 双 截 曲 率 的 单 连通 的 紧 致 Kihler 
流 形 , M M 等 度 同 胚 于 一 个 Hermite 对 称 空间 和 复 投影 空间 ( 不 一 定 赋 以 Fubini- 
Study 度量 ). 

S. BandofB1] 证 明了 n = 3 的 情形 Mok 和 Zhong ( 钟 家 庆 ) [MZ] 证 明 
了 ， 若 加 上 M 是 Einstein 的 条 件 ， 则 M 双全 纯 等 度 同 胚 于 一 个 Hermite 对 称 
空间 . 

在 [S3] "F, Siu 给 出 了 二 次 超 曲 面 的 一 个 曲率 刻画 . 他 证 明了 若 M",n > 3 为 
一 处 处 m- IE (m < 3 十 1) 并 在 某 些 点 2- TEM AR Kahler WH, WW M 双全 纯 同 
EF CP” 或 二 次 超 曲 面 Q CCH. 这 里 点 Pe M", m 正 意味 着 PP 点 的 双 截 曲 
率 非 负 并 且 dimNp(€) < m, YE € TpM, Np(€) = {y € TpM|Rgagy TEE =0}. 

不 久 前 ，H.-D Cao 和 B. Chow[CC] 在 M 具有 非 负 曲率 算 子 的 假定 下 证 明 
了 此 猜测 . 最近 ， Mok 宣告 他 完全 证 明了 这 个 猜测 . 

设 M” 为 一 具 正 Ricci 曲率 的 紧 臻 Kihler 流 形 (这 等 价 于 Ci(M) > 0 ). 
RITA TEHA: 

(1) 是 否 M" 是 单 有 理 的 ? 即 是 否 存在 CP 到 M” 的 有 理 映照 ? 

(2) 是 否 只 有 有 限 个 (在 拓扑 的 意义 下 ) 具 正 第 一 Chern 类 的 n 维 代数 流 
Æ? 

(3) 是 否 Cy(M)" < Ci(CP")"* ? 


“336. BIE 几何 中 的 非 线 性 分 析 


当 n=2 时 ， M? 为 一 del Pezzo 曲面 ，(1), (2), (3) 是 对 的 . 当 = 3 时， 
M? 为 一 Fano 3 维 流 形 ， 即 一 具 丰 富 反 典 则 线 从 的 3 维 代数 流 形 ， Mori 和 
Mukai[MM] 给 出 了 具 第 二 Betti 数 bo(M) > 2 的 Fano3 维 流 形 的 一 个 完全 分 
K. 他们 实际 上 证 明了 在 变形 等 价 的 意义 下 有 87 类 具 b(M) >2 的 Fano 3 维 
流 形 ， 且 满足 6 < bo(M) < 10 的 Fano 3 维 流 形 等 度 于 CP! x Si-am) ， 这 里 
Sa 表示 d 次 del Pezzo 曲面 .bs = 1 的 Fano + 3 维 流 形 称 为 第 一 类 Fano3 维 
流 形 ， 并 已 由 Isokovskih[Is] 分 类 了 . 利用 上 述 分 类 ， 容易 验证 (1), (2), (3) 是 对 
的 . 但 对 于 >4(1) ， (2) 和 (3) 是否 成 立 尚 不 知道 . , 

回忆 Gromov[Gr] 的 定理 :存在 一 仅 依赖 于 n 的 常数 C(n) 使 X b(M”) 

i=0 
< C(n) 对 任何 具 非 负 截 曲率 的 Riemann 流 形 都 成 立 . 当 M 是 Kahler 的 ， 能 
否 将 条 件 “ 非 负 截 曲率 ” 换 成 “ 正 Ricci 曲率 ” ?人 们 也 想 了 解 具 Kodaira 维 数 
K(M) = -co (Bl H°(M,K™) = 0,Ym > 0,K 表示 — 典 则 线 从 ) 的 代数 流 形 ， 当 
n = 2 时 ， 它 们 是 有 理 曲 面 或 直 纹 曲面 . 

B. 抛物 流 形 

BM” 为 一 个 可 由 C 全 纯 覆 盖 的 紧 臻 Kihler 流 形 . 是 否 它 也 可 由 一 个 复 
TE Him? 当 n = 2 时， Titaka 证 明 这 是 对 的 . 当 n > 3 时 ， 还 未 解决 . 即使 
4n=2f, Kahler 条 件 也 不 可 去 掉 (否则 有 有 反例 存在 ). 

BM" 为 一 具 正 截 曲 率 的 非 紧 致 完备 的 Kahler 流 形 ， 是 否 M 双全 纯 同 胚 
FC"? 该 问题 已 提出 很 长 时 间 了 .Siu-Yau[SY2] 和 Mok-Siu-Yau[MSY] 证 明了 
下 述 事实 : WM 为 一 个 完备 的 非 紧 致 Kihler 流 形 ，p € M H r(z) = dist(z,p). 
那么 : 


wae < Ku < 0 对 某 一 e > 0 成立， 则 M 双全 纯 等 度 


(b) Æ p J M 的 一 个 pole 点 ( 即 exp, 是 微分 同 胚 ) |KM| < 4/(1+r2)1+s ， 
则 M” 双全 纯 同 胚 于 C. EWE Km < 0 ， 则 M 等 度 同 胚 于 具 平 坦 度量 的 
c”. 

(c) 4 Km 20,0 < R< A H Vol(B(p,7)) > Cr? ， 则 M 双全 纯 同 胚 于 
C”. 这 里 4 和 C 为 任何 正常 数 ， Ku 和 RR 分 别 为 M 的 截 曲 率 和 纯 量 曲率 . 

Mok 改进 了 这 些 结果 , 将 oe 减弱 到 古 ， 更 确切 地 说 ， 他 证 明了 下 面 的 : 

(d) @ M REXRHZ, 0<R< 4, H Vol(B(p,r)) > Cr?”,A,C HIE 
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常数 ， 则 M Ea RE X. 

设 M” 为 一 Kodaira 维 数 为 K(M) = 0( 即 存在 C , 使 得 HO(M,K™) <C, 
对 所 有 的 m > 0 成 立 , 这 里 天 为 典 则 线 丛 ) 的 代数 流 形 ， 可 给 出 这 些 流 形 的 分 
类 吗 ? 注意 C1(M) 为 K(M) = 0 的 一 个 特殊 情况 . 当 n = 2 时 ， 恰 有 两 类 代数 
流 形 满足 K(M) = 0 ,它们 是 Abel 子 簇 的 商 空间 或 K-3 曲面 . 当 n > 3 时 , 尚 
未 知晓 ， n = 3 的 情形 对 于 物理 学 中 的 超 弦 (superstring) 理论 将 是 很 重要 的 . 

C. 双 曲 流 形 

若 M 为 一 具 负 截面 曲率 的 代数 流 形 ， 那 么 M 是 否 能 够 有 C 中 的 有 界 域 
Q 所 全 纯 (分 支 ) 覆盖 ?一 个 较 弱 的 问题 是 : 若 M 为 一 具 负 截 曲 率 的 单 连通 
Kahler 流 形 ， 是 否 存在 M 上 的 足够 多 的 有 界 全 纯 函 数 以 致 可 以 分 离 点 并 给 出 
局 部 坐标 ? 至 今 ， 甚 至 在 M 为 一 紧 致 流 形 M 的 覆盖 空间 的 假设 下 ， 也 未 证 明 
任何 非常 数 的 全 纯 函 数 的 存在 . 

B. Wong[Mo2] 证 明了 若 OCC" 为 一 具 光 滑 边界 的 有 界 域 ， 日 为 某 一 紧 致 
流 形 的 覆盖 空间 ， 那 么 NR AER. P. Yang[Yg|] EHTE 2 AC" 中 秩 大 于 1 
的 有 界 对 称 域 ， 则 不 存在 任何 Q 上 的 Kabler 度量 使 其 全 纯 双 截 曲率 介 于 两 个 
负数 之 间 . 特别 地 ， 2 不 能 是 任何 具 负 双 截 曲率 的 紧 致 Kahler 流 形 的 覆盖 空 
H. 因此 若 一 个 有 界 域 履 盖 一 具 负 曲率 的 紧 致 Kihler 流 形 的 话 ， 那 么 它 必定 是 
相当 不 光滑 的 . 

最 近 ，Mostow 和 Siu[MS] 通过 巧妙 地 把 2 维 球 的 Poincaré 度量 和 Bergman 
度量 并 到 一 起 而 构造 了 一 个 具 负 截 曲 率 的 Kahler 曲面 M. 他 们 证 明 M 的 万 有 
覆盖 M 不 是 球 ， 其 方法 是 验证 对 M 而 言 C? < 3C2. 这 种 流 形 不 微分 同 胚 于 
一 个 局 部 对 称 空间 ， 还 不 知道 它 的 万 有 履 盖 是 否 是 有 界 域 ， 是 否 一 个 具 ( 拓扑 
地 ) 平凡 切 丛 并 为 某 一 紧 致 代数 流 形 的 覆盖 空间 的 非 紧 致 完备 Kahler 流 形 双 全 
纯 同 胚 于 一 个 域 ? 

对 于 一 个 具 正 典 则 线 从 的 代数 曲面 ， 是 否 |S - i| 足够 小 能 推出 M 有 一 
个 具 负 截 曲 率 的 Kahler 度量 ? 这 一 点 尚 不 知道 . 

代数 曲面 的 拓扑 是 一 个 很 重要 的 主题 . 经 Freedman 和 Donaldson 最 近 的 
努力 ， 似 乎 有 理由 相信 每 一 单 连通 的 四 维 光 滑 流 形 可 表示 为 代数 曲面 的 连接 和 

( 可 能 具 不 同 的 定向 ). 最 近 由 Donaldson 得 到 了 关于 单 连通 的 代数 曲面 的 不 可 
约 性 的 很 强 的 结果 ， 显 然 若 要 将 它 表 示 为 可 微 流 形 的 连接 和 ， 则 只 会 出 现 CP? 
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因子 . 或 许 满足 这 些 不 可 约 条 件 的 单 连 通 的 四 维 流 形 微分 同 胚 于 一 个 代数 曲面 . 

当 基 本 群 无 限时 ， 预 计 代 数 曲面 的 拓扑 则 困难 得 多 . Shafareich 猜测 代数 
流 形 的 万 有 覆盖 是 全 纯 凸 的 . 这 给 了 除 已 知 的 Chern 数 不 等 式 外 的 一 些 拓扑 信 
A. 

4. 解析 对 和 象 

为 了 了 解 复 结构 ， 了 人 解 与 它 有 关 的 解析 对 象 是 很 重要 的 . 这 里 给 出 两 个 例 
子 . 

A: 全 纯 映 照 和 向 量 从 

对 于 一 个 复 流 形 M , 自然 的 全 纯 向 量 从 有 TM,TM*, 和 *TM,@*TM 等 等 . 
其 中 最 重要 的 是 典 则 线 从 ATM. l 

用 吹 大 (blowing up) 点 或 子 流 形 可 得 到 附加 的 解析 对 象 . 联系 拓扑 不 变量 
和 解析 不 变量 的 Riemann-Roch 定理 对 于 从 给 定 的 拓扑 信息 或 复 信息 中 构造 解 
析 对 象 或 不 变量 是 一 个 很 重要 的 工具 . 

Yang-Mills 理论 在 构造 Kahler 流 形 上 的 全 纯 向 量 从 和 其 他 对 象 中 通常 是 很 
有 用 的 . Taubes[T1] 利用 Yang-Mills 方程 的 反 自 对 偶 ( anti-self-dual) 解 来 构造 
Kahler 曲面 M? 上 的 秩 为 2 的 全 纯 向 量 从 . 是 否 可 以 用 这 个 理论 来 证 明 本 文 作 
者 的 定理 ，“ 若 M? 是 单 连 通 的 ， 且 它 的 cup 积 是 正定 的 ， 则 M 双全 纯 同 胚 
于 CP2” 呢 ? 

Taubes[T2] 在 两 个 Chern 数 之 间 的 一 个 不 等 式 成 立 的 假设 下 也 构造 了 Kihler 
曲面 上 的 全 纯 向 量 从 (也 可 见于 Donaldson[D1] 和 [D2] ). 至今 为 止 ,， 上 面 的 方 
法 仅 用 于 2 维 的 情形 .在 高 维 情形 ， 还 没有 一 个 好 的 方法 来 构造 全 纯 向 量 从 . 
Taubes 的 想法 可 推广 使 用 于 构造 高 维 流 形 上 的 全 纯 向 量 从 . 目前 还 不 清楚 有 多 
大 的 一 类 全 纯 向 量 从 可 以 用 这 样 的 方式 来 构造 . 

B. 解析 闭 链 

解析 闭 链 简 单 说 就 是 解析 子 簇 的 形式 和 . 设 M" 为 一 个 代数 流 形 , V C M 为 
一 余 维 是 p RAT PIR, 则 V 的 基本 上 同调 类 my 属于 H??(M)NH?(M,Z).a € 
H*?(M, Q) 是 解析 的 如 果 它 能 表示 为 余 维 为 2 的 子 簇 的 基本 类 的 有 理 系数 的 
线性 组 合 , 即 a = $ bin, , RE b c Q 且 Vi 是 M 的 子 簇 . 显然 ， 每 一 


i=1 
H”?(M,Q) 中 的 解析 元 属于 互 2(M,Q) n HP?(M). KARK, RIIA Hodge FF 
想 : 每 一 ce H?(M,Q) A HPP(M) 是 解析 的 . 当 p = 1 时 ， 这 是 成 立 的 ， 称 为 


8.6 复 流 形 上 的 典 则 度量 * 339. 


关于 (1,1) 类 的 Lefschetz ZH, p > 2 尚 无 结果 . 

在 Kihler 流 形 M” 中 每 一 个 解析 子 簇 都 是 体积 极 小 的 .这 可 直接 由 Wirtinger 
和 Stokes 公式 得 到 ， 反 过 来 ， 在 适当 的 条 件 下 ， 体 积极 小 子 流 形成 为 子 簇 . 例 
如 ， Siu-Yau[SY1] 证 明了 若 f : CP -、M?" 是 能 量 极 小 的 ， 且 M 的 双 截 曲率 是 
EK, M f 是 全 纯 的 或 反 全 纯 的 . 

Lawson 和 Simons 证 明了 CP’ 中 每 一 个 稳定 的 流 (current) 都 是 代数 子 
fe. 他 们 的 方法 如 下 : 设 % ACP’ 中 的 单 参数 投影 变换 群 ， 设 


d? À dgt 
B(X, X) = Şa (Wolge(M))leno, REX = HE, 


他 们 证 明了 B 的 迹 是 负 的 ， 除 非 M 是 一 个 子 簇 . 

Lawson-Simons 的 方法 给 出 了 一 个 解决 Hodge 猜想 的 途径 .给 定 一 个 个 入 
f : M” 一 CPN 和 一 个 元 素 6 E H??(M) 7 H??(M,Q) ， 定 义 一 个 体积 函数 : 
Vol : PGL(N +1,C) 一 R,g |> inf{ Vols(O)IC 是 a 的 代表 }. 这 里 a 为 8 的 
Poincaré XHA H. Voly(C) 为 对 应 于 度量 (go f)*d si 的 体积 , 而 ds? 表示 CP” E 
的 Fubini-Study EE. 若 存 在 全 纯 的 代表 a 的 C ， 则 Voly(a) = Vol,(C) 不 依 
MF 9 的 选择 . 因此 Vol 为 常 函 数 并 达到 它 的 极 小 值 ， 男 一 方面 ， 关 Vol 有 一 
极 小 值 ， 则 Lawson-Simons 的 方法 证 明了 存在 一 全 纯 的 代表 a 的 C. 因此 ， 如 
果 能 够 证 明 Vol 达到 极 小 值 ， 则 Hodge 猜测 就 证 明了 . 

Siu[S2] 得 到 了 下 面 的 结果 : 设 M 为 一 具 强 负 曲 率 的 紧 致 Kaihler 流 形 . Ap 
么 任何 Hzr(M,Z) 中 的 元 ， K > 2, 若 能 表示 为 一 个 紧 致 Kihler 流 形 的 连续 
象 ， 则 它 可 表示 为 一 个 解析 子 得. 他 利用 了 Bochnor 型 公式 于 Of A Of 来 得 到 
调和 映照 的 复 解析 性 . 然而 似乎 很 难 确定 什么 样 的 闭 链 能 够 表示 为 Kaihler 流 形 
的 连续 象 . 
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给 定 一 个 复 流 形 M ， 人 们 可 以 找 M 上 的 “ 典 则 ”度量 以 构造 复 结构 的 不 
变量 .对 上 典 则 度量 的 一 个 很 自然 的 要 求 是 它们 的 全 体 可 参数 化 为 一 有 限 维 的 空 
间 且 在 双全 纯 变 换 群 下 是 不 变 的 . 

1. Bergman, Kobayashi-Royden 和 Caratheodory 度量 
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Bergman 度量 首先 作为 C" 中 的 有 界 域 上 一 个 自然 度量 而 导出 . 后来， 该 
定义 被 推广 到 其 典 则 线 从 K 容许 充分 多 的 截面 的 复 流 形 上 ， 对 于 C 中 的 域 
D, if H°(D) 表示 D 上 的 平方 可 积 的 全 纯 函 数 空间 . 间 的 一 组 正 交 
基 {6;}. 那么 Bergman 核定 义 为 K(z,w) = ). 这 定义 不 依赖 于 正 


交 基 的 选取 . 且 天 关于 > 和 五 是 全 纯 的 . 
我 们 现在 可 以 定义 Bergman 度量 为 


o? 
2 : f TAR 
ds = 》 2,02, pee) dzi ® dZj. 


Bergman 度量 的 自然 性 不 难 从 Bergman 核 的 定义 中 看 出 . 设 Di 和 Da AC" 中 
的 两 个 区 域 ， 且 Ki(z,w) 和 Ko(2’,w’) 分 别 为 它们 的 Bergman 核 . Æ F : Di 一 
Dz 为 一 个 双全 纯 同 胚 ， 则 Ki 和 Ko 有 关系 式 


Ki(z,w) = Ka((F(z), F(w)) det (Z ) det (7) 


E M 的 典 则 线 从 KK 有 充分 多 的 整体 的 、 平 方 可 积 的 截面 ， 我 们 可 以 选 一 个 正 
交 基 {bi}, 给 出 一 个 M 到 CP* 的 嵌入 FL] (pull back) 度量 F*(ds*) BA M 
的 Bergman 度量 . 当 M 是 复 区 域 时 ， 这 一 定义 与 前 面 的 Bergman 度量 的 定义 
是 相同 的 ， 因 为 D 上 的 任何 全 纯 函 数 可 看 成 K 的 一 个 截面 . 

直观 地 说 : 对 Bergman 度量 的 全 面 理解 能 够 为 我 们 给 出 一 个 关于 域 的 自 同 
构 的 几何 的 清晰 的 图 像 . 它 将 给 出 许多 区 域 的 不 变量 . 近 几 年 基于 Fefferman 的 
工作 [Fe] 有 了 许多 进展 . Fefferman 着 眼 于 K(z,z) 在 区 域 边界 的 渐 近 性 质 . 粗 
略 地 说 他 证 明了 党 着 对 角 线 Bergman 核 有 下 述 展开 式 


K(z, z) = $2)/V"+1(z) 十 9(z) log H(z), 


这 里 办 € C”(D), plan =0, HY ARR DD 的 定义 函数 . 且 在 边界 附近 我 们 
有 
K (z,w) = o(z,w)/¥"**(z, w) + d(z, w) log (z, w), 


这 里 p(z, w), olz, w) Ml Y(z,w) 分 别 为 6,4, 及 满足 某 些 条 件 的 延 拓 . 
人 们 想 更 多 地 了 解 当 9 不 光滑 时 ， Bergman 核 和 度量 的 边界 性 质 ， 度 量 
的 曲率 性 质 及 其 他 有 关 的 几何 性 质 . 设 0 为 一 流 形 且 ds? 为 Bergman 度量 . 


8.6 复 流 形 上 的 典 则 度量 . 341 . 


E 2 有 一 个 真 的 自 同 构 的 离散 群 ， 我 们 可 以 考虑 商 空间 N/T 并 把 Bergman 度 
E d st/r 拉 回 到 f2.Kazhdan EHTE 2 的 离散 自 同 构 群 CA filtration! D 
D 2- DIr en, WE Win) < œ HAT = (1), M Bergman 度量 
ds? = d sp jr, 的 拉 回 (pullback) 将 在 2 ERAF Q 的 Bergman 度量 ds2. 

另 一 有 趣 的 方向 是 考虑 典 则 线 丛 的 宕 的 整体 截面 .对 于 ” 充分 大 考虑 HO(M, 
K") ， 选 择 一 个 基 给 出 一 个 映照 or: M 一 P(H°(M, K")). W P(H°(M, K")) 的 
Fubini-Study 度量 在 M 上 的 限制 的 1/r 倍 ， 即 得 M 上 的 一 列 度量 ， 人 们 想 知 
道 ， 当 7 一 ce 时 ， 是 否 有 一 个 极限 度量 存在 ， 若 这 一 度量 存在 ， 则 它 将 是 “ 典 
则 ”的 且 很 有 可 能 是 Kihler-Einstein 的 . 

对 于 复 流 形 ?2 ， 有 两 个 其 他 的 内 在 的 伪 度 量 ， Kobayashi-Royden 度量 和 
Caratheodory 度量 . 设 和 是 C 中 的 Poincare 贺 盘 . 记 人 (1) 为 到 人 的 全 纯 映 照 
集 ，Q2(A) 为 A 到 8 的 全 纯 映 照 集 .固定 人 上 的 Poincarè FEB. Caratheodory RE 
量 定义 为 Fo :TR 一 Rt ,这 里 Fo(z,z) =sup{|f.(z)|: f E€ A(2), f(z) = 0}, 
Kobayashi-Royden 度量 定义 为 

F, : TR > Rt, 


这 里 F(z, £) = inf{lu] : f € R(A), FO) = z, f(u) = €}. 明显 地 ， 这 两 个 内 在 度 
量 在 全 纯 映 照 下 距离 是 递减 的 ， 而 在 双全 纯 映 照 下 距离 不 变 . 

B. Wong[Wol] 证 明了 Caratheodory 度量 的 全 纯 截 曲率 小 于 或 等 于 -4 ， 而 
当 度 量 非 平凡 时 Kobayashi 度量 的 全 纯 截 曲率 不 小 于 -4 (对 于 Bergman 度量 
已 知道 全 纯 截 曲率 不 大 于 -4 ). 然而 这 两 个 度量 的 一 个 弱点 是 它们 在 切 空间 上 
既 非 双 线 性 的 也 非 光 滑 的 ( 太一 般 只 是 上 半 连 续 的 ). 

在 某 些 特殊 情况 下 ， 对 于 这 两 个 度量 有 较 好 的 了 解 . 例如 一 个 具 强 负 全 纯 
截 曲 率 的 流 形 总 有 一 个 非 平凡 的 Kobayashi-Royden 度量 . 这 一 问题 的 主要 定理 
是 Royden 的 ， 他 证 明了 Kobayashi-Royden 度量 实际 上 是 Teichmuller 度量 . 
奇怪 的 是 Teichmuller 度量 具有 常数 的 全 纯 截 曲 率 . 可 以 对 具有 常 全 纯 截 曲率 的 
Finsler 度量 的 复 流 形 进 行 分 类 吗 ? 

Lempert[Lel],[Le2] 证 明了 在 C” 中 的 凸 区 域 上 Kobayashi 和 Caratheodory 
度量 实际 上 是 相同 的 . 利用 一 个 极 值 映照 的 存在 性 ， 他 构造 了 许多 有 界 全 纯 函 
数 . 他 的 理论 只 在 凸 区 域 上 起 作用 ， 然 而 怎么 才能 将 他 的 思想 推广 或 使 用 这 两 
个 度量 去 构造 更 一 般 流 形 上 的 有 界 全 纯 函 数 则 是 很 有 趣 的 . 
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另 一 个 有 趣 的 事实 ( 由 B. Wong 证 明 的 [Wo2] ) 是 , 若 一 个 C" 中 的 光滑 、 
有 界 区 域 是 一 个 闭 流 形 的 覆盖 空间 ， 那 么 它 必然 是 单位 球 . 这 部 分 地 证 明了 猜 
测 : 一 个 有 界 凸 区 域 ( 不 要 求 是 光滑 的 ) 若 为 某 一 闭 流 形 的 覆盖 空间 ， 那 么 它 
是 对 称 的 . 它 的 证 明 需 要 用 到 Kobayashi 和 Caratheodory 度量 的 边界 估计 . 

一 般 地 ， 我 们 希望 比较 Bergman, Kobayashi-Royden, Caratheodory 度量 和 
下 市 所 讨论 的 Kihler-Einstein 度量 . 我 们 知道 Caratheodory 度量 是 三 个 度量 中 
最 小 的 度量 , 这 可 以 由 Kahler 流 形 上 一 般 的 Schwarz 引 理 得 出 [Y4] .Yau( 参看 后 
来 Chan-Cheng-Lu 的 改进 形式 ) 证 明了 若 M 为 一 Ricci 曲率 有 常数 下 界 的 完备 
的 Kahler 流 形 ， 为 一 全 纯 截 曲率 有 负 常 数 上 界 Hermitian 流 形 ，f :M 一 N 
为 一 全 纯 映 照 , 则 d(f(p), f(p1)) < Cd(p,pi),C 只 依赖 于 M ALN 的 曲率 . 当 N 
只 是 一 个 Finsler 空间 时 是 否 也 是 对 的 ? 若是 对 的 , 那么 人 们 可 希望 Teichimuller 
度量 一 致 等 价 于 Kihler-Einstein 度量 . 

2. ‘AR Kahler 流 形 上 的 Kihler-Binstein 度量 

设 M 为 一 个 紧 致 Kihler 流 形 ， 则 M 上 的 一 个 Kihler-Einstein 度量 存在 
的 一 个 必要 条 件 为 : 

(*) 存在 一 个 Kihler 类 2 使 得 第 一 chern 类 C1(M) 上 同调 于 2 乘 以 一 实 
常数 . 

这 条 件 等 价 于 : 

(*) 第 一 Chern 类 满足 C1(M) > 0, C1i(M) =0 或 C1(M) <0. 

本 文 的 作者 [Y1],[¥2] 证 明了 当 C1(M) = 0 或 Ci(M) < 0 时 ，( 后 者 也 
可 见于 Aubin[Au3] ) 每 一 Kahler 类 有 一 个 惟一 的 Kihler-Binstein 度量 ， 当 
Ci(M) > 0 时 ，Kihler-Einstein 度量 在 自 同 构 群 下 不 变 ， 然 而 ， 存 在 性 一 般 是 
不 成 立 的 ， 因 而 人 们 希望 加 上 一 些 条 件 以 保证 存在 性 . 

我 们 现在 讨论 属于 Futaki[Ful] 的 、 关 于 C1(M) > 0 时 Kahler-Einstein 度 
量 存在 性 的 障碍 (obstruction) 理论 同时 也 考虑 “ 极 值 度量 ”的 概念 (属于 Cal 
abi[Ca2] ). 在 紧 致 Kihler 流 形 M 上 固定 一 个 Kihler 类 2 = [w] € H11(M) 并 
用 Ho WF Kihler 类 2 的 所 有 Kabler 度量 的 空间 ， 定 义 泛 函 : 


F: Ho >R (9) > | R?, 
M 


HR RARE g 的 纯 量 曲率 . Calabi 称 该 泛 函 的 一 个 临界 点 为 一 个 极 值 度 
量 . 任何 Kahler-Einstein 度量 在 它 的 Kabler 类 中 极 小 化 fuk? ， 因 而 是 一 个 
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极 值 度量 . 这 可 由 Schwarz 不 等 式 和 fy RET Ci(M) Uw"? Ze M 的 基本 类 
上 的 取 值 得 到 ， 这 里 ww 是 g 的 Kabler ÉR. 

Calabi 证 明了 对 一 个 极 值 度量 g , 梯度 (gradient) 向 量 场 X = 》 g” oR 2 ar 
是 全 纯 的 . 他 也 证 明了 M 的 自 同 构 群 的 一 个 分 解 定 理 ( 类似 于 Matsushima 和 
Lichnerowicz 于 常 纯 量 曲率 的 分 解 定理 )， 特 别 地 ， 他 证 明了 X 产生 出 Aut(M) 
的 一 个 紧 子 群 。 Levine 给 出 了 一 个 Aut(M) 不 具 任 何 紧 致 连通 子 群 的 紧 致 曲面 
M? 的 例子 ， 因 而 M? 没有 任何 Kaihler-Einstein 度量 . 

对 于 Aut(M) 非 可 约 的 其 他 例子 ,可 参看 Sakane[Sk1], [Sk2], Ishikawa-Sakane 
[IS] 和 Yau[Y3]. 由 Calabi 或 Matsushima-Lichnerowicz 的 定理 , 这 些 例 子 都 不 容 
许 Kahler-Einstein 度量 . Futaki[Ful] 构造 了 Aut(M) 是 可 约 的 例子 ， 我 们 将 在 
以 后 讨论 它们 . 然而 至 今 所 有 的 具 正 第 一 Chern 类 而 不 容许 Kibhler-Einstein BE 
HÉJ Kahler 流 形 的 例子 都 有 非 平凡 的 全 纯 向 量 场 ， 很 自然 地 要 问 ， 者 M 不 存 
在 任何 非 零 的 全 纯 向 量 场 且 M 的 切 丛 是 稳定 的 ， 我 们 能 极 小 化 证 函 F1? 关 
于 稳定 性 假设 的 出 发 点 将 在 以 后 讨论 .当然 若 上 面 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 那 么 
(*) 也 将 是 Kihler-Einstein 度量 存在 的 一 个 充分 条 件 . 

事实 上 ， 设 C1(M) = Clu] E 9 为 一 极 值 度量 . 由 X= pV SS 是 全 
纯 的 , 4X =0,R ABR g 的 Ricci 形式 是 代表 Ci(M) 的 一 个 调和 形式 ， 从 
一 个 上 同调 类 的 调和 形式 的 惟一 性 得 Rj = Coz 因而 9 为 Kihler-Einstein 度 
i. Calabi[Ca2] 证 明了 每 一 极 值 度量 9 ÆA F 的 非 退 化 局 部 极 小 点 ， 度 量 
g 又 具有 与 M 的 复 结构 相 容 的 最 大 可 能 的 对 称 性 . 若 Cn 记 为 Ho 中 的 极 值 度 
量 的 集合 ， 它 微分 同 胚 于 一 个 有 限 维 欧 氏 空 间 ， 并 且 若 一 个 Cn 中 的 度量 具 常 
纯 量 曲率 ， 则 每 一 个 Co 中 的 度量 皆 具 常 纯 量 曲率 . 人 们 预料 的 临界 点 必 是 
整体 极 小 点 ， 形 成 一 个 连通 集 且 M 上 保持 2 的 自 同 构 在 Co 上 是 可 递 的 . 

现在 考虑 Futaki 的 关于 Ci(M) > 0 的 紧 致 Kihler MÆ M 的 Kihler- 
Einstein 度量 的 存在 性 的 障碍. 设 n(M) 表示 M 的 全 纯 向 量 场 的 Lie BL w 
为 代表 C1(M) 的 一 个 Kihler BX, yo. HEH Ricci EA, 也 代表 C1(M) W 
Yo = Yd logdet (9,5), Ab yw —w = 00G, G 为 一 光滑 函数 ， 定 义 一 个 
HE, f:n(M)>C,X > fy, (XG) -w".Futaki 证 明了 f 不 依赖 于 C1(M) 的 表 
IR w 的 选择 .因而 整数 m = dim(n(M)/Ker(f)) 仅 依赖 于 M 的 复 结构 . 

若 M 有 一 个 Kihler-Einstein 度量 ， 则 bx = 0 ; Futaki 猜测 它 的 道 也 是 
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对 的 , Æ Calabi ZA F 达到 极 小 ， 那 么 这 是 对 的 . Hy —w = ~100G 得 
R=n+AG, Wl F(X) = f(XG@)w" = f[(R° Gaju” = f |AG Pu" ,因而 bm =0 
意味 着 G 为 常数 ， 即 9 是 一 个 Kihler-Einstein 度量 . 

利用 阻碍 ôm, Futaki 给 出 了 一 个 C1(M) > 0, Aut(M) 可 约 , H ôm =1 的 
紧 致 Kahler 流 形 的 例子 . 因而 在 这 些 例子 上 不 存在 Kihler-Einstein 度量 . 设 Hn 
表示 CP" 的 超 平 面 从 ， rn : Hn 一 CP” 为 投影 (n = 1,2). 若 设 M5 = P(E), 
XE E = xt( 配 ) + (H) 看 成 是 CP? 上 的 从 ， 那 么 M 就 是 所 需 的 例子 ， 下 
面 是 最 低 维 的 例子 : 4 ACCP 为 超 平面 并 且 CCH 为 一 二 次 曲线 ， 那 么 将 
CP? 沿 C 及 五 外 的 一 点 的 吹 大 (blown up) 就 得 到 这 样 的 MM. 

Futaki 的 思想 是 构造 使 Rici 形式 成 为 调和 形式 的 障碍 .对 于 代表 高 阶 
Chern 类 的 曲率 形式 成 为 调和 形式 的 障碍 见 Bando[B2]， 对 于 与 特征 f 有 关 
的 问题 见 Futaki[Fu2] 和 Futaki-Morita[FM]. 

3. Hermite 流 形 和 稳定 向 量 从 

我 们 将 讨论 紧 致 复 流 形 上 不 一 定 是 Kahler 的 典 则 度量 . 对 于 一 般 的 Hermite 
流 形 ， 由 于 Hermite 联络 有 挠 ， 因 而 是 非 Riemann 的 ， 很 难 找到 典 则 度量 ， 所 
以 人 们 企图 给 M 加 上 附加 条 件 . 设 9 为 M 上 的 一 个 Hermite 度量 ，w 为 它 的 
Kahler 形式 . 一 个 自然 的 假定 是 : 

(1)86(w"-!)=0 

ER Kahler 条 件 弱 ， 人 们 希望 给 g 加 (1) 外 的 其 他 条 件 使 得 度量 更 典 则 . 
受到 超 对 称 (supersymmetry) 理论 的 启发 ， Hull 和 Witten[HW] 提出 了 w 的 下 
列 条 件 : 局 部 地 可 将 w 表示 为 69+56 ,这 里 9 为 一 (0,1) 形式 . Hw 是 Kahler 
A, ERAS RM OOF. 

事实 上 ， 上 述 条 件 等 价 于 96w = 0. 显然 我 们 只 需 由 66w = 0 导出 w 有 上 
面 的 表达 式 即 可 . 由 Ow 是 闭 的 ,那么 它 是 局 部 正 合 的 . 比较 类 型 ， 可 找到 一 个 
(0,2) 形式 2 和 一 个 (1,1) 形式 w HA: Ow =N +w, ðN =0, du’ = 0. 注意 
Blw=0, RTE w- w -T 一 人 一 作为 闭 形式 ， 因 此 它 是 局 部 正 合 的 ， 可 
找到 一 个 (0,1) 形式 9 使 得 ww 一 w' 一 ww = 00400. 由 ôw = 0,w' 是 局 部 9- 正 
合 的 ，w 即 是 所 需 的 形式 . 

最 近 ， Todorov 观察 到 任何 紧 致 复 流 形 有 一 个 满足 96w = 0 的 Hermite 度 
量 ， 因 此 似乎 对 任何 紧 致 复 流 形 来 说 研究 所 有 65w = 0 的 (1,1) 形式 w 关于 
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00 + 00,0 为 整体 定义 的 (1,0) 形式 的 子 群 的 商 将 是 一 个 有 趣 的 问题 . 
M V 为 具 性 质 Ow!) = 0 的 紧 致 复 流 形 M 上 的 一 个 全 纯 向 量 从 . 我 
们 可 以 定义 从 V 对 于 w 的 度 (degree) 为 


deg,V = f Si1(V) Aw, 
M 


这 里 (V) 表示 从 V 的 Ricci 形式 . 由 65(w"-10 = 0 知 此 定义 不 依赖 于 V 上 
的 度量 的 选择 . 

在 [UY] 中 Uhlenbeck 和 Yau 证 明了 : 

(2) 设 V 为 一 紧 致 Kihler 流 形 M 上 的 全 纯 向 量 从 . BV 是 稳定 的 ， 即 
de < deur 对 所 有 的 满足 0 < rank(V’) < rank(V), v CV WRR V 成 
X, WV A—* Hermite-Einstein 度量 , 它 在 不 计 常 数 因子 的 意义 下 是 惟一 的 . 

MK, V 上 的 Hermite-Einstein 度量 的 存在 则 隐 含 着 不 计 M 的 一 个 有 
RE, V 是 稳定 从 的 直接 和 . 这 是 由 Kobayashi 和 Liibke[Lu] 证 明 的 . 很 有 
可 能 M 是 Kabler 的 条 件 可 由 (1) TR. 还 应 提 到 对 于 代数 曲面 ， 上 面 的 定理 
是 由 Donaldson 证 明 的 . 

我 们 现在 叙述 (2) 的 一 些 推论 . 首先 ， 稳 定 全 纯 向 量 从 的 对 称 张 量 积 也 是 
AER. OK, Æ V 是 稳定 的 ，7 = rank(V) ， 则 ; 

(3) far(27, Ca(V) —(r-1)CP(V)) Aw"? 30, 等 式 成 立 当 且 仅 当 V 是 M 上 

(或 M 的 某 有 限 覆 盖 ) 线 从 的 直接 和 ( 当 n = 2 时, 不 包括 等 式 情 形 的 讨论 ， 
该 结果 是 属于 Bogomolv 的 ). Alt, 若 C?(V) =0, 那么 f,,Ca(V) Aw"? 20 
且 等 式 成 立 当 且 仅 当 V 是 平坦 的 并 在 模 去 一 个 常量 的 意义 下 是 惟一 的 . 这 些 结 
果 事 实 上 推广 了 Riemann 曲面 时 的 结论 ， 特 别 地 ， 设 V 为 Riemann 曲面 Xg 
上 的 全 纯 向 量 从 ， 则 V 是 稳定 的 且 Ci(V) = 0 ERA V 上 存在 具有 零 曲 率 
的 Hermite 度量 ， 即 当 且 仅 当 有 一 个 mX) 的 本 表示 ( 详 见 Narashimhan 和 
Seshadri[NS] ). 

现在 来 考虑 稳定 向 量 从 的 模 (moduli) 空间 . 设 M,(r,d) 为 Riemann 曲面 
D, EAEE r AB d 的 稳定 向 量 从 的 一 个 完备 族 . 能 够 证 明 Ci(M,) > 0 
吗 ? 特别 地 ， 能 构造 M, ERE Ricci 曲率 的 一 个 Kihler 度量 吗 ? Cho[Co] 证 
明了 M,(r,d) 上 存在 Kahler 度量 其 全 纯 截 曲率 为 非 负 .然而 ,即使 由 全 纯 截 曲 
率 的 正 性 也 不 能 推出 Ricci 曲率 的 正 性 . 例如 : 设 H i CP’ 的 超 平面 从 ，(1) 为 
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FILMA, 则 Hirzebruch 曲面 Mu = P(H?+ (1)) 有 具 正 的 全 纯 截 曲 率 的 Kahler 
度量 ， 另 一 方面 ， 当 d > 3 时 ， Ma 不 具 正 的 第 一 Chern 类 . 

4.Chern 数 不 等 式 

1976 年 ， 本 文 作者 证 明了 Calabi 猜想 ， 并 在 具 丰 富 或 平凡 的 典 则 线 从 的 代 
数 流 形 上 证 明了 下 述 Chern 数 不 等 式 ; 


(00r > Fer, 四 
这 里 等 式 成 立 当 且 仅 当 M 以 球 为 覆盖 流 形 , 即 对 某 一 荆 C SU(n,1),M = B/T. 
大 约 同 一 时 候 ， Miyaoka[M3] 推广 了 Bogomolov 的 方法 ， 在 曲面 的 Kodaira 维 
数 非 负 的 较 弱 的 情况 下 证 明了 n= 2 时 的 同一 不 等 式 ， 然 而 他 并 没有 表明 等 式 
成 立时 的 情形 . 

通过 研究 带 奇 点 的 曲面 ， Cheng 和 Yau[CY2] 证 明了 一 般 型 曲面 的 不 等 式 
(*)( 等 式 成 立 当 且 仅 当 M? 以 球 为 覆盖 空间 )， [CY] 中 的 方法 也 可 推广 到 高 
维 的 情况 .可 以 由 此 而 刻画 双全 纯 同 胚 于 B/D (T c SU(2,1) 允许 有 不 动 点 ) 
的 曲面 M. 注意 由 于 本 可 以 有 不 动 点 ， M 一 般 是 一 个 艇 (variety). 

研究 满足 某 些 Chern 数 不 等 式 的 流 形 也 是 有 趣 的 .  Hirzebruch, Deligne, 
Mostow 等 曾经 研究 过 满足 不 等 式 (*) 的 曲面 ， [Y2] 的 一 个 推论 是 CP" 上 
Kahler 结构 的 下 述 刚 性 定理 CP” 上 的 惟一 Kahler 结构 是 标准 结构 ， 且 CP? 
上 的 惟一 复 结构 是 标准 的 . 当 n 是 奇数 时 , 此 结果 是 Hirzebruch 和 Kodaira[HK] 
的 . 

现在 我 们 给 出 当 M 的 典 则 线 从 为 丰富 (ample) 时 不 等 式 (*) 证 明 的 线索 . 
此 时 ,存在 一 个 K 上 的 Kihler-Binstein 度量 ， 对 于 Kahler-Einstein 度量 (*) Æ 
WHY Chern 积分 可 以 由 曲率 张 量 的 平方 模 表 出 ， 由 于 Ricci 张 量 是 仅 有 的 曲率 
部 分 ， 能 够 表 为 Ricci 张 量 的 行列 式 的 右边 被 左边 项 所 控制 . 若 (*) 的 等 式 成 
Z, 则 两 边 的 被 积 函数 相等 , 后 者 可 导出 是 等 价 于 M 具 常 全 纯 截 曲 率 . 因而 (*) 
中 等 式 成 立 当 且 仅 当 M 以 球 为 覆盖 流 形 . 

当 其 典 则 线 从 不 是 某 些 丰富 线 从 的 乘积 时 的 代数 流 形 不 存在 Kihler-Einstein 
度量 . Rit, 仍然 可 以 研究 具有 几 近 丰富 (almost ample) 的 典 则 线 从 的 代数 流 形 
上 的 不 等 式 (*).[Y1] 中 证 明了 存在 一 个 Kihler-Einstein 度量 ， 它 在 一 个 除 子 上 
退化 ， 而 在 该 除 子 上 其 典 则 线 从 是 平凡 的 . 类似 地 人 们 可 以 用 某 种 方式 将 度量 
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KK (blow up). 这 被 Cheng 和 Yan[CY2] 用 于 证 明 一 般 类 型 曲面 的 不 等 式 (*)， 
这 种 曲面 满足 : 
C1(M) < 0 且 在 M 的 一 个 子 簇 外 < 0. (**) 


Kodaira 维 数 K(M) 定义 为 : 


| -oo #N(M) = 0 
max dim {Øm} (M) #N(M) #0. 
这 里 N(M) = {m > 0|H°(M, K™) = 0},¢me 为 多 典 则 (pluricononical) 上 映照. 
容易 看 出 K(M) < M 的 代数 维 数 <m ， 若 K(M) =n， 则 M 称 为 一 般 型 的 流 
形 . 
在 n=2 时, 曲面 可 由 它们 的 Kodaira 维 数 双 亚 纯 地 分 类 . K(M) = —co,0 
或 1 的 情形 已 经 是 熟知 的 了 . K(M) = 2 ( 即 M 为 一 般 类 型 的 曲面 ) SAK 
当 M 满足 (x**). 设 M 为 一 个 一 般 类 型 的 三 维 流 形 ， 且 五 为 典 则 线 丛 乘 子 ， 
Kawatama 证 明 若 K -CO < 0 对 每 一 代数 曲线 CE M 成 立 ， 则 M 满足 x»). 
极 有 可 能 (**) 总 隐 含 (*) : 即 若 M” 为 一 具 几 近 丰 富 典 则 线 丛 的 代数 流 
形 ， 则 不 等 式 (*) ROL. 这 在 n > 3 时 还 不 清楚 .人 们 也 想 知道 在 一 般 型 的 流 
形 和 不 等 式 (**) 之 间 有 什么 关系 . 在 这 一 方面 ， Siu[S3] 有 下 面 的 定理 [S5]. 首 
先 回忆 Siegel 的 定理 ， 复 流 形 M 上 的 亚 纯 函数 域 关 于 C 的 超越 次 数 小 于 或 
等 于 n. 当 等 式 成 立时 ， MM 称 为 Moishezon WÉ. 一 个 Moishezon 流 形 总 是 可 
以 由 一 个 代数 流 形 通过 有 限 次 吹 大 和 缩 约 (blow up and down) 而 得 到 ， 因 而 双 
有 理 于 一 个 投射 代数 流 形 . Moishezon 流 形 上 总 存在 一 个 全 纯 向 量 丛 L 使 得 
C(L) > 0 并 在 一 子 簇 外 C(L) > 0.Siu[S5] 证 明了 在 C(L) 非 负 且 在 某 一 点 为 
正 的 较 强 的 假设 下 其 道 也 是 对 的 . 因此 一 个 满足 (**) 的 流 形 是 Moishezon. 现 
在 还 不 知道 是 否 CP",n > 3 ， 有 一 非 标 准 的 Moishezon 结构 . 
5. 非 紧 致 流 形 上 的 Kahler-Einstein 度量 . 
现在 讨论 完备 非 紧 致 流 形 上 的 Kihler-Einstein EE. 设 9 是 一 个 M” 上 的 
完备 的 Kahler-Einstein 度量 ， 即 Ry = Cgg, C 为 常数 . 若 C > 0 M Myer 定 
理 指出 M 是 紧 致 的 . 因此 C < 0 则 C1(M) <0. 在 该 节 我 们 讨论 C1(M) < 0 
的 情形 ， 从 而 把 C1(M) = 0 留 到 下 一 节 . 
问题 是 刻画 带 有 完备 Kihler-Einstein 度量 gy 满足 Rg = -g3 的 非 紧 致 流 
形 . 特别 地 ， 希望 给 M 加 上 一 些 条 件 以 保证 Kihler-Einstein 度量 的 存在 性 和 
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惟一 性 首先， 惟一 性 总 是 成 立 的， 也 就 是 说 若 M 和 N 为 满足 R = -1 的 完 
备 的 Kahler-Einstein MÉH. F : M > N HRALA, W PF 是 等 度 同 构 . 为 
了 证 明 这 点 ， 设 g,dv 和 gdu 分 别 表示 M 和 N 的 Kihler-Einstein 度量 和 体 
积 形 式 . Aw p=log(F*dv'/dv), W 965p = —f* Ric’ + Ric = F*g' — g. 取 迹 ， 
我 们 有 Ap = 一 n 十 ne?/" ,因此 由 极 大 值 原理 得 p< 0 和 F*d > dv, 用 FO 
代替 F, 我 们 有 F*dv' > dv, F 是 等 度 同 胚 . 

惟一 性 对 纯 量 曲率 等 于 -1 的 几 近 完备 的 Kihler-Einstein 度量 也 成 立 . 这 
E, M 上 的 一 个 度量 ds? 称 为 几 近 完备 的 ， 如 果 我 们 能 将 M 表达 为 区 域 Na 
的 递增 , HAO, ESSE ds? 使 得 ds? 在 M 的 紧 子 集 上 收敛 于 ds?. 详 
见 Cheng-Yau[CY1]. 

我 们 现在 讨论 具 负 纯 量 曲率 的 Kihler-Einstein 度量 的 存在 性 ， 当 然 ， 这 种 
度量 的 存在 将 给 M 的 复 结构 一 些 限制 条 件 ， 例 如 Eiseman[Eil 证 明了 若 M 有 
一 纯 量 曲率 小 于 负 常 数 的 Hermite EE, IATE Eiseman 意义 下 的 伪 测 度 实际 
上 是 一 个 测度 ， 也 就 是 说 M 是 测度 双 曲 的 . 

在 [CY1] F, Cheng 和 Yau 证 明了 一 大 类 非 紧 致 流 形 上 Kihler-Einstein 度 
量 的 存在 ， 确 切 地 说 ， 他 们 证 明了 下 列 定理 : 设 M” 是 一 个 Hermite 流 形 ， 它 
的 Ricci 张 量 定义 了 一 个 曲率 和 协 变 导数 有 界 的 Kihler 度量 ， 则 M 有 一 个 一 
致 等 价 于 上 述 度量 的 Kihler-Einstein 度量 . 

者 M 有 一 具 强 负 的 Ricci 曲率 的 Hermite 度量 且 是 相对 紧 致 、 光 滑 、 拟 凸 
的 开 子 流 形 的 递增 和 ， 那 么 在 模 去 一 个 常数 的 意义 下 M 有 一 个 惟一 的 几 近 完 
备 的 Kahler-Einstein FH. HE M 是 完备 的 ， 则 这 一 度量 也 是 完备 的 . 

特别 地 在 任何 C 中 的 有 界 域 上 都 存在 完备 的 Kihler-Einstein FH, WE 
它 是 具 C 边界 的 域 的 交 . 在 这 一 陈述 中 ， Cn 可 代 之 以 Rici 曲率 具 负 常数 上 
界 的 Hermite 流 形 . 

Mok 和 Yau[MkY] 证 明了 C” 中 的 任何 有 界 拟 凸 域 都 有 一 个 完备 的 Kahler- 
Einstein RE. 这 是 仅 知 的 在 任 一 有 界 全 纯 域 上 的 完备 的 “ 典 则 ”度量 . 

现在 讨论 当 M 的 体积 有 限时 的 情况 . 这 时 M 的 “无 穷 远 点 集 ” 很 小 ， 而 
C”"” 中 的 有 界 域 的 无 穷 远 点 集 相 当 大 )， 我 们 有 下 面 的 猜测 : 若 曲率 为 负 且 M 
具有 限 的 拓扑 型 ， 则 M 可 紧 致 化 ， 也 就 是 存在 某 一 紧 致 Kihler 流 形 M 使 得 
M =M\ (FH). 在 某 些 情形 ， M 实际 上 是 代数 的 ， 因 此 M 是 拟 射影 的 . 
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对 一 个 有 限 体积 的 局 部 Hermite 对 称 空间 M, Baily 和 Borel[BB], Sa- 
tako[St] 和 Mumford 得 到 了 它们 的 一 定 程度 具体 的 紧 致 化 . 对 这 些 流 形 Kihler- 
Einstein 度量 存在 ， Siu 和 Yau[SY3] 证 明了 一 个 具有 限 体积 和 曲率 介 于 两 个 负 
常数 之 间 的 完备 流 形 是 拟 射 影 的 . 

若 上 面 的 猜测 是 对 的 ， 那 么 研究 有 限 体积 ( 且 有 有 界 的 曲率 协 变 微分 ) 的 
Kahler 流 形 ， 人 们 只 需 考虑 M\(DiU---UD,), 这 里 M 是 紧 臻 Kihler Hi H. 
D1,… , Dk 为 连通 除 子 . 若 我 们 有 适当 的 刻画 Di 及 描述 D: 如 何 与 Di 相交 的 
代数 数据 ,那么 可 以 有 希望 构造 M 上 的 Kahler-Einstein 度量 . 在 n= 2 的 情形 
这 是 已 知 的 .例如 ， 设 CC MM 为 椭圆 曲线 且 C.C < 0. 若 3 EAC] 的 一 个 
截面 , HC={S=0}, BA dvqz/|S|? (log |S|?)° 就 是 一 个 以 C ARK (cusps) 
的 M/C 上 完备 的 渐 近 Kahler-Einstein 度量 . 

设 D 为 一 紧 臻 Kihler 流 形 上 的 一 个 除 子 , 在 M 上 CE+DDI)>0， 在 
M\D EC\(K+[D])>0, HE (K+[D])-e[D]lp>0, NM\DA—-BAR 
体积 的 Kahler-Einstein BH. 且 度 量 的 曲率 和 它 的 协 变 导 数 有 界 . 还 不 知道 是 
否 完备 的 Kihler-Einstein 度量 具有 界 的 曲率 . 

对 于 拟 射影 波形 M=M\D, ，Kahler-Einstein 度量 总 是 具有 限 体积 且 可 
定义 对 数 Chern 类 C1(M, D). Kahler-Einstein 度量 的 存在 性 蕴含 下 列 关 于 对 数 
Chern 类 Ci 和 Co 的 不 等 式 : 

Je 


(CO > Fo (xa) 


一 个 特别 有 意义 的 事实 是 车 拟 投 影 流 形 M\ D 以 Cn" 中 的 单位 球 为 覆盖 空间 ， 
则 (* **) 中 等 式 成 立 , 

一 个 复 流 形 称 为 测度 双 曲 的 ， 若 Kobayashi 测度 是 处 处 正 的 ， 对 于 完备 的 
Kähler-Einstein 流 形 ， 下 面 的 不 等 式 成 立 . 


C1d vKobayashi > d VKihler-Binstein > Cod VCaratheodory， 


这 里 Ci, C2 为 两 个 普 适 正常 数 ， 我 们 有 下 列 问题 ， 2 M 的 Caratheodory 度量 
是 完备 的 ， 那 么 M 有 一 个 完备 的 Kahler-Einstein 度量 吗 ? 

6. 非 紧 致 流 形 上 的 Ricci 平坦 度量 

现在 讨论 完备 非 紧 致 流 形 M 上 的 Ricci 平坦 度量 . 首先 ， 在 这 种 情况 下 ， 
惟一 性 是 不 知道 的 . 即使 是 紧 致 流 形 Kihler-Einstein 度量 也 只 在 每 一 Kihler 类 
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中 是 惟一 的 . 设 9 和 9' 是 M 上 的 两 个 Rici 平坦 Kahler 度量 ， 若 它们 满足 
95 — 9g = OOF, F AR, IBA g7 = gi. 在 紧 致 的 情况 下 ， 上 述 条 件 表 示 9 All g 
属于 同一 Kabler 类 . 由 于 不 会 存在 太 多 的 Rici 平坦 度量 ， 也 许可 以 把 F AR 
的 条 件 去 掉 . 


在 任何 情况 下 , 惟一 性 问题 远 远 没有 解决 . 甚至 M = C 时 , Calabi 提出 下 面 
的 未 解决 的 问题 : Hu: C 一 R 为 一 严格 的 多 次 调和 函数 ，det (52%; ) = 1 ， 
那么 如 果 Kahler 度量 ds? = dz ede BASH, 它 是 否 有 零 曲率 ? 注 
È ds? 一 般 来 说 是 不 完备 的 . 例如 Fatou 和 Bieberbach( 参看 Bochner 和 Martin 
的 书 [BM], p45 ) 给 出 了 一 个 双全 纯 的 C? 到 2 的 映照 (这 里 OCC? 是 开 集 , H 
C?\ 2 包含 一 个 开 集 ) 使 得 .F 的 Jacobi 行列 式 恒 等 于 1. Bu = |z? + lel? ， 
Mj ds? p = F*ds? = F*ds2 是 非 完备 的 . 

有 许多 的 双全 纯 的 E Aut(C?) 其 Jacobi 行列 式 等 于 1 ， 例 如 对 任何 整 函 
Rh, & F(z,w) = (z 十 f(w),w). FER u, uo F 仍然 严格 多 次 调和 且 
ds? p 是 完备 的 且 Ricci 平坦 的 . 所 以 , 直观 看 来 Aut(M) BK, 问题 就 越 困 难 . 

现在 讨论 存在 性 . 正 像 负 纯 量 曲率 的 情况 一 样 , 完备 的 Ricci 平坦 的 Kahler 
度量 的 存在 将 给 M 的 复 结构 加 上 某 些 限制 . 例如 : 由 Schwarz 引 理 [Y4], 我们 
知道 不 存在 M 到 一 具 负 常数 为 全 纯 截 曲率 上 界 的 Hermite 流 形 的 非 平 凡 的 全 
纯 映照 。 作 为 一 个 推论 ， 若 存在 M 到 一 亏 格 大 于 1 的 代数 曲线 的 非 平凡 的 全 
HRR, IA M CM 不 可 能 有 任何 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 的 Kihler 度量 . 

我 们 猜测 ， 若 M 有 一 个 完备 的 Ricci 平坦 的 Kahler 度量 ,那么 M =M \ 
(RF), 这 里 M 为 紧 臻 Kihler 流 形 . 这 意味 着 M 的 无 穷 远 点 集 不 能 太 大 . ME 
BM? = M\( 除 子 ),dwv 为 M 上 的 一 个 Ricci 平 坦 体积 形式 . 想 确定 M ,经 万 
At, 不 妨 设 M 是 单 连通 的 . 局 部 地 ,dv = (V-11) Kdz! Adz? Adz! Adz, 
K 为 正 实 值 函 数 ， 由 Ric(dwv) = 0 ， 我 们 有 66(log K) =0 AK 可 局 部 地 写成 
|Al?, h 为 全 纯 函 数 ， 由 单 值 性 方法 能 得 到 一 个 全 纯 2- 形式 7 = hdz! A dz?, h 
无 处 为 零 ， 且 7A 万 = dv. A, n = hdz! Adz? 可 看 成 是 反 典 则 从 天 -1 
的 整体 截面 . 

直观 地 说 h 可 能 在 M 的 无 穷 远 附近 趋 于 oo0,m-! 可 能 延 拓 到 M E, th 
就 是 说 存在 一 个 非 平凡 的 截面 5 e Ho?(M,K-!)， 这 将 意味 着 K 是 平凡 的 或 
H°(M,K™) = 0,Ym > 0 ， 因 此 M Hj Kodaira 维 数 为 -oo 或 0. 这 是 因为 若 
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te H°(M,K™), Mts 为 M 上 的 全 纯 函 数 ， 因 此 为 常数 ， 但 K 非 平 凡 时 
由 于 5 在 某 点 为 0, Ht- =0, HMA t=0 除非 K EM 上 是 平凡 的 . 

由 M 是 Kahler 的 和 单 连通 的 ， MM 的 极 小 模 (model) 是 一 个 Kahler H 
面 有 KK=0 或 -oo 4 K = 0 时, CH K -3 曲面 或 Euriques HA. 4 
K = -oo 时 ， 它 是 一 个 有 理 曲 面 或 亏 格 为 零 的 直 纹 曲面 ， 邓 ”为 极 小 模 在 有 限 
点 上 的 吹 大 (blow up), H M=M\{S=0},04 S € H°(M,K"). RR, 4 
M=M\{S =0},S € H°(M,K—'),M mE, 那么 M 将 有 一 个 Ricci 平坦 的 完 
备 的 Kahler 度量 .高 维 情形 将 更 为 复杂 . 

物理 学 曾 研究 了 下 述 问 题 : 具 适 当 的 局 部 渐 近 性 质 的 Rici 平坦 度量 是 否 
是 惟一 的 ? 当 度 量 渐 近 平坦 时 就 是 这 样 的 情况 . 人 们 也 想 知 道 当 度量 局 部 渐 近 
于 一 个 锥 (cone) 时 的 情形 ， 或 许 假定 度量 是 Kahler 时 问题 要 容易 一 些 . 

Ricci 平坦 的 度量 的 存在 有 许多 应 用 . 例如 : 利用 Ricci 平坦 度量 ，Siu[S1] 证 
明了 任何 C1(M) = 0 H H!(M,R) = 0 的 曲面 M? 是 Kihler 的 . 从 Todorov[To] 
也 可 见 到 高 维 的 情况 .人 们 也 提出 下 面 的 问题 ， 设 M2" 为 单 连通 的 紧 致 复 流 
形 ，n > 2. 若 有 非 奇异 的 2 形式 we H20(M) ， 那 么 M 是 Kahler 的 吗 ? 
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第 九 章 ”几何 中 未 解决 的 问题 


正如 陈省身 教授 所 建议 ， 若 一 个 研究 领域 中 有 许多 有 趣 的 未 解决 问题 ， 则 
它 是 有 活力 的 ， 所 以 ， 我 搜集 了 我 感 兴趣 的 某 些 问 题 !. 值 此 陈省身 教授 79 岁 
诞辰 之 际 ， 订 以 此 文献 给 陈省身 教授 感谢 我 的 朋友 郑 绍 远 ， S. Bando、 川 又 
HE" BB (Y. Kawamata), P. Li 、 西 川 青 季 (S. Nishikawa) 和 R. Schoen 所 提供 
的 宝贵 意见 ， 我 也 要 向 Laura Schilesinger 深 表 谢意 ， 感 谢 她 耐心 地 打印 了 这 份 
手稿 ， 尽 管 我 多 次 作 了 实质 性 的 修改 . 


9.1 度量 几何 


1. 寻求 一 种 在 紧 致 Riemann 流 形 上 构造 典范 度量 的 一 般 方法 . 所 有 已 知 
的 典范 度量 均 由 变 分 原理 获得 . 以 往 , 几何 学 家 研究 了 由 全 数量 曲率 、Riemann 
曲率 的 L? 模 所 定义 的 泛 函 或 与 杨 -Mills 场 相关 的 那些 泛 函 的 临界 点 ， 若 存在 
一 作用 在 流 形 上 的 紧 致 群 ， 则 可 把 变 分 问题 简化 为 一 个 较 易 解决 的 低 维 问题 . 
上 述 方法 被 相对 论 学 者 用 来 寻找 Einstein 方程 的 精确 解 . 求 典 范 度量 的 一 种 可 
能 而 有 效 的 方法 是 采用 奇异 摄 动 法 .例如 ， 若 两 个 紧 致 流 形容 有 同 号 数量 曲率 
的 Einstein 度量 ， 则 我 们 能 和 否 把 这 两 个 流 形 沿 某 个 子 流 形 连接 起 来 ， 使 得 流 形 
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9.1 度量 几何 - 361 ， 


之 和 容 有 一 近似 Einstein 度量 , 我 们 再 把 它 摄 动 成 一 Einstein 流 形 . Donaldson 
和 Friedman([DFY]) 已 对 自 对 偶 度 量 证 明了 这 点 ， 在 那里 他 们 取 连 通 和 . 最 近 
Taubes ( Ji, J. Diff. Geom., 36(1992), 163-253) 已 对 反 自 对 偶 度量 证 明了 一 
个 一 般 的 存在 性 定理 ， 因 为 一 般 四 维 环 面 的 连通 和 不 容 有 Einstein 度量 ， 故 此 
Einstein 度量 问题 更 为 复杂 . 也 许 我 们 在 做 摄 动 之 前 应 该 适当 地 选择 子 流 形 , 这 
种 作法 对 于 大 于 5 的 维 数 是 否 会 更 容易 ， 因 为 对 这 些 维 数 不 存在 已 知 的 障碍 ? 

我 们 可 把 这 个 问题 推广 到 比 Riemann 度量 更 一 般 的 某 类 度量 上 去 . 例如 ， 
我 们 可 寻找 Finsler 度量 或 这 样 的 Riemann 度量 ， 它 的 联络 可 以 不 是 Riemann 
的 ， 但 是 满足 Lagrangian 有 关 的 其 他 条 件 . 

2 寻求 一 种 好 的 拓扑 条 件 , 使 一 个 流 形容 有 共 形 平坦 或 射影 平坦 度量 . 显 
然 ， 存 在 必要 条 件 . 例如 ， 对 于 共 形 平坦 流 形 而 言 ， 其 Pontryagin 形式 消失 ， 
且 流 形 的 通用 覆盖 可 以 浸入 到 球面 的 一 个 子 区 域 上 ， 他 们 的 基本 群 的 结构 是 什 
AZ? 似 应 研究 结构 群 为 共 形 群 的 从 ， 也 许 在 这 些 从 之 间 存 在 某 种 稳定 性 概念 . 
联想 到 类 似 于 Hermite 杨 -Mils 联络 的 发 展 ， 有 可 能 定义 “稳定 ” 共 形 从 ， 使 
得 具有 消失 的 Pontryagin 类 的 这 种 从 是 平坦 的 . 

3. Schoen 和 作者 ( Conformally flat manifolds, Kleinian groups and scalar 
curvature, Inv. Math., 92(1988), no. 1, 41-71.) 证 明了 具 正 数量 曲率 的 紧 致 共 
形 平 坦 流 形 的 通用 覆盖 是 S 中 的 一 个 区 域 ， 对 于 紧 致 流 形 上 的 射影 平坦 结构 
是 否 有 类 似 的 定理 ?代替 流 形 为 共 形 平坦 的 假设 ， 我 们 可 假设 Weyl 曲率 张 量 
由 数量 曲率 决定 ， 对 于 这 样 的 流 形 ， 若 把 共 形 变换 群 代 之 以 拟 共 形 变换 群 ， 类 
似 的 定理 成 立 吗 ? 

4. Berger([B]) 已 把 Riemann 流 形 的 和 乐 群 作 了 分 类 . 若 度量 不 是 Riemann 
的 而 容许 不 同 的 符号 差 , 则 Berger 的 对 应 定理 仍 应 存在 . 更 重要 的 是 , RIER 
一 个 完备 联络 ， 它 的 和 乐 群 是 给 定 Lie 群 . 特别 是 把 具 平 行 旋 量 的 完备 Lorentz 
流 形 进 行 分 类 . 

5. 高 志 勇 和 作者 (GY) 证 明了 每 个 紧 致 三 维 流 形 都 容许 一 个 具 负 Ricci 
曲率 的 度量 .在 每 个 维 数 大 于 3 的 紧 致 流 形 上 存在 这 样 的 度量 ， 这 似 应 毋庸 置 
疑 ， 关 于 具 负 Rici 曲率 度量 的 空间 的 同 伦 型 能 说 些 什么 呢 ? AR Ricci 曲率 
的 紧 致 流 形 不 容许 有 连续 等 距 群 . 若 一 个 有 限 群 光滑 地 作用 在 紧 致 流 形 上 ， 则 
此 流 形 上 存在 具 人 负 Rici 曲率 的 等 变 度量 . 
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6， 设 M 是 具 正 数量 曲率 的 紧 致 流 形 . M 是 否 容许 一 有 限 覆 盖 M, 使 
得 在 余 维 数 > 3 的 球面 上 通过 相继 的 换 球 术 之 后 ， M 变 成 几 维 为 紧 致 齐 性 流 
形 的 几 维 空间 ? 根据 Stolz((St]) 的 工作 ， 这 很 可 能 是 正确 的 . 证明 一 个 紧 致 的 
K(x, 1) 不 可 能 容 有 具 正 数量 曲率 的 度量 . 若 维 数 不 大 于 4 ， 这 已 被 Schoen- F 
([SY]) 证 得 . 

7. 沙 际 平和 杨 大 纲 (J. P. Sha and D. G. Yang, Examples of manifolds of 
positive Ricci curvature, J. Diff. Geom., 29(1989), 95-103) 的 最 近 工 作 表 明 ， 在 
RAE Ricci 曲率 的 流 形 的 范畴 内 ， 某 种 形式 的 换 球 术 是 可 能 的 . 不 幸 的 是 ,一 
般 地 ， 两 个 具 正 Ricci 曲率 的 流 形 的 连通 和 未 必 容 许 具 正 Ricci 曲率 的 度量 . 简 
单 地 取 两 个 具 非 平凡 基本 群 的 流 形 ， 其 连通 和 会 有 一 个 大 的 基本 群 ， 这 是 不 可 
能 的 . 对 于 单 连通 流 形 会 怎么 样 ? 具有 正 的 第 一 陈 类 的 代数 流 形容 许 具 正 Ricci 
曲率 的 度量 ， 我们 能 否 在 这 些 流 形 上 施行 保持 Ricci 曲率 为 正 的 换 球 术 ? 

8. 对 于 具 正 数量 曲率 的 紧 致 自 旋 流 形 , 调和 的 旋 量 消失 , 这 个 熟知 的 Lich- 
nerowicz 定理 意味 着 某 些 示 性 数 消失 . 对 于 具 正 曲率 的 流 形 的 微分 结构 , 不 存在 
已 知 的 障碍 .这 是 巧合 吗 ? 很 可 能 存在 其 他 的 限制 ， 我 们 能 找到 它们 吗 ? 若 曲 
率 是 1/4 拼 挤 的 ， 则 在 微分 结构 上 存在 知道 的 障碍 ( 见 M. Weiss, Pinching and 
concordance theory, J. Diff. Geom., 38(1993), no. 2, 387-416). 对 于 四 维 流 形 ， 
关于 具 正 Ricci 曲率 的 流 形 的 Donaldson 不 变量 我 们 能 说 些 什么 ”具有 正 曲 率 
算 子 的 紧 致 流 形 微分 同 胚 于 标准 球面 ， 这 大 概 是 无 疑 的 .能 证 明 这 点 吗 ? 能 否 
证 明 一 般 的 紧 致 代数 流 形 不 容许 具 正 Ricci 曲率 的 度量 ? 

9. 已 给 一 个 具 非 负 Ricci 曲率 的 n 维 完备 流 形 , + B(r) 是 以 某 点 P 为 中 
心 的 测 地 球 (半径 为 "一 译注 ). 设 ox 是 Ricci 张 量 的 次 初等 对 称 函数 . 那 
A, 4 趋向 无 限时 ，r-"+* fo on 有 上 界 ,这 是 真 的 吗 ? 这 似 应 看 作 Cohn- 
Vossen 不 等 式 的 推广 . 若 流 形 的 曲率 是 非 负 的 ， 能 对 由 曲率 形式 构造 的 其 他 不 
变量 考虑 类 似 的 问题 吗 ? 

10. Gary Hamrick 和 D. Royster 证 明了 (Flat Riemannian manifolds are 
boundaries, Inv. Math., 66(1982), 405-413), 平坦 流 形 的 Stiefel-Whitney 数 为 
零 . 对 于 几乎 平坦 流 形 ， 类 似 的 论断 成 立 吗 ? 关于 双 曲 流 形 或 其 他 局 部 对 称 空 
间 ， 若 只 考虑 Stiefel-Whitney 数 的 子 集 ， 那 又 怎样 ? 

11， 设 Mi 和 Mo, 是 两 个 具 正 曲率 的 紧 致 流 形 ，f 是 这 两 个 流 形 之 间 的 同 
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伦 等 价 . 那么 ， 是 否 有 f*A(M2) = ÂM) ? 其 中 A 表示 流 形 的 4 类 . 一 个 有 
关 的 问题 是 ， 对 于 与 一 给 定 的 具 正 截面 曲率 流 形 同 伦 的 具 正 曲率 的 紧 致 流 形 ， 
是 否 只 存在 有 限 多 个 微分 同 胚 类 型 ? 

12. 著名 的 拼 挤 问题 是 说 ， 在 一 个 紧 致 单 连通 流 形 上 ， 若 Kmin > Kma 
> 0, 则 该 流 形 同 胚 于 球面 . 若 我 们 用 规范 化 数量 曲率 代替 天 max, 则 能 导出 类 似 
的 拼 挤 定理 吗 ? 设 M 是 具 非 负 曲 率 的 紧 致 流 形 ， 它 的 整 系数 上 同调 环 与 秩 大 
于 1 的 不 可 约 对 称 空间 的 上 同调 环 相 同 . M 是 对 称 的 吗 ? 对 于 非常 曲率 的 秩 
1 对 称 空间 ， 我 们 可 提 同 样 的 问题 ， 如 果 曲 率 是 1/4 拼 挤 的 . 对 于 具 非 正 曲率 
的 流 形 ， 我 们 也 可 提 类 似 的 问题 ， 当 曲率 为 1/4 拼 挤 且 维 数 为 4 时 ， 作 者 (未 
发 表 的 1974 年 手稿 ) 利用 Gauss-Bonnet 和 符号 差 公 式 ， 能 够 肯定 地 解决 此 问 
题 . 

13， 设 M 是 曲率 被 拼 挤 在 两 个 正常 数 之 间 的 紧 致 流 形 , 能 否 用 这 些 常 数 和 
M 的 同 伦 型 来 估计 M 的 内 射 半径 的 下 界 ? 如 所 知 , 对 于 偶 维 数 流 形 或 dim M = 
3, 这 是 真 的 . 

14， 一 个 紧 臻 单纯 复 形 何 时 容许 一 非 正 曲 率 的 度量 ? 即使 当 复 形 的 维 数 为 
2 时 ， 这 也 是 一 个 有 趣 的 问题 ,与 非 正 曲率 流 形 的 基本 群 有 关 的 大 部 分 定理 外 
否 推 广 到 这 些 空间 ? 例如 ， 能 否定 义 这 种 空间 的 秩 数 ? 是 否 有 一 个 有 用 的 局 部 
对 称 空间 的 概念 ? 能 否 利用 拓扑 数据 来 表征 被 Bruhat-Tits 构造 覆盖 的 度量 复 
É? 若 一 个 KK(7,1) 容 有 使 强 等 周 不 等 式 成 立 的 度量 , 即 对 于 任 一 圆 盘 区 城 D,D 
的 面积 不 超过 C 与 边界 9D 之 长 度 的 乘积 ， 其 中 C 是 与 DD 无关 的 常数 ， 则 此 
K(7,1) 是 否 同 伦 于 具 强 负 曲 率 的 单纯 复 形 ? 

值得 注意 的 工作 是 ， Schoen ( 见 [Sc] 第 I 部 分 ) 研究 了 目标 流 形 为 具 非 正 
曲率 的 单纯 复 形 的 调和 映射 的 正则 性 理论 ， 为 了 得 到 正则 性 理论 的 深刻 性 质 ， 
他 对 复 形 需 作 更 强 的 假设 ， 他 的 工作 对 于 理解 Lie 群 中 离散 群 的 强 刚性 问题 是 
实质 性 的 ( 见 Gromov-Schoen 的 工作 :Harmonic maps into singular Spaces and 
p-adic Superrigidity for lattices in groups of rank one, preprint. )， 具 负 曲 率 的 紧 
致 空间 的 基本 群 是 否 在 某 种 意义 下 是 “ 刚 的 ”?” 例如 ， 基 本 群 的 映射 类 群 是 有 限 
的 吗 ? 已 有 Gromov, Thurston, Gerstein-Short 和 其 他 学 者 等 的 工作 ， 他 们 研究 
了 与 这 些 问 题 有 关 的 问题 . 

应 当 记 得 ， 为 使 一 个 群 是 一 完备 (SER) 的 具 非 正 曲 率 流 形 的 基本 群 ， 
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除了 群 的 上 同调 维 数 的 有 限 性 之 外 ， 没 有 已 知 的 拓扑 障碍 . 

15， 设 M3 是 具 非 负数 量 曲率 的 三 维 渐 近 平坦 流 形 . RY ARERR 
入 的 52, 在 5? 的 合 痕 类 中 , 它 在 无 穷 远 处 使 面积 极 小 化 . 能 否 用 5? 的 连续 族 把 
2 与 在 无 穷 远 处 的 球面 连接 起 来 ， 其 中 这 连续 族 满足 一 抛物 方程 ， 使 得 球面 的 
质量 能 被 控制 住 ? 例如 ，Geroch 和 Jang([Ja]) 提出 下 列 流 : 6zx/6y = -N/H , 
其 中 N 是 法 向 量 ， H 是 平均 曲率 .在 R3 中 这 被 J.Urbas 和 C.Gerhard 所 研 
F ([G]) ， 在 某 些 非 平坦 度量 下 这 被 Huisken([Hu]) 所 研究 ， 并 且 通 过 比较 这 些 
情况 下 》 的 全 质量 和 面积 ， 而 用 它 来 证 明 Penrose 不 等 式 ， 有 可 能 把 Penrose 
猜想 推广 成 如 下 和 氢 说 : 对 于 任何 嵌入 曲面 ， 只 要 它 在 无 穷 远 与 球面 合 痕 并 且 包 
围 最 远 的 可 见地 平 线 . 则 Hawking 质量 不 大 于 三 维 流 形 的 ADM 质量 .从 这 点 
来 看 ， 也 许 存在 某 种 途径 把 Willmore Z RA Penrose 不 等 式 联系 起 来 . 

16， 设 M? 是 数量 曲率 为 零 的 三 维 渐 近 平坦 流 形 . 若 在 一 紧 致 集 的 外 面 度 
量 是 旋转 对 称 的 ， 则 此 度量 是 否 是 处 处 旋转 对 称 的 ? 从 度量 的 渐 近 展开 式 能 得 
M? 上 的 多 少 信息 ? 我 们 能 否 有 效 地 找 出 这 种 信息 ? 

17， 设 M? 是 具 非 负数 量 曲率 的 三 维 渐 近 平坦 流 形 , 如 果 当 曲率 张 量 的 OL? 
模 被 规范 化 为 1 时 全 质量 很 小 ， 则 M 是 否 微 分 同 胚 于 R3 ， 从 而 使 度量 也 一 致 
等 价 于 平坦 度量 ? ( 尚 不 清楚 我 们 在 这 里 的 规范 化 是 否 是 自然 的 . ) 我 们 料想 流 
形 不 容许 稳定 的 极 小 球面 ,并 且 也 许 问 题 15 中 提 到 的 流 整 体 地 存在 ， 这 将 使 球 
面 收缩 为 一 点 . 

可 以 推广 上 述 两 问题 ， 使 之 包括 广义 相对 论 中 更 一 般 的 “初始 数据 集 ” 的 
系统 表述 . 
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18. 已 给 R? 中 一 紧 致 曲面 > 和 yO 上 互 不 相同 的 点 {P Pa} 的 一 个 
分 布 ， 我 们 可 用 下 列 方法 定 出 一 个 整数 m. 对 于 R 中 次 数 不 大 于 r 的 多 项 式 
@ 我 们 可 令 


[0= Pen 


其 中 c 是 仅 与 P, 有 关 的 数 . 


9.2 经 典 Euclid 几何 - 365 - 


or BE), 则 可 使 这 公式 对 一 切 次 数 不 大 于 r 的 多 项 式 Q 成 立 ( 诸 ci 应 选 
择 得 只 与 P 和 r 有 关 )， 整 数 m 便 是 以 这 种 方式 所 选择 的 最 大 整数 r. 它 依赖 
于 {P Pa) 的 分 布 . 固定 m 并 令 P 变动 ， 我 们 可 使 m 极 大 化 并 得 一 整数 
Fin). 对 于 f(r), 点 的 对 应 分 布 和 对 应 的 权 c1,… ,cn 进行 研究 是 颇 有 趣味 的 . 
这 种 分 布 唯一 到 什么 程度 ， 并 且 能 否 在 几何 上 表征 它们 ? 例如 ， 它 在 某 种 意义 
下 是 绷 紧 的 吗 ? 即 任何 微小 变形 可 导致 在 同一 时 刻 使 某 种 几何 距离 增加 ? 这 种 
分 布 可 看 作 根 据 积分 来 最 均等 地 分 布点 ， 我 们 如 何 确定 权 ci ? 

代替 点 ， 我 们 也 可 考虑 L 的 平面 截 线 的 集合 ， 用 Q 在 平面 截 线 上 的 积 
来 代替 QP). 我 们 可 用 这 种 方式 来 求 DO 上 平面 截 线 的 “均等 分 布 ”. 

这 里 所 作 的 定义 依赖 于 曲面 到 R 的 嵌入 ， 对 于 抽象 流 形 我 们 可 用 特征 值 
小 于 一 固定 常数 的 特征 函数 的 空间 来 代替 次 数 小 于 7 的 多 项 式 空间 . 

在 一 个 代数 流 形 M 上 我 们 可 以 寻求 代数 闭 链 的 类 似 表述 . 设 N; 是 余 维 数 
k 的 不 可 约 代 数 子 徐 . 于 是 对 和 *(TMI|Ni) 的 每 个 全 纯 截 面 s 和 天 他 的 全 纯 截 
Wit, 我 们 可 取 ss 和 (tf) 的 内 积 ， 并 得 到 Ni 上 的 ( 可 能 退化 的 ) 体积 形式 . 

对 于 不 可 约 代数 子 簇 的 不 相交 集 {Ni,… , Nn} ， 我 们 可 以 研究 方程 


[we -> i nD 


其 中 上 是 Ky 的 全 纯 截 面 ，s; 是 (TMIN) 的 全 纯 截 面 ， 它 们 的 选择 要 与 t 
无 关 . 

当 mm 较 小 时 ,我 们 可 使 上 述 方 程 对 一 切 te H (KY) 都 成 立 . 变化 s: 并 且 
取 m 的 极 大 值 ， 我 们 可 求 得 仅 与 {Ni,… , Nn} 有 关 的 极 值 m. 再 变化 NN; 我 们 
可 求 得 仅 与 n 有 关 的 整数 m = f(n). 研究 极端 构 形 {Ni1,… , Nn} 是 颇 有 兴趣 
的 . 即使 当 Ni 为 点 时 ， 这些 点 的 几何 特征 也 是 不 清楚 的 . 在 上 面 的 表述 中 ， 显 
然 我 们 考虑 规范 线 丛 Ku 是 丰富 的 情形 ， 从 而 使 Ky 有 许多 全 纯 截 面 . 当然， 
我 们 也 可 用 其 他 的 某 种 线 丛 工 代替 天 ， 只 要 流 形 和 工 都 容 有 某 个 度量 . 

19. Minkowski 问题 是 利用 曲率 函数 确定 一 闭 凸 曲面 的 问题 ， 这 个 函数 通 
过 Gauss 映射 定义 在 单位 球面 上 .寻找 一 种 有 效 的 算法 求 此 问题 的 数值 解 ， 也 
许 是 有 趣味 的 . 这 与 反 散 射 问题 相关 ， 寻 找 Minkowski 问题 在 非 凸 曲面 上 的 适 
当 推广 ， 或 许 也 是 很 有 兴趣 的 .大概 需 要 了 解 多 值 支 撑 函 数 和 多 值 曲率 函数 . 
这 些 函 效能 唯一 决定 闭 曲 面 吗 ? 若是 唯一 的 ， 则 在 数据 的 小 扰动 下 结果 是 稳定 
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的 吗 ? 如 何 利 用 Minkowski 数据 来 计算 曲率 线 、 渐 近 线 和 脐 点 ? 

20. 如 何 给 出 非 正则 几何 对 象 的 一 种 有 力 描述 ， 特 别 是 由 变 分 原理 定义 的 
几何 对 象 的 奇异 集 ， 例如， 调和 映射 与 极 小 簇 的 奇异 集 有 怎样 的 正则 性 ?能 否 
把 极 小 曲面 的 Douglas-Rado 映射 方法 ， 推 广 到 边界 不 是 Jordan 曲线 而 是 一 复 
形 的 一 维 骨 架 的 情况 ? 应 该 用 复杂 性 最 小 的 单纯 复 形 来 代 蔡 圆 盘 域 . 

21， 给 定 R? 中 的 一 曲面 ， 例 如 ， 人 的 脸 ， 刻 画 该 曲面 的 “特征 ”的 最 有 效 
几何 方法 是 什么 ? 脐 点 、 平 坦 点 、 曲 率 临 界 点 、 曲 率 线 和 渐 近 线 等 概念 有 多 大 
帮助 ? 对 于 一 张 一 般 曲面 ， 如 何 描述 脐 点 、 平 坦 点 和 曲率 临界 点 的 分 布 状 态 ? 
有 多 少 闭 的 曲率 线 或 渐 近 线 ? 在 | K+ = 4r 的 闭 曲 面 上 能 否 求 出 两 条 以 上 的 闭 
HUR? 

对 于 S 上 每 点 ， 可 从 原点 引 一 射线 . 若 射线 按 几何 光学 反射 ， 则 反射 线 的 
方向 确定 S 上 的 一 点 . 因此 ， 我 们 得 到 一 个 从 S? 到 S 的 映射 ， 这 个 映射 告 
诉 我 们 多 少 关 于 曲面 的 信息 ? 我 们 能 用 有 效 的 数值 方法 得 到 这 信息 吗 ? 若 我 们 
重复 此 映射 ， 则 应 有 有 趣 的 动力 学 ， 如 果 我 们 不 按 几何 光学 ， 人 允许 射线 从 一 点 
出 发 , 而 在 另 一 点 接收 到 . 若 我 们 知道 这 两 点 到 曲面 的 距离 ， 则 得 一 个 从 RR3 到 
R? 的 映射 ， 我 们 想 根据 这 个 映射 恢复 该 曲面 . 

22， 证 明 每 个 光滑 曲面 都 能 局 部 等 距 地 浸入 R3 和 整体 光滑 等 距 地 租 入 
Rt, KR (L) 对 非 负 曲率 的 曲面 的 第 一 个 问题 已 作出 了 重大 贡献 .根据 
E.Poznjak(Isometric immersions of 2- dimensional metrics in euclidean spaces, 
Uspekhi Math. Nauk 28, 47-76) 的 论证 ， 稍 作 修改 ， 我 们 就 能 证 明 : T? 上 任何 
度量 都 能 等 距 地 浸入 到 Rt H. ( 见 作 者 在 Berkeley 的 Lecture Notes, 1977. ) 

23. Æ R 中 一 闭 曲面 容 有 到 任意 阶 的 非 平凡 无 穷 小 等 距 形变 ， 则 该 曲面 
容 有 非 平凡 的 光滑 形变 吗 ? ( 若 一 切 都 是 实 解析 的 , 则 这 是 真 的 , 见 (N.Effimoy, 
Qualitative problems and the theory of deformation of surfaces, Trans. Amer. 
Math. Soc., Vol, 37). 是 否 存 在 类 似 于 Kuranishi 理论 的 关于 等 距 形 变 的 较 好 理 
论 ? 对 任何 n ， 我 们 能 否 找 到 一 个 容 有 n 阶 非 平凡 形变 的 闭 曲 面 (无 边界 )? 

24. 每 个 紧 致 曲面 都 能 等 距 典 入 到 具 非 正 曲 率 的 三 维 流 形 中 吗 ? ( 也 应 考 
虚 具 孤立 奇 点 的 三 维 流 形 , ) 假设 第 二 基本 形式 是 正定 的 . 等 距 嵌 入 的 模 空 间 是 
什么 ? 我 们 想 用 某 种 变 分 原理 来 选取 这 些 三 维 流 形 .或许 它 能 等 距 嵌 入 到 低 维 
Euclid 空间 中 . 
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25. 对 于 紧 致 流 形 M” 上 的 一 般 度量 ， M" 到 RUS SPER AAR 
空间 是 什么 ? 局 部 问题 已 被 E.Berger, R.Bryant 和 P.Griffiths 所 研究 ( 见 
Characteristic and rigidity of isometric embeddings , Duke Math. J., 50(1983), 
803-892 ). 对 Kahler BEI, ARCA HRC HENS SHB RA BE ? 


26， 在 圆 盘 域 上 给 定 一 正 曲 率 的 度量 ， 欲 使 一 空间 曲线 是 该 度量 在 R* 中 
等 距 典 入 的 边界 的 象 ， 其 条 件 是 什么 ? 若 限制 边界 曲线 为 平面 曲线 ， 则 能 否 给 
出 圆 盘 到 R 中 的 等 距 形 变 的 完整 描述 ? 也 应 对 圆 环 或 其 他 平面 区 域 研究 类 似 
的 问题 . 这 些 问题 与 具有 SKH = Ar 的 闭 曲面 的 等 距 黎 入 有 关 ， 其 中 我 们 用 圆 
环 代替 圆 盘 . 

27. 对 于 等 距 浸入 的 大 部 分 唯一 性 定理 ， 要 假定 浸入 有 较 高 的 正则 性 ， 然 
而 , 等 距 形变 的 实践 表明 , 对 等 距 浸入 也 应 允许 较 低 的 正则 性 . ABR, C 是 对 等 
距 浸入 的 合适 假设 吗 ? 例如 , 在 此 正则 性 假设 下 ，B. Halpern 和 C.Weaver 的 结 
果 (Inverting a cylinder through isometric immesions and isometric embedding , 
Trans. Amer. Math. Soc., 230(1974) , 41-70) 仍 成 立 吗 ? 显然， 存在 0 < ao < 
1 ， 使 得 当 a > ao 时 Ch? SERA ERTER, mH a < ao 时 ， 不 是 刚性 的 . 
那么 ao 为 何 ? 

28. Nash 证 明了 每 个 光滑 流 形 都 容 有 一 实 代数 结构 .利用 定义 多 项 式 的 
次 数 来 估计 几何 不 变量 将 是 有 兴趣 的 ， 例如 , Be > OM 6 > 0 ， 在 集合 
d(x,y) > e EE Green 函数 g(x,y) 的 误差 不 超过 所 给 6 的 有 理 函 数 的 最 小 次 
数 是 什么 ?当然 ， 也 可 提 关 于 热 核 、 特 征 函 数 或 示 性 数 的 问题 . 

29， 设 M 是 紧 致 单 连通 的 三 维 Riemann 流 形 .能 否 找 到 无 限 多 个 具 固 定 
亏 格 和 无 界 Morse 指标 的 嵌入 极 小 曲面 ? (E M 的 Ricci 曲率 为 正 ， 则 这 是 不 
可 能 的 . ) Pitts 和 Rubinstein([PR]) 已 断言: 车 这 样 的 例子 能 找到 , 则 著名 的 空 
间 形 式 问 题 能 肯定 地 获 解 ， 即 光滑 作用 在 S34 上 的 每 个 有 限 群 必 共 罗 于 一 线性 
作用 群 .一 个 有 关 的 问题 是 ， 能 否 仅 用 外 围 流 形 的 几何 来 估计 嵌入 极 小 曲面 的 
第 一 本 征 值 的 下 界 ? 4 M BRAE Rici 曲率 时 这 是 可 能 的 ， 且 已 被 Choi-Wang 
证 得 (A first eigenvalue for minimal hypersurfaces, J. Diff. Geom., 18(1983), 
559-567). 


30. Meeks 和 作者 ([IMY]) 证 得 ，3 维 流 形 中 使 其 在 同 伦 类 内 面积 极 小 化 的 
极 小 球面 必 是 圣 入 .车 指标 数 为 1 的 极 小 球面 由 极 小 化 极 大 的 方法 得 到 ， 则 情 


“368 . BAE 几何 中 未 解决 的 问题 


淆 如 何 ? 我 们 可 用 圆 盘 代替 球面 提出 类 似 的 问题 . 肯定 的 回答 将 导致 Poincaré 
猜想 的 肯定 性 解答 . 


类似 地 ， 通 过 研究 S x R 中 与 柱 心 8? 合 痕 的 极 小 嵌入 52, 我 们 应 能 给 出 
Smale 猜想 ( Hatcher 定理 ) 的 一 个 新 证 明 . 在 S xR 上 易 给 出 一 个 度量 ， 使 
得 仅 有 的 非 平凡 的 极 小 8? 是 柱 心 52. 希望 了 解 在 嵌入 S? 的 空间 中 的 极 小 化 
过 程 ， 以 便 证 明 这 样 的 空间 是 可 缩 的 . 寻求 R? 中 嵌入 闭 曲 线 的 经 典 流 ， 以 确定 
一 条 曲线 是 否 是 不 打 结 的 ， 这 也 是 精彩 的 问题 . 


31. 9 中 是 否 存在 非 平 凡 的 连续 的 一 族 余 维 数 为 1 RRA 
面 ? 在 R 中 , 利用 共 轿 曲面 的 概念 , 可 构造 连续 的 一 族 极 小 曲面 . 对 于 n> 3, 
ER 中 是 否 存 在 其 他 的 完备 极 小 超 曲面 的 连续 族 ? 若 53 中 不 存在 非 平凡 的 
嵌入 极 小 曲面 的 连续 族 ， 则 著名 的 Choi-Schoen 定理 (Inv. Math., 81(1985), 
387-394) 将 意味 着 对 每 个 亏 格 ， S HARARE MKS RM BSA Beh th 
m. 极 小 超 曲 面 的 体积 和 谱 的 性 态 是 十 分 有 趣 的 ， 极 小 超 曲 面 的 体积 值 的 集合 
是 闭 的 吗 ? 如 所 知 ， 大 球面 的 体积 是 所 有 紧 致 极 小 超 曲面 中 最 小 的 ， 由 球面 乘 
积 给 出 的 极 小 超 曲面 的 体积 是 否 是 所 有 非 全 测 地 的 极 小 超 曲面 中 有 体积 的 最 小 
值 ? B.Solomon 认为 是 这 样 . 他 (S) 也 计算 了 Sn" 中 许多 等 参 极 小 超 曲面 的 
谱 . 它们 基本 上 是 由 代数 数 给 出 的 .是 否 可 预料 ， 由 紧 致 极 小 超 曲 面 决 定 的 ¢ 
函数 具有 类 似 于 数论 中 所 产生 的 那些 特殊 性 质 ? 它 们 是 否 满足 某 类 泛 函 方 程 ? 
能 否 把 53 中 闭 极 小 曲面 的 谱 与 它 的 共 斩 曲面 的 谱 联系 起 来 ” 在 9" HRA 
极 小 超 曲面 围 成 一 个 区 域 . 能 和 否 把 区 域 的 谱 与 极 小 超 曲面 的 谱 联系 起 来 ? R 
中 完备 极 小 子 流 形 的 谱 的 结构 怎样 ? 有 本 征 值 吗 ? 


32. 寻求 一 种 有 效 的 方法 来 构造 R 或 SS 中 的 完备 极 小 超 曲面 ， 使 之 具 
有 有 限 拓 扑 且 没有 连续 等 距 群 . 标准 的 Weierstrass 表示 和 反射 原理 在 高 维 没有 
有 用 的 类 似 ， R.Hardt 和 L. Simon 利用 在 S 的 极 小 超 曲面 上 的 极 小 锥 的 扰 
动 , 构造 了 许多 例子 . Meeks([Me]) 已 证 明 , 在 非 平凡 的 三 维 完备 平坦 流 形 中 ， 
具有 有 限 拓扑 的 完备 颈 入 极 小 曲面 必 有 有 限 全 曲率 但 仍然 不 知道 ， 螺 旋 面 是 
否 是 R? 中 仅 有 的 全 曲率 非 有 限 的 非 平凡 髓 入 完备 极 小 曲面 具有 限 全 曲率 的 
完备 极 小 曲面 能 被 紧 致 化 ,并 且 它 们 的 理论 与 Riemann 曲面 理论 有 很 大 关系 . 
似 应 给 出 Re 中 具有 限 全 曲率 的 完备 极 小 曲面 的 模 空间 的 一 种 描述 ， 能 否 找 到 
在 高 维 的 类 似 理 论 ? 
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33. Osserman-Xavier-Fujimoto([O], [X], [Fu]) 的 工作 解决 了 R? 中 完备 极 
小 曲面 的 Gauss 映射 之 值 的 问题 ， ( 但 仍然 不 知道 ， 具 有 限 全 曲率 的 完备 极 小 
曲面 的 Gauss 映射 是 否 能 不 取 三 个 点 为 值 . ) 除了 Solomon([S2]) 关于 所 有 第 一 
Betti 数 为 零 的 最 小 化 超 曲面 的 漂亮 工作 外 ,基本 上 还 没有 高 维 的 推广 能 否 找 
到 Solomon 定理 在 减弱 后 两 个 假设 条 件 下 的 适当 推广 ? 对 于 n < 8, RX 中 不 容 
有 圆 群 作用 且 不 是 乘积 的 非 平凡 完备 极 小 超 曲 面 的 Gauss 映射 的 像 是 否 在 9" 
中 稠密 ? 对 于 4 < n < 7，R” 中 是 否 存在 非 平凡 的 完备 稳定 的 余 维 数 为 1 的 
极 小 超 曲 面 ? 

34. 把 球面 的 所 有 等 参 超 曲 面 进行 分 类 . Munzner([M1], [M2]) 证 明了 ， 
这 些 超 曲面 必 是 次 数 为 1, 2, 3, 4 或 6 的 代数 超 曲面 . 次 数 g < 3 的 例子 已 被 
Cartan([C]) 分 类 ， 全 部 是 正 交 表示 的 轨道 ， 9 = 4,6 的 轨道 例子 也 被 项 武义 和 
Lawson([HL]) 所 分 类 , 但 g = 4 的 非 齐 次 例子 后 来 被 Ozeki 和 Takeuchi([OT]) 
及 Ferus-Karcher-Munzner([FKM]) RAIT. R? 是 能 容 有 非 平 凡 的 面积 最 小 化 
超 曲面 的 最 低 维 空间 ， 并 且 已 知 有 两 例 : 在 Sx 93 CR’ x R* 上 的 锥 面 和 在 
254 x V292 c RË x R? 上 的 锥 面 . 其 他 还 有 吗 ? 
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35. 自然 界 中 的 许多 双 曲 方程 组 提供 了 几何 学 家 研究 的 自然 奇异 集 ， 例 
如 ， 广 义 相对 论 中 的 Einstein 方程 构成 适 定 的 Cauchy 问题 的 双 曲 方程 组 ， 如 
果 我 们 从 非 奇异 数据 开始 ， 则 可 能 以 奇异 时 空 终止 .最 具 挑 战 性 的 问题 之 一 是 
刻画 由 这 种 方法 引起 的 奇异 性 . Penrose 的 著名 “宇宙 检查 ”猜想 是 刻画 这 种 
奇异 性 的 一 个 尝试 ， 另 一 具 挑 战 性 的 问题 是 寻求 广义 相对 论 中 二 体 问题 的 显 式 
解 ， 寻求 允许 非 平凡 引力 幅 射 的 Einstein 方程 的 显 式 解 是 重要 的 . 在 广义 相对 
论 中 ， 创 立 了 许多 重要 的 时 空 ， 它 们 近似 地 满足 场 方程 ， 能 否 把 这 些 近似 解 摄 
动 到 精确 解 ? 基本 问题 是 寻求 广义 相对 论 中 二 体 问 题 的 半 显 式 解 . 

36. 伸缩 或 迭代 的 概念 在 现代 动力 系统 理论 中 起 了 非常 重要 的 作用 . 漂亮 
的 图 画 通过 研究 动力 系统 来 创作 ， 具 分 形 维 数 的 几何 对 象 也 经 常 被 创造 ,这些 
集合 的 任 一 个 能 作为 由 一 变 分 问题 产生 的 某 个 自然 定义 的 方程 的 奇异 集 吗 ? 

例如 : 设 吕 是 S"” 上 的 开 区 域 ， 它 允许 一 个 具 正 数量 曲率 的 完备 共 形 平坦 
fF. Schoen 和 丘成桐 (Inv. Math., 92(1988), no. 1, 47-71) 证 明了 ， S”\2 
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的 Hausdorff 维 数 小 于 n/2. 能 够 表征 这 类 区 域 吗 ? 在 数量 曲率 能 作成 常数 的 情 
况 下 ， 闭 集 5S"\ 2 是 自然 的 Yamabe 方程 的 奇异 集 ， 这 方面 的 某 些 结果 可 参见 
Schoen 的 深刻 工作 . 

37. 作用 在 非 紧 流 形 的 P- 形式 上 的 Laplacian 的 谱 一 般 是 非 离散 的 . 在 大 
多 数 情况 下 ， 它 组 成 一 连续 谱 ， 并 且 它 的 离散 谱 部 分 可 能 幅 入 在 连续 谱 中 ， 连 
续 谱 是 较 稳 定 的 ， 当 流 形 的 曲率 有 界 时 ， 若 我 们 取 流 形 的 覆盖 ， 则 连续 谱 的 哪 
部 分 是 稳定 的 ? 当 我 们 一 致 变化 度量 时 ， 连 续 谱 的 整体 结构 稳定 吗 ? 连续 谱 中 
何 时 出 现 带宽 ? 它们 的 稳定 程度 怎样 ? (车流 形 覆盖 一 紧 致 流 形 ， 则 这 些 问 题 
应 有 更 好 的 答案 . 我 们 也 应 研究 系数 在 平坦 从 中 的 形式 . ) 

内 入 于 连续 谱 中 的 那些 本 征 值 是 较 少 稳定 的 .我们 如 何 从 数值 上 计算 它们 ? 
当 流 形 具有 有 界 曲 率 和 有 限 体积 时 ， 我 们 能 否 证 明 它们 有 有 限 的 重 数 ， 并 且 对 
应 的 本 征 值 有 适当 的 增长 控制 ? 

在 Schoen- 丘成桐 的 工作 (Inv. Math., 92(1988), no.1, 47-71) 中 ， 对 于 共 
形 Laplacian ,能 保证 Green 函数 的 L? 模 的 有 限 性 的 最 小 p 具有 重要 的 几何 意 
义 ， 应 当 对 Green 形式 提 类 似 的 问题 ， 尤 其 对 覆盖 紧 致 流 形 的 那些 流 形 和 中 间 
维 数 的 形式 . 

38， 设 {wi} 是 紧 致 流 形 M” 上 Laplacian 的 本 征 形 式 组 成 的 一 个 正则 化 系 
Wl. 对 所 有 = > 0 ， 集 合 {z : will < e} 的 体积 定义 一 函数 File). 是 不 是 存在 
一 系列 {e; > 0} 使 得 0 < jim sup Fi(e;) < œ, 我 们 希望 s HIR wi 的 本 征 值 有 
KX. 当然 ， 我 们 也 可 以 考虑 jim inf F;(e;). 

39. KRM" 是 nn 维 紧 致 流 形 ，M' 是 M?" 的 紧 (Galois) 覆盖 . 能 否 用 Galois 
群 的 阶 数 和 M 的 几何 来 估计 M’ 的 第 p 个 Betti Be bp ? 特别 ， 当 Galois HAY 
阶 趋向 无 限时 ， bp 何 时 趋向 零 ? 若 2p 4n H M 具有 负 曲 率 ， 则 也 许 这 是 真 
的 . 

40， 在 完备 Riemann 流 形 M” 上 已 给 一 不 同调 于 零 的 奇异 闭 链 C ， 是 否 
总 能 找到 一 闭 形 式 w, 它 使 得 在 C 上 的 积分 不 是 零 ? 同时 可 在 无 穷 远 控制 它 的 
ES? 例如 ， 在 什么 条 件 下 我 们 能 选取 w 是 L 调和 形式 ? 当 闭 链 具有 像 代 数 
闭 链 ， Lagrange 子 流 形 等 那样 更 多 的 结构 时 ， 我 们 想 在 形式 上 附加 更 多 的 结 
构 ， 并 且 提 反问 题 . 

41， 二 维 球面 上 Laplace 谱 是 非常 刚性 的 ， 有 一 种 好 的 可 能 ， 即 谱 可 以 完 
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全 确定 度量 ， 最 近 郑 绍 远 证 明了 一 个 漂亮 定理 ， 若 一 度量 的 谱 的 重 数 与 球面 的 
谱 的 重 数 相同 ， 则 该 度量 的 所 有 测 地 线 是 闭 的 . 换言之， 曲面 必 是 Zol 曲面 ， 
Zol 曲面 的 谱 能 有 S 的 谱 的 相同 重 数 吗 ? 对 高 亏 格 曲 面 的 谱 的 重 数 能 说 些 什 
么 吗 ? 例如 ， 若 环 面 上 一 度量 的 谱 的 重 数 与 正方 形 环 面 上 的 谱 的 重 数 相同 ， 则 
我 们 能 对 该 度量 说 些 什么 呢 ? 

42， 在 文献 [U] 中 K. Uhlenbeck 证 明了 ， 对 于 紧 致 流 形 上 的 一 般 度量 ， 
每 个 本 征 值 都 是 单 的 而 无 重 数 ， 能 否 给 出 关于 度量 的 一 个 有 效 条 件 ， 以 保证 该 
度量 是 这 意义 下 的 一 般 度 量 ? 具有 特殊 性 质 的 度量 不 大 可 能 是 一 般 的 .例如 ， 
Einstein 度量 具有 退化 本 征 值 吗 ? (一 种 方法 是 寻求 与 Laplacian 可 交换 的 非 平 
凡 算 子 . 表征 这 些 流 形 . ) 能 否 刻 画 使 一 切 本 征 值 均 为 单 的 区 域 ? 只 有 有 限 多 个 
重 本 征 值 的 区 域 存在 吗 ? 若 存在 作用 于 流 形 上 的 紧 致 群 ， 则 谱 显 然 不 可 能 是 单 
的 ， 但 我 们 可 用 了 解 群 的 表示 是 否 是 不 可 约 的 来 代替 这 问题 .Weyl 估计 告诉 
我 们 本 征 值 的 计数 函数 渐 近 性 态 的 主 项 ， 误 差 部 分 是 否 反映 了 流 形 拓扑 的 某 些 
方面 ? 例如 , 环 面 能 否 容 许 一 个 度量 , 它 的 谱 性 态 像 是 球面 的 谱 去 掉 Weyl 项 那 
PE? A 的 重 数 的 增长 与 流 形 的 拓扑 有 关 吗 ? 仅 从 函数 的 谱 中 我 们 能 获取 哪些 
类 型 的 拓扑 信息 ? 

43. Laplacian 或 Schrödinger 算 子 的 本 征 函 数 几 何 学 的 研究 是 非常 有 趣 
的 . 需要 估计 本 征 函数 的 水 平 集 和 临界 集 的 大 小 . 对 于 前 者 , 有 Donnelly-Fefferman 
([DF]) , - Hardt-Simon 和 Dong([Do]) 的 精彩 工作 .对 于 后 者 ， 实 质 上 什么 都 不 
知道 . 另 一 个 十 分 重要 的 有 关 问 题 是 ， 当 我 们 把 L 模 规范 化 为 1 时 , 佑 计 本 征 
函数 的 极 大 模 . 对 于 哪 类 流 形 能 估计 极 大 模 而 与 本 征 值 的 大 小 无 关 ? 

44， 在 作者 与 Singer, Wong 和 Stephen Yau 的 联合 工作 (An estimate of the 
gap of the first two eigenvalues in the Schrédinger operator, Ann.Scoula Norm. 
Sup. Pisa Cl. Sci., (4) 12(1985), 319-333) 中 ， 对 于 廿 域 找 到 了 (Ai 一 A2)d? 
的 一 个 下 界 估计 ， 其 中 A, A 是 前 两 个 本 征 值 ， d 是 区 域 的 直径 . 对 于 这 样 
的 下 界 估计 ， 最 佳 常数 量 是 什么 ? 是 否 存在 极 值 区 域 ”》 对 于 非 凸 域 或 有 边界 
流 形 ， 能 否 找到 2 - A. 的 好 的 下 界 估计 ? 设 Me 是 n 个 53 的 积 流 形 中 由 
d(xi, ti41) < E (Yi) 和 d(zi,zn) < e 所 确定 的 流 形 . 假定 = 1/n, WR, HAT 
一 人 十 ay d(x, 2:41)? + (x1, ¢n)*] 估计 和 2 — Ar 将 是 感 兴趣 的 ， 


45. 最 近 ， Melas (On the nodal line of the second eigenfunction of the 
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Lalacian in R?, J. Diff. Geom., 35(1992), 255-263) 证 明了 任何 第 二 本 征 函 数 的 
结 点 集 不 可 能 包围 一 有 界 凸 域 得 紧 致 子 区 域 ， 对 于 高 维 Euclid 空间 有 类 似 的 结 
论 吗 ? (最 近 David Jerison 在 这 方面 已 作出 了 一 个 重要 贡献 . ) 对 于 带 边界 的 
紧 致 流 形 ， 这 些 结论 在 什么 程度 上 成 立 ? 更 高 本 征 值 的 结 点 集 的 拓扑 是 什么 ? 
例如 ， 能 和 否 找到 本 征 函 数 的 无 穷 序列 ， 它 们 的 结 点 域 是 胞 腔 的 非 交 并 ? 


46， 如 所 言 ， 1984 年 ， Wente([Wel) 最 终 解决 了 关于 R? 中 常平 均 曲率 环 
面 的 存在 性 这 个 早 就 著名 的 H. Hopf 问题 . 接着 Kapouleas (N. Kapouleas, Com- 
pact constant mean curvature surfaces in Euclidean three space, J. Diff. Geom., 
33(1991), 683-715) 构造 了 高 亏 格 的 常平 均 曲率 曲面 的 例子 .这些 曲面 有 物理 意 
XE? 正如 Barbosa 和 do Carmo 已 注意 到 ， 这 些 曲 面 在 古典 意义 下 是 不 稳定 
的 .这些 曲面 是 否 有 可 能 在 某 个 适当 意义 下 是 稳定 的 ? 常平 均 曲率 曲面 的 模 空 
间 是 什么 ? 在 Reilly 的 关于 嵌入 曲面 的 Hopf 猜想 的 证 明 中 ， 他 实际 上 证 明了 
曲面 的 浸入 不 可 能 是 一 个 三 维 流 形 的 浸入 的 边界 ， 因此， 不 是 浸入 的 每 个 拓扑 
型 都 是 可 允许 的 ， 这些 浸 入 能 在 拓扑 上 进行 分 类 吗 ? 如 果 我 们 把 曲面 的 面积 规 
范 化 为 1 ， 则 它们 的 平均 曲率 的 可 能 值 是 什么 ? 

47， 具 非 正 曲率 的 秩 1 紧 致 流 形 的 通用 覆盖 的 Martin 边界 是 什么 ? 注 
Æ, W. Ballman([Bal)(On the Dirichlet-Problem at infinity for manifolds of non- 
positive curvature, Forum Math., 1(1989), 201-213) 解决 了 这 些 流 形 的 Dirichlet 
问题 ， 对 于 曲率 介 于 两 负 常 数 之 间 的 完备 单 连通 流 形 ， 有 M. Anderson 和 R. 
Schoen 的 深刻 工作 ([AS])(Positive harmonic function on complete manifolds of 
negative curvature, Ann. Math., (2) 121(1985), 429-461). 当 流 形 为 乘积 流 形 时 ， 
有 A. Freire 的 工作 ([F], J. Diff. Geom., 33 (1991), 215-232). 仍然 未 解决 的 一 
个 问题 是 ， 寻 求 完 备 流 形 上 的 一 般 条 件 ， 以 保证 流 形 支撑 非 平 凡 的 有 界 调和 函 
数 . 例如 ， 若 流 形 是 完备 单 连通 的 、 且 曲率 以 一 负 常 数 为 上 界 ， 则 能 否 找到 定 
义 在 流 形 上 的 非 平凡 有 界 调和 函数 ? 若 流 形 是 有 限 连 通 而 不 一 定 是 单 连通 的 ， 
则 会 发 生 什么 情况 ?显然 ， 我 们 应 假定 体积 是 无 限 的 . 

对 于 具 负 曲率 的 完备 Kabler 流 形 , 能 提 类 似 的 问题 . 可 以 研究 这 些 流 形 的 
Silov 边界 . 然而 ， 这 是 不 成 熟 的 ， 因 为 我 们 其 至 还 不 知道 如 何 只 根据 曲率 和 拓 
扑 数 据 的 知识 来 构造 非 平凡 的 有 界 全 纯 函 数 . 


48， 设 M 是 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 流 形 . 具有 多 项 式 增长 (“KA 
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定时 ) 的 调和 函数 空间 是 否 是 有 限 维 的 ? R 具有 多 项 式 增长 调和 函数 的 极 大 
维 数 吗 ? 自从 作者 在 1981 年 国际 数学 家 大 会 的 演讲 中 宣布 此 问题 后 , 李 伟 光 和 
谭 联 辉 ([LT]) 已 对 此 问题 作 了 极 好 的 工作 ， 当 M 为 Kihler BA, RNA 
道 多 项 式 增长 全 纯 函 数 的 代数 是 否 是 有 限 生成 的 ?生成 元 将 导致 M 到 C" 的 
Sw. 它 的 象 和 纤维 看 起 来 像 什么 ， 我 们 也 可 用 具有 界 曲 率 的 线 从 的 全 纯 
截面 代替 全 纯 函 数 . 

49.， 在 度量 空间 中 应 用 Richard Hamilton 流 (low) 方面 ， 已 有 许多 精彩 结 
果 . 也 存在 着 有 待 研究 的 若干 重要 问题 . 当 度量 为 Kihler 时 ， 曹 怀 东 ([Ca]) 证 
明了 长 时 间 的 整体 存在 性 . 方程 的 渐 近 性 态 是 十 分 有 趣 的 . 似 应 与 流 形 的 复 结 
构 的 稳定 性 有 关 . 当 流 形 为 三 维 时 ， 流 的 奇异 性 也 许 与 流 形 拓 扑 的 约束 有 关 . 

50. R.Bartnik(Comm.Math.Physics，94(1984) ，155-175) 证 明了 在 某 些 坐 
标 条 件 下 极 大 叶片 在 无 穷 远 和 在 内 部 的 存在 性 . 假设 只 是 测 地 完备 的 并 且 是 一 
个 渐 近 Euclid 的 Cauchy 曲面 , 这样 的 极 大 叶 状 结构 存在 吗 ?” 可 能 这 与 Eschen- 
berg, Galloway, Baum, Ehrlich, Markvorsen 和 Newman 等 最 近 证 明 的 分 
EAX. (J.H.Eschenberg, The Splitting theorem for Spacetime with strong 
energy condition, J. Diff. Geom., 27(1988), 477491; R. Newman, A proof of the 
Splitting conjectue of S-T. Yau, J. Diff. Geom., 31(1990), 163-184) 在 分 解 猜 测 

( 见 丘 成 桐 编 的 “ Problem Section >”， 问 题 115, Ann. Math. Studies, no. 102, 
Princeton University Press, 1982, 669-706-- 一 译注 ) 的 叙述 中 ， 我 们 能 否 把 存在 
一 直线 的 假设 代 之 以 存在 一 完整 的 稳定 测 地 线 ? 

51， 在 广义 相对 论 中 ,存在 一 组 包含 渐 近 平坦 度量 张 量 与 另 一 对 称 张 量 的 
约束 方程 组 ， 有 四 个 约束 方程 ， 因 而 是 和 欠 定 的 . 我 们 能 以 有 效 的 方法 来 “ 解 ” 
这 组 方程 吗 ? 

最 近 ， R.Bartnik(Quasi-spherical metrics and prescibed scalar curvature, J. 
Diff.Geom., 37(1993), 31-71) 已 找到 一 种 方法 将 一 大 类 R 上 具有 非 负 数量 曲率 
的 渐 近 平坦 度量 参数 化 ， 他 假设 存在 面积 递增 的 圆 球面 的 叶 状 结构 ， 后 面 这 个 
假设 是 为 了 防止 极 小 球面 的 存在 .最 好 是 给 出 没有 假设 条 件 的 完全 分 类 更 一 
般 地 ， 在 R 我 们 有 另 一 对 称 张 量 p;; ， 它 在 无 穷 远 处 二 次 地 衰减 ， 使 得 


` 2 Pij,i 一 Fas) 


i 


HR- + (Do pis)?} > 


. 374 ， 第 九 章 几何 中 未 解决 的 问题 


是 否 也 能 将 渐 近 平坦 度量 连同 这 个 张 量 p; 的 集合 参数 化 ? 参数 化 这 些 初 
始 数据 集 使 得 策划 曲面 (trapped surface) 存在 , 这 也 是 很 重要 的 . 是 否 有 证 明 策 
划 曲 面 存在 性 的 变 分 方法 ? Schoen- 丘成桐 (Comm. Math. Phys., 90(1983) , 
575-579) 利用 物质 稠密 性 找到 了 充分 条 件 ， 寻 找 包 含 引 力 内 容 的 条 件 也 是 重要 
的 . 


9.4 Kahler 几何 学 


52. 试 证 : 维 数 >3 的 每 个 紧 致 多 复 流 形 都 容 有 可 积 的 复 结构 ， 对 于 6 维 
球面 ， 这 个 问题 仍 未 解决 ， 一 种 方法 是 在 列 复 结构 空间 中 作 一 抛物 流 ,， 以 便 把 
殖 复 结构 变形 到 可 积 的 复 结构 ， 能 否 利用 流 形 的 拓扑 不 变量 给 出 流 形 上 复 结 构 
模 空 间 的 分 支 数 的 估计 ? 

53. 给 定 一 复 流 形 ,我 们 能 否 找到 一 种 操作 程序 来 认定 它 是 否 人 允许 Kahler 
结构 ? 所 有 已 知 的 不 变量 都 出 自 Hodge 结构 .存在 挠 不 变量 吗 ? 若 一 流 形容 
有 两 个 具 相 同 陈 类 的 复 结构 且 其 中 一 个 复 结构 容 有 Kihler-Einstein 度量 ， 则 另 
一 个 复 结构 也 是 Kihler 结构 吗 ? (注意 ， 若 流 形 不 是 Kihler-Einstein 的 ， 则 
Hironaka 已 经 构造 了 反例 . ) 

54. 代数 流 形 上 全 纯 从 的 陈 类 可 用 代数 闭 链 来 表示 . 对 于 一 个 容 有 全 纯 结 
构 的 复 向 量 从 了 ， 若 我 们 允许 取 V 与 某 平凡 从 的 直 和 ,这 是 否 是 仅 真 的 障碍 ? 
为 使 紧 致 流 形 M 的 上 同调 类 表示 成 与 M 微分 同 胚 的 某 复 流 形 上 全 纯 向 量 从 的 
陈 类 ， 其 障碍 是 什么 ? 显然 ,它们 是 整数 的 ， 并 且 对 某 个 复 结构 它们 必 是 (k,) 
型 的 . 着 我 们 把 全 纯 向 量 从 限于 由 切 从 生成 的 自然 从 ， 则 以 (k, k) 型 作为 障碍 
当然 是 不 够 的 .进一步 的 准则 是 什么 ? 例如， 一 个 (k, k) 型 整数 类 何 时 是 流 形 
上 某 个 复 结构 的 陈 类 ? 对 于 复 曲 面 这 与 C? 和 Cs 的 分 布 问题 有 关 . 

55. BRAS RIG M 可 形变 到 具 非 正 数量 曲率 的 Kihler-Einstein 流 形 ， 
则 M 是 Kahler 的 吗 ? 一 种 特殊 情况 是 K-3 HHI. Todorov 有 一 个 利用 周期 
映射 的 满 射 性 的 想法 .在 作者 建议 利用 某 种 特殊 Hermite 度量 的 基础 上 ， 肖 荫 
堂 能 够 完成 对 于 K-3 曲面 的 证 明 . 也 许 这 些 想 法 的 推广 能 应 用 于 高 维 情况 . 

56. WHE: ARK Kahler 流 形 能 被 形变 到 代数 流 形 ， 每 个 紧 致 Kihler 流 形 
能 被 嵌入 到 某 个 〈 奇异 的 ) 能 形变 到 CP" 通用 对 象 中 ， 这 可 能 吗 ? 

57. 紧 致 复 流 形 的 代数 维 数 是 亚 纯 函 数 城 的 维 数 ， 当 它 等 于 流 形 的 维 数 n 
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时 ， 称 该 流 形 为 Moishezon 流 形 . Moishezon 证 明了 ， 经 过 沿 子 得 的 膨胀 变换 
(blowing up) 后 ， Moishezon 流 形 就 变 为 代数 流 形 . 能 和 否 控制 这 一 类 子 复 ? 通 
常 是 ， 在 Moishezon 流 形 上 存在 同调 于 零 的 复 闭 链 ， 这 是 一 般 现象 吗 ? 者 代数 
维 数 为 n 一 1 ， 则 Ueno(Springer Lecture Notes, 439) 证 明了 ， 它 双 有 理 同 构 于 
Moishezon 流 形 上 的 一 个 椭圆 滤 子 空间 .当代 数 维 数 更 小 时 ， 对 应 的 结论 是 什 
么 ? 

58. 固定 一 复 流 形 M, M 上 具有 已 给 复 结构 的 拟 射 影 结构 的 模 空 间 是 什 
么 ?表征 那些 模 空 间 维 数 非 零 的 M. 能 确定 那些 仅 与 复 结 构 有 关 的 拟 射 影 结 
构 的 双 有 理 不 变量 吗 ? SRA M 上 正则 的 双 有 理 变换 把 拟 射影 结构 等 同 起 
来 ， 则 是 否 能 利用 这 些 双 有 理 不 变量 来 确定 模 空间 的 分 支 数 ? 使 分 支 数 等 于 1 
的 较 好 条 件 是 什么 ? ( 当 M 的 第 一 陈 类 为 负 时 , 便 是 这 种 情况 . ) 对 Kodair 维 
数 较 低 的 M ， 问 题 更 困难 . 特别 ， 不 知道 C” 的 每 个 射影 紧 致 化 是 否 是 有 理 
的 ? 

存在 着 关于 全 纯 向 量 从 的 对 应 问题 ， 关 于 拟 射 影 流 形 上 的 全 纯 向 量 从 ， 能 
否 找 到 这 样 的 内 蕴 条 件 使 它们 可 扩充 到 流 形 的 某 个 紧 致 化 上 ? 若 拟 射影 流 形 上 
两 代数 向 量 从 彼此 双全 纯 等 价 ， 则 什么 时 候 它们 是 代数 等 价 的 ? 著名 的 Serre 
猜想 便 是 当 流 形 为 C" 时 的 特殊 情况 . 

59. 设 M 为 紧 致 复 流 形 ， 我 们 可 用 那些 由 全 纯 向 量 从 表示 的 元 素 构 作 拓 
扑 向 量 丛 之 K- ROTH. 这 两 个 群 的 相关 位 置 似 应 告诉 我 们 关于 M 上 复 结 
构 之 形变 的 信息 . 当 M 为 代数 流 形 时 , .代数 上 闭 链 是 子 群 在 陈 特征 下 的 像 ， 
Hodge 猜想 是 说 ， 这 对 应 于 整 型 (p,p) 型 闭 形式 . 在 陈 特征 的 映射 下 ， 哪 类 从 表 
示 (p,p) 型 闭 形式 ? 

设 M 是 代数 流 形 . S Koig(M) 是 M 上 所 有 代数 向 量 从 的 集合 对 下 述 等 
PARE ( 即 代 数 向 量 从 按 下 述 等 价 关系 的 等 价 类 和 集合. — 译注 )， 所 谓 
两 个 代数 向 量 从 Vi 和 Vi 是 等 价 的， 如 果 存 在 代数 线 从 Li 和 代数 向 量 从 V, 
使 得 @(Li@ Vi) RESO Vi OVi 在 此 等 价 关系 下 Ka ig(M) 成 为 环 . 它 确定 
M 的 代数 结构 到 何 种 程度 ? 

-60， 已 给 一 代数 流 形 M , 在 具有 正规 相交 的 除 子 D 上 使 其 补 集 为 K(7, 1) 
或 容 有 人 负 曲 率 完备 Kahler 度量 的 条 件 是 什么 ? 能 利用 (M, D) 的 拓扑 和 M 的 
模 空 间 计 算 补 集 上 拟 射影 结构 的 模 空 间 吗 ? 
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61. 最 近 ，Looijenga(E. Looijenga, L?-cohomology of locally symmetric va- 
rieties, Comp. Math., 67(1988), 3-20) 和 Saper Stern(L. Saper and M. Stern, 
L*-cohomology of arithmetic varieties, Ann. Math., 32(1990), 1-69) 在 他 们 各 自 
独立 的 工作 中 解决 了 著名 的 Zucker 猜想 . 对 于 一 大 类 具有 限 体积 的 局 部 对 称 空 
E, L 上 同调 被 证 实 是 同 构 于 有 Baily-Borel 紧 化 的 空间 的 相交 上 同调 .一 个 
具有 限 体积 和 非 正 曲率 的 完备 流 形 ， 何 时 有 有 限 维 的 L? 上 同调 ? 在 这 种 情况 
下 能 否 拢 到 一 个 适当 的 紧 化 使 它 的 相交 上 同调 为 L? 上 同调 ? 

当 流 形 为 Kihler 时 ， 我 们 可 以 有 一 较 好 的 回答 .也 许 具有 限 体积 的 完备 
Kahler-Einstein 流 形 总 有 有 限 维 的 L 上 同调 , 它 同 构 于 一 适当 紧 化 的 相交 上 向 
W. 也 许 紧 化 能 用 多 重典 则 线 从 的 L 全 纯 截面 (对 一 切 p > 0 ) 的 环 来 描述 . 
这 个 环 是 有 限 生成 的 吗 ? | 

62. WM 是 完备 Kahler 流 形 ， 它 容许 一 个 到 同 维 数 Euclid 空间 上 一 致 
Lipschitz MGT. M 双全 纯 于 复 Euclid 空间 吗 ? 这 可 看 作 高 维 Kahler 流 
形 的 一 种 “抛物 ”一 致 化 .我 们 可 用 其 他 模型 空间 来 代替 Euclid 空间 ， 例 如 ， 
若 用 一 紧 致 Kiihler 流 形 上 全 纯 从 的 全 空间 来 代替 Euclid 空间 ， 则 我 们 可 问 : 
这 Kahler 流 形 是 否 是 具 相同 纤维 维 数 的 全 纯 向 量 从 ? 

63， 设 M 是 完备 Kahler 流 形 , 它 的 体积 增长 不 大 于 同 维 Euclid 空间 的 体 
BK. M 上 是 否 存 在 非 平凡 的 有 界 全 纯 函 数 ? 关 于 多 项 式 增长 的 全 纯 函 数 
又 怎样 ? 它们 构成 一 有 限 生成 的 环 吗 ? 

64， 设 M BAS Ricci 曲率 的 紧 致 单 连通 Kabler 流 形 . 是 否 能 把 M 中 所 
有 稳定 极 小 的 52 进行 分 类 ? 它们 关于 M 上 某 个 复 结构 是 全 纯 的 吗 ? 解决 R” 
中 面积 极 小 化 曲面 的 问题 也 许 也 是 有 兴趣 的 . Micallef([MM]) 的 工作 已 解决 了 
这 个 问题 的 大 部 分 . 

65. WH: 一 个 具 正 的 第 一 陈 类 的 紧 臻 Kahler 流 形容 有 Kahler-Einstein 度 
量 的 充 要 条 件 是 流 形 在 几何 不 变量 理论 意义 下 是 稳定 的 ， 切 从 作为 一 个 从 是 稳 
定 的 , 并 且 自 同 构 群 是 可 约 化 的 . 至 今 所 知 的 最 有 意义 的 结果 属于 田 刚 (G.Tian, 
[Tl] 和 [T2]). 虽然 自 田 刚 工作 之 后 有 若干 文章 发 表 ， 但 还 未 有 更 好 结果 .上 距离 
全 部 都 解决 这 个 猜测 还 有 一 段 距离 . 

66. it M 是 具 非 负 第 一 陈 类 的 n 维 紧 致 Kihler HIG. 今 w 是 整 Kihler 
K. 是 否 能 用 w" 来 估计 co2Uw"-? 的 上 界 ? 除非 M 被 环 面 履 盖 , 否则 cp Uw? 
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总 是 正 的 吗 ? 对 于 每 个 维 数 ， 是 否 只 存在 有 限 个 具 非 负 第 一 陈 类 的 流 形 的 形变 
类 ? 若 M 不 是 被 环 面 覆盖 ， 则 M 中 是 否 总 能 找到 有 理 曲线 ? 当然 Mori([Mo]) 
和 Wilson([W 订 ) 的 理论 对 此 为 我 们 提供 了 许多 结果 . 

67. 设 M 是 具 正 全 纯 截 曲率 的 紧 致 Kihler HP. M 是 否 是 单 有 理 的 
(unirational)?M 是 否 具 有 负 的 Kodaira 维 数 ? M 是 否 为 代数 流 形 这 一 点 也 不 
大 清楚 . 

如 所 知 ， 这 类 流 形 必 是 单 连通 的 ， 因 为 闭 测 地 线 的 第 二 变 分 公式 表明 ， 一 
条 闭 曲线 总 能 最 短 化 . 当 M 为 曲面 时 ， Hitchin([H]) 证 明了 这 类 流 形 恰 好 是 有 
理 曲面 类 . 车 具 正 全 纯 截 曲率 的 紧 致 流 形 沿 着 一 个 子 簇 膨胀 后 得 一 代数 流 形 ， 
则 此 代数 流 形 是 否 仍 具有 正 全 纯 截 曲率 的 度量 ? 

寻找 一 个 好 的 充分 条 件 , 使 代数 流 形容 有 一 负 全 纯 截 曲率 的 Kabler BEE, 
这 也 是 颇 感 兴趣 的 . 

68. 寻找 一 般 的 几何 准则 , 使 一 个 代数 流 形 是 单 有 理 的 . 例如 , GER AY Fano 
流 形 是 单 有 理 的 ? 我们 能 否 找 到 一 个 微分 几何 准则 来 区 分 单 有 理 和 有 理 的 概 
念 ? 

69， 设 M 是 一 般 型 紧 致 代数 流 形 M 的 通用 覆盖 .假定 M 具有 有 限 拓扑 
并 且 不 包含 有 理 曲 线 ， MM 是否 双 亚 纯 于 某 个 代数 流 形 N 的 一 个 子 域 , 使 得 M 
的 覆盖 变换 群 可 表示 为 N 的 双 有 理 变换 群 的 子 群 ? AM 包含 有 理 曲 线 ， 则 我 
们 应 考察 包含 一 切 有 理 曲线 的 子 艇 的 补 集 的 通用 履 盖 . 若 M 是 C" 中 的 有 界 
REHE bi(M) =0， 则 M HRSA ARS? 具有 m = 0 (对 于 i>1 ) WA 
臻 Kabler 流 形 是 趋向 于 刚性 的 .能 否 描 述 这 个 刚性 ?能 否 把 这 些 流 形 的 ma 分 
类 ? HT Æ Kahler WE M 的 等 距 群 的 离散 子 群 ， 使 得 M\T ERK, WT 
是 否 同 构 于 某 个 紧 致 Kihler 流 形 的 基本 群 ? 若 丁 保持 Hodge 度量 不 变 且 它 容 
有 一 个 具有 限 指 标的 无 挠 子 群 ， 则 这 就 是 上 述 的 情况 . 

70， 设 M 是 一 代数 流 形 ， 它 的 切 从 是 半 正 定 的 . 若 M 的 Kodaira 维 数 为 
f, M M 是 齐 性 流 形 吗 ? 若 M 的 Kodaira 维 数 为 零 , 则 M 被 环 面 所 覆盖 吗 ? 
当 dimM = 3 时 , MAH (2) 能 够 给 出 一 个 肯定 的 回答 . Campana 告诉 作者 ， 
他 和 Peternall 可 证 明 同 样 的 论述 . (F.Campana and Th. Peternall, Projective 
manifolds whose tangent bundle are numerically effective, Ann. Math., 289(1991), 
169-187.) 
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71. 设 M ÆRE Rici 曲率 的 完备 Kahler 流 形 . iE: M 是 某 个 紧 致 
Kahler 流 形 的 Zariski 开 子 集 . 

72. Kabler 流 形 能 看 作 辛 流 形 . 辛 结构 与 复 结构 之 间 的 相互 作用 应 是 非常 
有 趣 的 . 例如 ，Schoen 和 Wolfson 证 明了 ，2 维 紧 臻 Kihler 流 形 中 的 闭 Lagrange 
曲面 的 面积 可 在 它 的 同 伦 类 中 极 小 化 ， 从 而 得 到 极 小 Lagrange 曲面 . 当 Kahler 
曲面 是 具有 Ricci 平坦 度量 的 K-3 曲面 时 ， 这样 的 曲面 关于 天 -3 曲面 上 的 某 个 
复 结构 必 是 全 纯 的 . 对 于 具 Kähler-Einstein 度量 的 一 般 Kahler 曲面 , 这 是 真 的 
吗 ? 特别 , 每 个 单 连通 的 Kahler 曲面 是 否 容 有 一 复 结 构 使 它 支撑 一 有 理 曲 线 ? 

当 两 个 Kabler 流 形 辛 微分 同 胚 时 ,关于 它们 的 复 结构 我 们 能 说 些 什 么 ? 构 
作 一 个 4 维 辛 流 形 使 它 不 允许 Kabler 结构 是 颇 为 费劲 的 . 使 一 单 连通 的 辛 流 形 
是 Kabler 流 形 ， 除 不 等 式 3c > c? 外 ， 其 他 的 拓扑 障碍 是 什么 ? 

73. 能 否 用 代数 几何 方法 表征 那些 第 一 陈 类 可 用 非 正 的 半 定 形式 来 表示 
的 代数 流 形 ? 这 与 下 述 丰 满 猜测 (abundance conjecture) 有 关 : 对 于 一 个 “ 极 
小 ”代数 流 形 ， 上 典 则 线 从 的 高 次 备 由 整体 截面 生成 ( 见 Kawamata, Inv. Math., 
79(1985) ，567-588), Kawamata 也 证 明了 , 车 典 则 线 从 是 数值 有 效 的 且 是 大 的 ， 
则 它 的 高 次 倍数 没有 基点 ， 这 当然 是 与 上 述 问 题 有 关 的 .能 否 证 明 ， 对 于 某 个 
仅 与 维 数 有 关 的 整数 N ， 典 则 线 从 的 N 重 将 给 出 一 个 到 射影 空间 的 双 有 理 映 
射 ， 如 果 典 则 线 从 是 数值 有 效 的 且 是 大 的 . 

74， 设 M 是 Kodaira 维 数 为 零 的 Moishezon AÉ. M 是 否 双 有 理 等 价 
于 某 个 典 则 线 从 平凡 的 代数 流 形 ( 具有 适度 奇 性 )? 最 近 Kawamata 对 三 重 形 
(three fold) 证 明了 这 个 论断 ,已 给 一 具 平 凡 典 则 线 从 的 三 重 形 ， 我 们 能 否 把 相 
互 双 有 理 等 价 且 微 分 同 胚 的 所 有 其 他 的 具 平 凡 典 则 线 从 的 三 重 形 加 以 分 类 ? 

75. 能 否 用 代数 几何 表征 那些 第 一 陈 类 可 用 正 的 半 定 形式 来 表示 的 代数 流 
FE? 着 典 则 线 从 是 无 挠 的 ， 则 反 典 则 线 从 有 非 平凡 截面 吗 ? 

76， 设 M 是 第 一 陈 类 为 零 的 紧 致 三 维 Kahler MÉ. KORN M 
的 镜 流 形 的 概念 ， 它 被 假定 为 第 一 陈 类 为 零 的 另 一 个 紧 致 三 维 Kahler 流 形 . 
然而 ， Euler 数 应 是 互 为 反 号 的 . 若 一 个 流 形 的 第 二 Betti 系数 等 于 1 ， 则 存 
在 着 另 一 流 形 的 复 结构 的 模 空间 来 计算 这 流 形 中 国定 次 数 的 有 理 曲线 个 数 的 方 
法 . 能 否 以 数学 方式 来 叙述 这 些 概 念 并 证 明 某 些 公式 ? 显然 M 的 环 路 空间 或 
S 到 M 的 映射 空间 与 镜 流 形 中 相应 的 几何 有 关 ， M 的 模 空间 显然 是 镜 流 形 
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的 Kabler 锥 所 定义 的 管状 城 与 一 离散 群 的 商 空间 无 论 怎 样 ， 还 不 知道 模 空 间 
是 否 是 拟 射影 的 . 

77. tk M 是 第 一 陈 类 和 第 一 Betti 数 均 为 零 的 紧 致 三 维 代数 流 形 , 能 否 找 
到 这 样 的 稳定 从 ， 它 是 切 从 的 形变 加 上 平凡 线 从 ， 使 得 稳定 向 量 从 在 任何 有 理 
曲线 上 的 限制 是 非 平凡 的 ? 对 于 流 形 M 上 使 得 ci(Y) = c1(M) = 0 M c2(V) = 
co(M) 的 秩 为 3 的 稳定 向 量 从 V，|cs(V)| 的 最 小 可 能 值 是 什么 ? 能 使 |ca(V)| < 
Icsa(M)| 吗 ? 一 般 地 ， 我 们 想 要 构造 这 样 的 稳定 从 V, 使 得 c1(V) = 0, c2(V) = 
co(M) 和 |ca(V)| = 6, 并 且 V 在 任何 有 理 曲 线 上 的 限制 是 非 平 凡 的 . 设 人 是 
使 cl = 0，c = cz(M) 且 它 在 任何 有 理 曲 线 上 的 限制 为 非 平 几 的 稳定 从 的 模 空 
间 ， 这 些 从 在 弦 论 中 ([Wil) 是 特殊 的 ， 关 于 这 个 空间 ， 还 能 说 些 什么 ? 

78， 在 弦 论 中 ， 寻 找 那些 使 cl = 0 ， Euler 数 等 于 +6 且 其 基本 群 为 非 平 
凡 的 三 重 形 (three fold) 是 很 有 用 的 . 我 利用 在 射影 空间 乘积 中 超 曲面 的 完整 交 
ER Z: 自由 作用 ， 构 造 了 一 个 例子 以 后 田 刚 (ITY]) 和 我 再 推广 到 其 他 情形 . 
所 有 这 些 ， 或 相互 微分 同 胚 ， 或 用 小 分 解 来 构造 ， 或 取 这 些 流 形 的 轨道 空间 来 
构造 ， 因 此 ， 这 种 作法 可 用 来 构造 成 千 上 万 的 例子 (CGT). 然而 ， 没 有 产生 使 
Euler 数 等 于 +6 且 基 本 群 为 非 平凡 的 本 质 性 新 例子 . 看 看 是 否 有 更 多 的 某 种 例 
子 ， 这 也 许 是 有 趣 的 . 

79. 为 了 从 分 析 上 理解 镜 对 称 性 ， 寻 找 如 下 形式 的 Hermite 度量 是 有 兴 
趣 的 . 局 部 上 应 存在 (1,0) 形式 wa 使 得 gup = wap +wp,a， 并且 要 求 Dj (Th - 
PL) = 0. 在 紧 致 复 流 形 上 容 有 这 样 的 Hermite 度量 的 条 件 是 什么 ? 且 如 何 将 它 
们 参数 化 ? , 

80. Donaldson 不 变量 是 在 研究 紧 致 四 维 流 形 上 自 对 偶 联络 的 模 空间 时 被 
构造 的 ， 对 于 代数 曲面 ， 能 否 用 某 些 易 算 的 代数 几何 不 变量 来 表达 Donaldson 
不 变量 ? 例如 ， 能 否 用 多 重典 则 环 来 计算 它们 ?对 于 维 数 大 于 2 的 复 流 形 ， 可 
以 用 Hermite 杨 -Mills 联络 代替 自 对 偶 联 络 . 于 是 可 以 定义 类 似 的 不 变量 X 
于 它们 ， 我 们 能 说 些 什么 ? 

81， 设 Mi 和 M: 是 两 个 具有 有 界 曲 率 和 有 限 体积 的 完备 Kabler 流 形 . 假 
E Mi 和 M 是 相互 (正常 ) 同 伦 的 . 能 否 找到 M 和 M 之 间 的 具有 有 界 能 量 
的 同 伦 等 价 ? 这 在 研究 刚性 问题 (JY) 中 是 重要 的 ， 若 问题 的 回答 是 否定 的 ， 
则 对 那些 不 支撑 这 种 同 伦 等 价 的 流 形 的 拓扑 进行 分 类 将 是 有 意思 的 ， 对 于 具有 
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有 限 体积 的 局 部 对 称 空间 ， 同 样 的 问题 也 属 未 知 . 

82， 设 M 是 完备 Kahler 流 形 ， 它 是 某 个 紧 致 流 形 的 Zariski 开 子 集 . 假定 
我 们 要 研究 能 被 紧 致 化 的 M 的 形变 .能 否 推广 Kuranishi 理论 ， 用 HT) 中 
的 L 模 来 表示 这 些 形变 ， 显 然 ， 关 于 Kahler 度量 需要 某 些 条 件 ， 这 些 条 件 是 
什么 ? Y. Kgwamata([K]) 已 发 展 了 一 种 对 数 形变 理论 ， 它 涉及 理论 的 代数 方 
面 ， 然而， 在 分 析 方 面 似乎 有 更 多 的 工作 要 做 .一 个 有 趣 的 例子 可 描述 如 下 . 
设 M 是 Ricci 曲率 为 零 的 完备 Kahler 曲面 . 4 w 是 Kahle 形式 OQ 是 一 全 纯 2 
形式 使 得 2 入 8 = ww.0, NA o 的 线性 组 合 将 在 M 上 定义 一 个 新 复 结构 . 
我 们 如 何 描述 这 个 复 结构 ? 

83. 对 于 CP" 中 的 区 域 ， 寻 找 一 个 判别 准则 , 使 它 能 支撑 一 个 满足 下 述 条 
件 的 完备 Kabler BEE: (1) 正 的 全 数量 曲率 ; (2) 正 数量 曲率 ， (3) JE Ricci 曲 
率 ; (4) 正 全 纯 曲 率 ， (5) 正 的 双 截 曲率 ; (6) 严格 负 的 Ricci 曲率 ; (7) 严格 
负 的 全 纯 截 曲率 ; (8) 严格 负 的 双 截 曲率 ， 对 于 前 五 种 情况 ， 我 们 想 研究 区 域 
的 补 集 ， 它 有 小 的 Hausdorff 维 数 吗 ? 它 是 复 子 艇 之 并 吗 ? 


84. 有 一 个 漂亮 的 Belyi 定理 ([Be]) ， 一 条 代数 曲线 被 定义 在 Q 的 代数 闭 
包 上 ， 当 且 仅 当 它 能 在 P! 上 分 枝 ， 最 多 具有 P! 中 的 三 个 分 枝 点 (Belyi, G. V., 
On Galois extensions of a maximal cyclotomic field. Mathematics of the USSR, 
14(1979), 1-3, 247- 257)， 能 否 给 出 这 个 定理 在 高 维 代数 流 形 的 推广 ?例如 ， 
Hermite 对 称 域 的 商 可 以 用 代数 几何 表征 ( 见 [YI] ). 能 否 用 代数 几何 的 数据 来 
区 分 哪些 是 定义 在 @ 上 的 ? 给 出 作者 下 述 定 理 的 纯 代 数 几 何 证 明 是 重要 的 ; BR 
体 的 商 由 陈 数 所 表征 .( 作者 也 证 明 ， 其 他 的 Hermite 对 称 域 的 商 也 有 代数 几 
何 的 特征 . ) 这 样 的 证 明 有 希望 能 挑选 出 哪些 是 算术 群 的 商 . 

85， 给 出 全 纯 向 量 从 V 容 有 平坦 联络 ， 即 由 ri(M) 到 GL(n,C) 的 表示 
所 产生 从 的 代数 几何 准则 ， 自 然 ， 对 一 切 i, ci = 0 是 必要 条 件 . BE mM) 
到 U(n,C) 的 表示 所 产生 ， 则 根据 Donaldson([D]) ; 和 Uhlenbeck-Yau([UY]) 的 
定理 ， cl = c = 0, 且 从 的 稳定 性 是 充分 必要 的 . 在 V 上 设置 Higgs 结构 ， 
Simpson((Si]) 已 得 到 了 类 似 的 准则 ， 也 应 提 及 Corlette 的 工作 ([Co])， 知 道 了 
从 是 由 基本 群 的 表示 所 产生 的 之 后 ， 我 们 能 否 用 代数 几何 数据 来 发 现 表示 的 特 
征 ? 射影 平坦 结构 结果 变 成 是 非常 自然 的 .它们 出 现在 弦 论 中 产生 的 有 关 问 题 
中 .如何 能 用 代数 几何 表征 它们 ? 若 流 形 是 拟 射影 的 ， 则 会 发 生 什么 ? 
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86. 已 给 两 个 非 紧 型 的 局 部 不 可 约 的 Hermite 对 称 空间 Mi 和 Mo. Æx 
每 个 纤维 维 数 ， Mi 和 M 上 的 平坦 向 量 从 的 模 空间 是 互相 同 构 的 ， 则 Mi 同 
构 于 M2 吗 ? 

87. AM Hermite 流 形 的 和 乐 群 能 约 化 为 U(n) 的 真子 群 ， 则 我 们 关于 
流 形 能 说 些 非 平凡 的 东西 吗 ? 问题 是 联络 未 必 是 Riemann 的 . 例如 ， 知 和 乐 群 
是 离散 的 ， 则 流 形 被 一 复 Lie 群 全 纯 地 覆盖 .从 切 从 构造 出 来 的 全 纯 从 ， 例 如 
切 从 与 平凡 从 的 直 和 等 ， 对 于 这 种 从 上 的 Hermite 联络 研究 同样 的 问题 也 是 很 
感 兴趣 的 ， 也 应 允许 和 乐 群 是 非 紧 致 的 . 

88， 设 Mi 是 圆 盘 上 的 紧 致 代数 流 形 的 全 纯 族 ， 使 得 当 t 关 0 M RA 
Kähler-Einstein 度量 . 当 t — 0 时 Kihler-Binstein 度量 怎样 变化 ? Green 函数 
和 谱 怎 样 变动 ? Ji(Jj) 和 Wolpert([Wo]) 对 Riemann 曲面 研究 了 这 个 问题 . 
Jorgenson([Jo]) 和 Wentworth([W]) 也 研究 了 当 度 量 是 从 Jacobian 诱导 出 来 时 
的 有 关 问 题 . 

89. 对 于 作为 广义 相对 论 中 精确 解 出 现 的 不 少 流 形 ( 具有 奇 性 ) 可 以 “Wick 
旋转 ”([P]) 其 度量 来 得 到 非 奇 异 的 Ricci 曲率 为 零 的 完备 Riemann 流 形 . 这 是 否 
是 一 种 偶然 性 ， 或 是 否 在 这 种 构造 背后 有 一 个 有 用 的 原理 ? 能 否 从 完备 Kahler 
流 形 回 归 到 物理 上 感 兴趣 的 时 空 ? 

90， 设 M" 是 一 般 型 的 紧 致 代 数 流 形 ， 它 能 微分 同 胚 于 一 个 非 一 般 型 的 代 
数 流 形 吗 ? 在 一 般 型 的 紧 致 代数 曲面 上 ， 代 数 结构 的 模 空间 是 连通 的 吗 ? 哪 种 
类 型 的 基本 群 可 作为 一 般 型 代数 曲面 的 基本 群 出现 ? Toledo 的 最 近 工作 ([To]) 
给 出 一 个 基本 群 不 是 代数 的 紧 致 代数 曲面 的 例子 . 能 否 表征 那 种 拟 射影 流 形 : 
它 是 一 般 型 代数 曲面 的 模 空 间 ? 

91. KM 是 代数 流 形 ，G 是 光滑 作用 在 M WARE. G 是 否 必 保 持 
M 上 某 个 复 结构 不 变 ? “特异 ”作用 应 是 罕见 的 ， 如 何 描述 它们 ? 

92， 设 X BAR RB. X 的 哪 一 部 分 拓扑 是 双 有 理 不 变 的 ? 假设 
D 是 任 一 有 效 除 子 ， 它 是 相 异 不 可 约 的 子 艇 的 直 和 .由 包含 关系 可 知 ， 在 诸 D 
的 集合 上 存在 一 个 偏 序 . 取 X\D 上 各 种 解析 对 象 的 极限 ， 便 可 定义 和 的 双 
有 理 不 变量 . 例如， 可 取 X\ D R H(X \ D) 的 极限 . 如何 计算 它们 ? 对 于 群 
mi(XAN\D) 研究 它 的 表示 论 可 能 是 有 趣 的 . 若 X \ D 被 具有 和 覆盖 变换 群 TD 的 
非 紧 流 形 Xp 所 覆盖 ， 则 我 们 可 研究 Xp 的 作为 Tp 模 L 上 同调 Hodge 群 . 
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我 们 能 否 取 这 些 模 的 极限 来 给 出 X 的 双 有 理 不 变量 ? 

93. 试 把 那些 包含 同 构 于 2 \T 的 Zariski 开 集 的 紧 致 复 流 形 进行 分 类 ， 
这 里 N 是 一 紧 致 Hermite 对 称 空间 中 的 开 区 域 ， 丁 是 这 空间 的 双 正 则 变换 子 
群 . 一 切 VIlo 类 的 曲面 大 概 都 以 这 种 方式 出 现 . 

我 们 期 望 见 到 一 大 类 维 数 > 3 的 非 Kahler 的 紧 致 复 流 形 ， 对 这 些 流 形 ， 
Hodge 理论 一 般 是 无 效 的 ， 我 们 能 引入 哪 种 类 型 的 解析 不 变量 来 研究 它们 的 复 
结构 ? 在 M” 上 满足 条 件 65(w"-?) = 0 的 Hermite 度量 w 似乎 对 许多 有 用 的 
解析 论证 特别 有 趣 . . 郑 方 扬 向 我 指出 了 ， 在 这 些 流 形 上 全 纯 1 形式 必 是 闭 的 . 
对 于 这 些 度量 存在 性 能 否 找 到 有 用 的 判别 准则 ?对 于 非 Kahler 流 形 , 能 否 找 到 
其 和 乐 群落 在 GL(n, C) 中 的 典 则 Hermite 度量 或 典 则 联络 的 一 个 好 的 概念 ? 

94. FAR ([T3]) 和 Todorov 已 经 证 明 ， 第 一 陈 类 为 零 的 紧 致 Kihler 流 形 
的 形变 是 无 障碍 的 .对 全 纯 向 量 从 存在 这 种 类 型 的 定理 吗 ? 对 于 附加 条 件 的 一 
般 型 曲面 ， 能 否 找到 类 似 的 定理 ? 例如 ， 若 切 从 是 负 的 ， 则 模 空间 将 是 无 障碍 
的 吗 ? 多 年 前 ， 当 作者 提出 负 曲 率 的 紧 致 Kihler 流 形 上 复 结构 的 刚性 时 ， 作 者 
也 提议 研究 这 些 流 形 上 全 纯 切 从 的 刚性 .利用 从 曲率 找 出 使 从 为 刚性 的 充分 条 
件 ， 这 可 能 吗 ? 

95， 设 M 是 具有 丰富 典 则 线 从 的 紧 致 代数 流 形 .作者 (Y) EAT: M 
能 写成 非 平凡 乘积 流 形 之 商 , 当 且 仅 当 TM 全 纯 地 分 裂 . 车 M 是 一 般 型 的 且 极 
小 的 ， 则 这 样 的 定理 看 上 去 亦 真 . 也 许 利用 函数 代数 也 有 这 样 的 定理 的 表述 . 

言 之 ， 能 否 找 到 使 一 个 函数 代数 成 为 子 域 的 非 平 凡 张 量 积 或 “ 找 曲 ” 张 量 积 
的 某 种 “线性 ”表征 ?进而 能 否 找 到 这 样 的 一 个 准则 ， 它 是 利用 代数 流 形 的 切 
从 来 判别 该 代数 流 形 是 否 是 另 一 流 形 上 的 非 奇 异 纤维 空间 ? 显然 ， 切 从 必 是 另 
一 从 的 全 纯 子 从 的 扩张 . 

奉 一 个 具有 负 的 第 一 陈 类 的 代数 流 形 微 分 同 胚 于 一 个 乘积 流 形 ， 则 该 代数 
流 形 能 写成 全 纯 纤 维 空间 吗 ? 

96. 证 明 : 任何 同 伦 于 紧 致 Hermite 对 称 流 形 的 代数 流 形 必 双全 纯 于 这 些 
流 形 的 纤维 积 . 若 我 们 只 假定 流 形 是 Moishezon ， 则 会 怎么 样 ? 若 流 形 是 三 维 
的 ， 则 后 一 问题 的 回答 是 肯定 的 . ( 见 Kollar, Survey in differential geometry, 
1991, 175 ) 


97. (在 Kobayashi 和 Brody 的 意义 下 是 双 曲 的 ) 复 几 何 中 许多 概念 在 
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Riemann 几何 中 都 有 它们 的 对 应 . 设 M 是 一 流 形 (或 单纯 复 形 ). 若 M 上 存在 
一 度量 ， 使 得 不 存在 R 到 M 的 距离 递减 的 共 形 调和 映射 ， 则 M 被 定义 为 拓 
扑 双 曲 的 ， 由 Sacks-Uhlenbeck 的 定理 ， 易 见 M 是 K(r,1). 根据 V. Bangert 和 
V. Schroder 的 最 近 工 作 (Existence of flat tori in analytic manifolds of curvature, 
Ann. Scient. EC. Norm. Sup., 24(1991), 605-634) ， 我 们 也 料想 : 者 具 非 正 曲 率 
的 紧 致 流 形 在 它 的 基本 群 中 不 容 有 非 平凡 的 Abel 子 群 ， 则 该 流 形 是 拓扑 双 曲 
的 .已 给 一 个 紧 致 的 天 (r,1) ， 在 它 的 基本 群 中 不 容 有 非 平凡 的 Abel 子 群 ， 那 
么 该 流 形 是 拓扑 双 曲 的 吗 ? 若 天 (r,1) 不 是 有 限 维 的 ， 则 推广 这 概念 的 好 方式 
Etta? (注意 ， 若 流 形 边界 非 空 ， 则 我 们 应 要 求 边 界 是 凸 的 . ) 

类 似 的 “测度 双 曲 ”是 说 流 形 的 Gromov 体积 非 零 . 复 流 形 中 一 个 类 似 的 
未 解决 问题 是 下 列 问题 Gromov 体积 非 零 的 紧 致 ” 维 流 形 是 拟 双 曲 的 吗 ? 拟 
双 曲 性 是 上 述 双 曲 性 定义 的 如 下 修正 :人 允许 从 R? 出 发 的 映射 的 像 是 一 确定 的 
TE FR FS. 

数量 曲率 非 负 的 紧 致 流 形 能 否 是 拓扑 拟 双 曲 的 或 拓扑 测度 双 曲 的 ?如 果 我 
NARE >3 的 嵌入 球面 上 的 割 补 术 修正 流 形 ， 则 这 些 概念 如 何 变化 ? 

98， 设 M" 是 复 流 形 . 取 个 数 最 少 的 从 C" 到 M 的 全 纯 映 射 使 得 M” 能 
被 这 些 映 射 所 覆盖 ,我 们 可 用 这 个 最 小 数 来 定义 M 的 一 个 全 纯 不 变量 . 大 不 能 
用 这 些 映 射 覆 盖 M" ， 则 定义 此 数 为 无 穷 大 ， 在 满 全 纯 映 射 下 这 个 数 递 减 . 对 
于 有 理 流 形 ， 能 否 计算 此 数 ? ELBE PRATER IRA RA, M 
会 怎么 样 ? 若 我 们 观察 C* (k <n) 到 M" 的 映射 ， 则 我 们 可 以 寻找 这 种 不 可 约 
全 纯 映 射 族 的 个 数 . 

99. 对 于 一 维 Kahler 流 形 ， Green 函数 是 一 个 有 力 工具 , 并 旦 由 于 Lapla- 
cian 共 形 不 变性 ， 对 于 它 是 相当 了 解 的 . 在 高 维 Kahler 流 形 ， 我 们 寻找 函数 y 
(219 w + 00p > 0 并 且 (Wt 000)" 由 delta 函数 的 某 个 倍数 所 给 出 ， 能 否 利用 
这 个 非 线 性 Green 函数 来 作出 有 界 全 纯 函 数 ? 也 可 通过 观察 Laplacian 在 (n, 0) 
形式 上 的 作用 来 研究 线性 Green 形式 . 

100. Æ Riemann 几何 中 ， Laplacian 的 谱 与 闭 测 地 线 的 长 度 之 间 有 着 密 
切 的 关系 .对 于 Laplacian 在 形式 上 的 作用 ， 是 否 存在 类 似 的 那些 公式 ?对 于 
Kahler 几何 , 我 们 想 研 究 Laplacian 在 (p,q) 形式 上 作用 的 类 似 公式 . 极 小 球面 
的 面积 与 作用 在 流 形 的 环 路 空间 上 的 某 类 算 子 的 谱 有 关联 吗 ? 
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HRI 几何 学 的 未 来 发 展 


校长 、 院 长 及 各 位 同学 ， 今 天 很 荣幸 能 够 在 这 里 演讲 ， 尤 其 今年 是 交通 大 
学 一 百年 校庆 纪念 ， 能 到 一 个 比较 注重 工程 的 学 校 来 讲 数 学 ， 表 示 交 通 大 学 也 
注重 理科 方面 的 工作 ， 这 是 很 有 意义 的 .因为 基础 科学 对 于 工程 学 有 很 重要 的 
启发 性 ， 今 天 我 讲 的 题目 是 林 松 山 教 授 给 我 的 ， 但 是 学 术 的 未 来 很 难 猜 测 ， 很 
多 有 学 问 的 人 都 曾经 得 出 错误 的 结论 ， 所 以 我 不 作 任何 猜测 ， 我 只 能 够 根据 以 
前 的 历史 来 做 一 些 建议 . 

今天 要 讲 的 历史 主要 是 从 个 人 的 体验 来 看 . 我 不 是 一 个 历史 学 家 ， 我 讲 的 
很 可 能 是 错误 的 . 可 是 这 不 重要 , 因为 我 想 讲 的 是 我 从 做 学 问 得 出 来 的 观念 , 希 
望 能 够 以 我 自己 的 经 验 来 做 一 些 建议 ， 清华 大 学 和 交通 大 学 都 曾 赠 予 杨振宁 先 
生 末 誉 博士 ， 我 看 过 杨 先生 写 的 一 篇 文章 ， 杨 先生 讲 做 物理 好 像 画 图 画 一 样 . 
我 想 做 几何 也 跟 画 图 画 差不多 ， 不 过 我 们 画 的 图 画 更 广泛 一 点 .物理 学 家 要 画 
的 基本 上 只 有 一 张 图 画 ， 就 是 自然 界 的 现象 . 但 是 几何 学 家 可 以 随意 去 画 ， 我 
们 可 以 画 广告 画 ， 画 工程 学 需要 的 画 ， 也 可 以 画 印象 派 的 画 和 写实 的 画 . 广告 
画 可 以 在 商业 上 有 很 大 的 用 处 ， 过 几 年 后 可 能 成 为 收藏 的 对 象 . 但 是 由 于 商业 
气氛 浓厚 ， 一 般 画 家 不 大 愿意 认同 它们 的 价值 ，“ 广告 画 或 工程 画 却 可 能 对 写 
实 派 的 画 和 印象 派 的 画 产生 相当 的 影响 ， 不 过 画 印象 派 的 画 或 山水 画 ， 一 定 要 
有 很 深 的 技术 、 功 力 和 想法 才能 画 得 好 . 出 名 的 画家 往往 花 很 多 时 间 在 磨 练 、 
猜测 ， 将 他 的 工具 不 停 地 推进 ， 在 好 的 气质 修养 下 ， 才 能 够 画 出 好 的 印象 派 的 
画 或 山水 画 ， 一 般 数 学 家 和 几何 学 家 也 有 同样 的 经 验 ， 有 意义 的 工作 即使 是 个 
很 小 的 观察 ( observation )， 往 往 花 了 数学 家 很 大 的 精力 去 找寻 .找寻 的 方法 
不 单 是 从 大 自然 吸取 ， 也 从 美学 和 工程 学 来 吸取 .怎样 去 寻找 有 意义 的 工作 ， 
跟 我 们 气质 的 培养 有 密切 的 关系 . 

现在 我 想 谈 几何 的 历史 ， 看 看 从 前 ， 再 预测 未 来 ， 因 为 我 没有 想到 林 松 山 
教授 给 我 这 么 长 的 时 间 ， 所 以 会 讲 长 一 点 .从 前 我 们 念 中 学 的 时 候 ， 念 国文 、 
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念 文学 批评 ， 总 会 说 一 个 时 代 有 一 个 时 代 的 感慨 . 文学 上 有 古文 学 、 有 诗经 、 
有 汉 赋 、 有 唐诗 、 有 宋词 ， 从 一 个 时 代 去 学 习 一 个 时 代 ， 很 少 能 够 学 得 刚好 一 
样 ， 我 们 现在 看 诗经 写 得 好 得 不 得 了 ， 可 是 我 们 学 不 到 诗经 里 面 的 情怀 意念 . 
时 代 不 同 ， 感 慨 也 不 同 了 ， 随 着 时 代 的 变迁 ， 因 为 时 代 不 同 的 需要 ， 我 们 培养 
出 不 同 的 感情 ， 取 舍 自 然 不 一 样 ， 数 学 基本 上 也 是 一 样 ， 我 们 可 以 很 羡慕 从 前 
大 数学 家 做 的 工作 ， 可 是 我 们 不 可 能 也 不 一 定 要 跟 他 们 一 模 一 样 ， 就 好 像 我 们 
现在 学 苏东坡 的 诗 和 词 ， 我 们 不 可 能 也 不 需要 学 得 一 样 ， 但 是 我 们 可 以 从 他 的 
诗词 里 得 到 想法 ， 帮 助 我 们 去 理解 大 自然 ， 找 寻 表达 自己 感情 的 方法 ， 从 几何 
来 说 ， 我 们 所 要 寻找 的 跟 物 理学 一 样 ， 就 是 真 和 美 这 两 个 观念 ， 还 有 一 个 很 重 
要 而 容易 忽略 的 动力 ， 是 由 工程 学 对 数学 需求 所 产生 的 ， 这 三 个 想法 推动 了 几 
何 学 的 发 展 . 


美的 观点 在 不 停 地 改变 ， 改 变 的 方式 跟 我 们 当时 认识 的 自然 界 有 很 大 的 关 
Z. 一 、 二 千年 前 我 们 认识 的 自然 界 跟 现在 我 们 理解 的 自然 界 完 全 不 同 , 所 以 数 
学 或 者 几何 学 不 停 地 受到 这 个 变动 的 影响 ， 在 几何 学 来 说 ， 美 可 分 为 两 方面 : 
静态 的 美和 动态 的 美 ， 静态 的 美 ， 辟 如 一 打 花 或 雅致 的 山水 ， 我 们 大 致知 道 怎 
样 准确 地 去 描述 它们 ， 其 至 将 我 们 的 感受 表达 出 来 ， 如 何 描述 动态 的 美 对 我 们 
来 说 是 一 个 很 困难 的 问题 ,例如 水 在 流 或 天 在 下 雪 , 在 不 同 的 时 间 、 空 间 ， 事 物 
会 产生 剧变 ， 这 是 一 个 相当 美的 图 画 ， 可 是 到 目前 为 止 ， 剧变 的 研究 对 理论 物 
理学 家 、 数 学 家 跟 几 何 学 家 都 是 一 个 很 大 的 挑战 . 为 了 对 时 空 作 深入 的 描述 ， 
几何 学 家 有 不 同 的 研究 的 路 径 ， 有 人 从 物理 学 的 角度 去 了 解 ， 有 人 从 微分 方程 
的 角度 去 了 解 ， 这 都 成 为 几何 学 的 重要 课题 . 


从 十 至 今 大 家 都 讲 美 ， 但 是 没有 很 客观 的 标准 来 决定 什么 叫 美 或 者 不 美 . 
最 重要 的 观念 只 有 一 个 ， 就 是 简洁 simplicity. 这 往往 是 我 们 审美 的 一 个 主要 标 
准 ， 在 做 几何 、 做 数学 、 做 物理 的 研究 时 ， 我 们 都 在 描述 一 个 很 复杂 的 几何 现 
R. 假如 我 们 没有 办 法 将 几何 现象 用 很 简洁 的 语言 表达 出 来 的 话 ， 我 们 不 算 有 
一 个 好 的 定理 或 者 好 的 文章 ， 用 很 简洁 的 语言 来 推导 和 描述 繁杂 的 几何 现象 ， 
在 欧 几 里 得 的 时 代 就 归纳 为 用 三 段 论证 方法 得 出 的 过 程 . 当时 有 很 多 定理 ， 从 
希腊 或 埃及 早期 就 发 现 了 很 多 不 同 的 平面 几何 现象 ， 但 是 没有 办 法 有 系统 地 放 
在 一 起 . 欧 氏 很 重要 的 贡献 ， 就 是 能 够 将 定理 统一 起 来 ， 用 公理 来 解释 所 有 当 
时 发 现 的 定理 .例如 两 点 之 间 可 以 用 惟一 的 直线 连接 起 来 这 个 事实 ， 可 以 推导 
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出 很 多 定理 .追求 用 简洁 的 语言 来 解释 复杂 的 几何 现象 ， 是 几何 学 家 的 目标 . 
物理 学 也 是 一 样 ， 物 理 上 很 复杂 的 现象 也 希望 用 统一 场 论 来 描述 ， 从 前 中 国 也 
发 展 了 平面 几何 ， 可 是 始终 没有 办 法 发 展 成 完美 的 严格 数学 理论 ， 这 是 中 国 数 
学 不 如 西方 数学 的 一 个 原因 ， 公理 化 以 后 我 们 才能 够 统一 处 理 和 了 人 解 繁复 的 现 
象 ， 也 因此 知道 欧 氏 几何 所 能 解释 的 只 是 很 简单 的 理想 化 的 几何 现象. 


我 们 在 目 然 界 里 面 发 现 的 现象 远 比 平面 几何 要 复杂 得 多 ， 阿 基 米 德 和 牛顿 
开始 用 微 积分 的 方法 来 描述 变动 的 曲线 和 曲面 . 引进 了 微 积 分 以 后 , 几何 学 有 长 
足 的 进步 ， 我 们 开始 知道 直线 或 是 圆 以 外 的 图 形 都 可 以 用 严格 的 数学 来 描述 . 
牛顿 从 物理 的 观点 来 看 质点 怎么 变动 成 一 条 曲线 , 从 而 发 展 了 微 积分 . 几何 学 家 
发 现 描述 几何 图 形 非 靠 微 积分 不 可 ， 几 何 学 从 希腊 的 公理 化 到 牛顿 的 微 积分 是 
一 个 很 大 的 进步 . 

古典 力学 无 论 在 阿 基 米 德 ， 牛 顿 或 是 现代 ， 对 几何 学 的 影响 力 都 是 很 深远 
的 . 它 引 进 了 变 分 法 的 观念 ， 例 如 我 们 研究 一 个 简单 的 问题 : 两 点 之 间 最 短 的 
线 是 直线 .这 是 平面 几何 要 求 的 .可 是 假如 中 间 有 障碍 ， 就 不 再 是 一 条 直线 ， 
并 且 最 短 的 路 径 并 不 惟一 . 这 是 简单 的 变 分 问题 ， 问 两 点 间 最 短 的 线 是 什么 ? 
怎么 找 这 些 曲 线 及 它 的 分 布 情形 ， 到 现在 为 止 还 是 微分 几何 的 一 个 有 趣 问题 . 
我 们 知道 在 圆 球 上 所 有 的 测 地 线 (geodesic) WEKA. 假设 我 们 将 圆 球 变形 一 
F, 变 成 凸 曲面 (convex surface), 这 问题 就 变 成 一 个 很 复杂 的 数学 问题 . 它 的 测 
地 线 分 布 状 态 并 不 明显 ， 到 目前 为 止 没 有 办 法 处 理 这 个 问题 ， 只 有 在 简单 的 椭 
圆 体 时 可 以 全 部 解决 这 个 问题 ， 古典 力学 帮忙 我 们 发 现 很 多 不 同 的 工具 来 解释 
测 地 线 的 问题 . 


到 了 20 世纪 ， 我 们 又 发 党 古典 力学 和 量子 力学 有 密切 的 关系 . 一 个 重要 的 
问题 问 ， 当 普 朗 克 常 数 趋 向 于 零 的 时 候 ， 古 典 力学 和 量子 力学 中 间 的 关系 如 何 
描述 ， 在 这 方面 有 很 多 重要 的 工作 ， 例 如 : WKB 的 近似 方法 . 它 在 几何 上 产 
生 了 有 趣 的 影响 . 例如 Hamiltonian Mechanics 里 面 的 classical path 和 光谱 的 关 
系 ， 引 起 了 微分 几何 学 家 和 微分 方程 学 家 企图 联系 Laplace 算 子 的 谱 和 测 地 线 
长 度 的 工作 . 古典 力学 通过 geodesic ， 量 子 力学 通过 Laplace 算 子 得 到 很 多 几何 
现象 ， 如 何 将 它们 联系 是 一 个 很 有 趣 的 几何 问题 ， 我 想 这 方面 的 研究 会 有 很 大 
的 发 展 . 从 古典 力学 到 量子 力学 , 更 进一步 ,就 是 量子 场 论 ， 这 里 有 无 穷 多 个 质 
点 , 相 空 间 变 成 无 穷 维 空间 . 由 于 在 古典 的 量子 力学 里 ,， 有 限 维 流 形 上 的 谱 分 析 
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和 classical path 有 关 ， 在 无 限 维 空间 时 ， 我 们 就 期 望 某 种 极 小 曲面 和 量子 场 论 
出 现 的 partition function 有 关系 . 在 这 方面 ， 张 理论 已 经 得 到 相当 大 的 进步 . 

可 是 物理 学 家 讨论 场 论 的 时 候 ， 遇 到 很 多 困难 ， 起 源 于 无 穷 维 流 形 算 子 的 谱 分 
析 不 知 如 何 处 理 ， 一 个 重要 例子 是 loop space ， 这 是 将 给 定 的 流 形 上 的 所 有 封 
闭 曲 线 放 在 一 起 的 空间 ， 我 们 要 寻求 在 它 上 面 的 谱 分 析 ， 这 是 一 个 很 困难 的 问 
A. 量子 场 论 还 缺乏 严格 的 数学 基础 . 用 Renormalization 的 方法 ， 出 现 很 多 无 
穷 的 cancellation 问题 . 在 物理 上 出 现 的 问题 在 数学 上 会 更 为 困难 . 因为 物理 学 
家 愿意 接受 直观 的 证 明 的 观念 ， 而 数学 家 难以 接受 .可 是 从 量子 力学 、 量 子 场 
论 推 导出 来 的 数学 ,几何 学 家 往往 惊叹 他 们 如 魔术 般 的 奇妙 直觉 (intuition ). 

在 有 限 维 空间 时 ,由 物理 学 引起 的 几何 , 我 们 大 致 上 都 可 以 理解 和 证 明 . 可 是 在 
无 穷 维 空间 里 面 ， 我 们 发 觉 十 典 几 何 学 的 直觉 与 真理 有 相当 远 的 距离 ， 没 有 办 
法 将 有 限 维 空间 的 想法 简单 地 推导 到 无 穷 维 空间 几何 上 去 . 这 十 五 年 来 ， 自 从 
弦 理 论 产 生 以 后 ， 我 们 惊讶 地 发 觉 从 物理 直觉 产生 的 几何 结论 往往 是 正确 的 . 


虽然 量子 场 论 本 身 的 基础 不 够 精确 ， 它 的 物理 意义 也 不 见得 能 够 说 服 所 有 
的 物理 学 家 ， 可 是 得 出 来 的 几何 结论 即使 不 能 以 物理 学 的 思维 来 严格 证 明 ， 却 
意义 深厚 且 往 往 可 以 用 不 同 的 数学 方法 来 验证 .现在 举 一 个 例子 ， 这 是 一 个 很 
深奥 而 古典 的 问题 , 已 经 有 一 百 多 年 的 历史 : 一 个 五 次 方程 , 它 有 五 个 变量 , 这 
是 中 学 生 都 看 得 懂 的 方程 .我 们 要 解 这 个 方程 ， 我 们 问 一 个 很 简单 的 问题 ， 候 
如 要 求 寻找 这 个 方程 的 函数 解 ， 它 是 可 以 写成 一 个 参数 t 的 有 理 函 数 ， 问 这 个 
方程 有 多 少 个 这 样 的 函数 解 . 这 是 一 个 很 古典 的 问题 ， 跟 Fermat 问题 很 相似 . 
我 们 的 解 可 以 分 为 不 同 的 类 别 ， 我 们 可 以 用 t 的 阶 数 来 将 解 分 类 ， 一 般 来 说 解 
有 无 穷 个 ， 可 是 我 们 可 以 问 阶 数 等 于 1 的 时 候 有 多 少 个 解 ， 等 于 2 时 有 多 少 个 
解 . 古典 的 几何 学 家 算出 来 阶 数 等 于 1 的 时 候 有 2875 个 ， 等 于 2 的 时 候 也 可 
以 算出 来 ， 等 于 3 是 近 几 年 才 找 出 来 的 ， 我 们 猜想 它 有 无 穷 多 个 解 ， 阶 数 越 大 
时 解 可 能 越 多 ， 数 学 家 没有 办 法 解答 这 个 问题 ， 连 猜测 都 没有 办 法 做 ， 这 个 问 
题 在 十 年 前 ， 用 弦 理 论 的 镜 对 称 猜测 到 一 个 公式 ， 来 表达 所 有 解 的 个 数 ， 这 个 
镜 对 称 理论 是 十 年 前 我 的 一 个 博士 后 研究 员 和 在 得 克 萨 斯 州 的 一 个 教授 跟 他 们 
的 同事 们 建立 的 . 镜 对 称 没有 办 法 严格 地 去 证 明 这 个 公式 ， 当 时 用 古典 方法 一 
个 一 个 地 去 检查 ， 发 觉 阶 数 小 时 公式 基本 上 是 对 的 ， 可 是 这 种 检验 不 是 公式 的 
证 明 ， 从 量子 场 论 得 来 的 结果 一 般 来 说 不 能 当 作 定理 ， 今 年 年 初 这 个 公式 终于 
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由 刘 克 峰 、 连 帮 豪 和 我 、 以 及 俄国 数学 家 Givental 用 数学 的 方法 给 出 严格 的 证 
明 . 虽然 最 后 的 证 明 跟 路 径 积 分 的 想法 无 关 ， 但 是 得 到 这 个 公式 的 过 程 有 很 大 
的 意义 ， 因 为 在 量子 场 论 找到 这 个 公式 以 前 ， 数 学 家 连 怎样 找 这 个 公式 都 不 知 
E. 等 到 这 个 公式 找 出 来 以 后 ， 我 们 才 有 办 法 从 公式 本 身 去 着 想 ， 得 到 它 的 证 
H. 我 为 什么 要 讲 这 个 问题 呢 ? 因为 无 穷 维 空间 在 物理 上 有 许多 直观 的 想法 ， 
从 数学 的 观点 来 看 ， 几 乎 是 不 可 能 接受 的 .这 种 公式 往往 是 从 路 径 积 分 加 上 正 
规 化 的 观念 导出 来 的 ， 在 严格 上 和 直观 上 数学 家 都 不 能 够 接受 ， 但 却 得 出 正确 
的 答案， 因此 ， 我 们 要 追究 物理 学 家 在 量子 场 论 的 直观 是 怎样 训练 出 来 的 ， 我 
们 几何 学 家 缺乏 这 方面 的 训练 . 近 十 年 来 ， 从 量子 场 论 得 出 来 的 重要 观念 ， 解 
决 了 很 多 我 们 以 前 没有 办 法 解决 的 问题 ， 可 以 看 出 古典 力学 、 量 子 力 学 、 量 子 
场 论 对 几何 的 影响 是 很 深远 的 . 我 想 这 个 发 展会 继续 下 去 ，21 世纪 的 上 半 叶 ， 
无 穷 维 空间 的 几何 要 不 断 地 受到 量子 场 论 的 影响 ， 如 果 单 从 数学 出 发 ， 我 们 很 
容易 地 定义 什么 叫做 无 穷 维 空间 上 的 几何 ， 可 是 往往 没有 办 法 得 出 任何 有 意义 
的 结论 ， 这 是 因为 几何 学 家 对 现代 物理 的 观念 搞 得 不 清楚 ， 而 无 穷 维 的 几何 往 
往 不 是 古典 的 直观 可 以 得 到 的 ， 所 以 我 们 要 接受 从 现代 物理 或 其 它 自 然 界 供给 
的 观念 ， 这 是 一 个 很 重要 的 交汇 ， 数 学 家 自 以 为 很 漂亮 的 工具 ， 往 往 不 能 够 解 
决 任何 问题 ， 假 如 物理 上 的 直观 可 以 代表 真 的 话 ， 这 种 直观 会 成 为 几何 学 的 骨 
T: ' 


我 刚才 强调 从 物理 得 来 的 几何 观念 ， 可 是 我 们 也 应 当知 道 几 何 或 数学 本 身 
有 它 生 存 和 美的 意义 , 也 有 生存 和 美的 价值 . 我 们 可 以 不 受到 客观 世界 的 影响 ， 
推导 很 多 很 漂亮 的 理论 ， 只 要 这 个 理论 漂亮 而 同时 能 够 解释 很 多 几何 上 的 现象 
的 话 , 它 一 定 有 存在 的 意义 , 这 是 我 们 做 数学 的 人 相信 的 . 举 个 例子 来 说 ， 从 牛 
顿 以 来 ， 古典 力学 对 微分 几何 确 有 深远 的 影响 . 到 了 19 世纪 ，Gauss 却 有 一 个 
很 重要 的 发 现 ， 把 牛顿 以 后 的 微分 几何 带 进 一 个 新 的 纪元 ， 这 个 定理 引进 所 请 
内 在 曲率 的 观念 ， 曲 率 的 观念 在 Gauss 以 前 就 有 了 . 自 微 积分 被 创立 以 后 , 我 们 
就 知道 怎么 处 理 二 维 的 曲面 ， Euler 等 很 多 重要 的 数学 家 在 这 方面 有 很 大 的 贡 
献 . 曲率 测量 二 维 曲 面 在 三 维 空间 里 面 的 扭曲 性 , 一 般 来 说 有 两 个 不 同 的 方向 ， 
一 个 得 出 h , 男 一 方向 得 出 , 它们 的 乘积 hk 定义 为 二 维 空间 的 Gauss HÆ. 
Gauss 重要 的 贡献 是 发 现 Gauss 曲率 只 与 曲面 的 本 质 计量 ( intrinsic metric ) 
AX. 二 维 曲面 变形 时 ， 只 要 本 质 计量 不 变 ， 它 的 曲率 就 不 变 . 例如 圆 形 柱 中 
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闻 切 一 条 线 以 后 ， 张 开 来 变 成 一 个 长 方形 . 这 个 过 程 并 没有 改变 度量 ， 所 以 圆 
MN HBAS. Gauss 自己 也 认为 这 是 一 个 很 重要 的 发 现 . 发 现 的 过 程 跟 物 理 
或 其 它 的 科学 没有 直接 的 关系 ， 大 概 跟 测量 地 形 有 间接 关系 ， 是 Gauss 经 过 很 
复杂 的 微 积 分 计算 ， 发 现 出 来 的 公式 ， 他 发 现 曲率 只 跟 本 质 计 量 有 关 .， Gauss 
的 公式 并 不 容易 看 得 懂 . 事实 上 ， 用 不 适当 的 坐标 表达 的 时 候 ， 微 分 几何 的 公 
式 可 以 变 成 很 复杂 ， 但 这 也 是 微分 几何 漂亮 的 地 方 ， 往 往 在 选取 好 的 坐标 时 可 
以 得 到 很 简单 的 公式 ， 目 前 在 课堂 上 就 可 以 很 容易 将 Gauss 的 公式 写 下 来 ， 这 
是 因为 我 们 已 经 将 Gauss 的 想法 全 部 吸收 而 融会 贯通 的 缘故 ， 有 了 Gauss 定理 
以 后 才 有 Riemann 几何 的 发 展 . Riemann 根据 Gauss 的 发 现 ， 发 觉 我 们 可 以 
推导 一 个 全 部 本 质 的 几何 学 ( intrinsic geometry ). 我 们 只 要 知道 两 点 之 间 的 距 
离 怎 么 度量 ， 就 可 以 引进 曲率 的 观念 ， 距 离 可 以 决定 曲率 ， 这 是 Riemann 几何 
一 个 重大 的 突破 ， Riemann 几何 要 求 欧 氏 几何 在 一 个 无 穷 小 的 领域 上 成 立 ， 然 
后 推导 了 曲率 及 一 系列 微分 几何 上 主要 的 观念 . 


当时 Riemann 创造 这 个 理论 ， 基 本 上 是 好 奇 . 因为 他 希望 能 够 重新 解释 
Gauss 定理 ， 同 时 又 将 Gauss 公式 推导 到 高 维 空间 去 ， 并 解释 了 几 个 重要 的 观 
念 ， 例 如 欧 氏 几何 里 所 谓 平 行 公理 的 问题 . 一 直到 19 世纪 后 期 ， 微 分 度量 几何 
的 发 展 与 理论 物理 关系 并 不 大 .当年 引进 了 很 多 不 同 的 观念 都 是 基于 微分 几何 
学 家 的 好 奇 心 ， 他 们 发 现 很 多 欧 氏 空间 上 能 够 做 的 事情 ， 都 有 办 法 在 Riemann 
流 形 上 面 做， 微分 和 积分 的 观念 全 部 可 以 推导 到 流 形 上 去 ， 到 了 19 世纪 末 叶 
他 们 已 经 将 微分 几何 推广 到 抽象 而 完美 的 状态 ， 当 时 的 推导 是 基于 公式 的 简洁 
和 优美 . 1915 Æ, Einstein 引进 广义 相对 论 ， 使 Riemann 几何 得 到 进一步 的 
改变 . 


Riemann, 几何 在 Einstein 的 广义 相对 论 上 有 很 大 的 贡献 由 于 Einstein 对 
微分 几何 不 太 了 解 的 缘故 ， 刚 开始 推导 出 来 的 方程 式 是 有 缺陷 的 .到 数学 家 跟 
他 合作 以 后 ， 他 才 推 导出 正确 的 方程 ， 对 Riemann 几何 来 说 ， 这 是 一 个 很 大 的 
鼓舞 ， 抽 象 的 想法 竟然 得 到 物理 学 上 的 重要 应 用 ， 反 过 来 说 ， 广 义 相 对 论 成 功 
以 后 ， 对 于 Riemann 几何 的 发 展 产生 了 很 大 的 刺激 ， 整 体 微 分 几何 跟 广 义 相 对 
论 因此 有 着 密切 的 关系 . 在 Riemann 几何 本 身 ， 我 们 当然 能 够 找到 有 意义 和 漂 
亮 的 问题 ， 可 是 有 一 些 观念 ， 几 何 学 家 没 法 单 凭 几何 直觉 得 出 ， 到 了 物理 学 家 
要 追求 一 些 实际 的 问题 时 候 ， 我 们 才 了 解 它 的 重要 性 和 解决 它 的 可 能 性 . 


- 394 - 附录 I 几何 学 的 未 来 发 展 


十 多 年 前 ， 我 跟 一 个 朋友 做 一 个 广义 相对 论 上 的 题目 ， 这 是 一 个 好 几 十 年 
的 老 问题 ， 当 时 几何 学 家 不 太 懂 这 个 问题 ， 物 理学 家 向 我 们 解释 清楚 以 后 ， 我 
们 才 知 道 ， 它 的 特殊 情形 基本 上 是 一 个 几何 问题 . 因此 我 们 对 它 有 很 浓厚 的 兴 
RR. 我 们 将 它 用 几何 的 方法 解决 以 后 , 才 去 处 理 物理 学 家 要 求 的 原始 问题 , 我 们 
从 古典 几何 的 观念 来 看 这 个 问题 的 一 般 情形 时 ， 我 们 认为 这 是 不 可 思议 的 ， 事 
实 上 ， 当 我 们 将 这 个 问题 全 部 解决 了 以 后 ， 一 个 很 有 名 的 几何 学 家 还 坚持 这 不 
可 能 是 对 的 ， 可 以 见 到 古典 几何 的 直觉 有 一 定 的 规 限 . 反 过 来 说 ， 物 理学 家 也 
有 他 们 的 规 限 ， 例 如 刚才 讲 这 个 问题 ， 他 们 想 了 很 久 也 没有 办 法 解决 ， 而 我 们 
用 几何 的 方法 却 将 它 解决 了 .所 以 这 是 一 个 互补 的 情形 ， 有 些 命 题 在 我 们 来 说 
几乎 是 不 可 能 对 的 ， 物 理学 家 却 极力 坚持 ， 认 为 物理 的 直观 会 遇 到 挑战 ， 所 以 
我 们 愿意 花 很 大 的 功夫 去 了 解 它 . 假设 当时 物理 学 家 没有 极力 坚持 的 话 ， 驴 怕 
我 们 不 可 能 花 这 么 多 时 间 去 考虑 它 . 以 后 物理 学 家 引进 超 引力 的 观念 ， 简 化 了 
上 述 问 题 的 证 明 ， 反 过 来 对 几何 学 有 很 大 的 帮助 .Einstein 的 引力 理论 给 几何 
注 进 新 的 生命 ， 物 理学 和 数学 的 交流 至 为 重要 ， 这 是 几何 发 展 的 一 部 分 ， 这 条 
路 线 会 走 下 去 ， 这 是 无 可 置疑 的 . 


未 来 半 个 世纪 ， 几 何 学 家 会 解决 从 古典 广义 相对 论 里 面 出 现 的 问题 ， 物 理 
学 家 大 概 发 觉 这 方面 的 数学 问题 有 相当 的 困难 性 ， 所 以 不 大 愿意 做 古典 广义 相 
对 论 的 理论 问题 ， 他 们 的 兴趣 是 时 空 的 量子 化 ， 这 当然 是 很 重要 的 ， 它 是 统一 
场 论 的 最 关键 问题 ， 也 产生 了 很 多 有 意义 的 几何 问题 ， 例 如 粹 的 定义 就 是 一 个 
有 挑战 性 的 命题 . 


古典 的 Einstein 方程 是 一 个 很 漂亮 的 方程 ， 产 生 了 很 多 重要 而 有 意义 的 几 
何 现象 . 其 中 最 重要 的 是 时 空 的 奇异 点 问题 . 这 几 十 年 来 数学 家 研究 奇异 点 , 在 
代数 几何 方面 有 很 长 远 的 进步 .一 个 很 出 名 的 定理 是 Hironaka 的 Resolution of 
singularity , 这 是 三 十 年 前 做 的 , 与 微分 几何 不 同 的 地 方 是 代数 几何 的 奇异 点 是 
比较 容易 定义 的 .因为 代数 流 形 是 用 一 组 多 项 式 定 义 的 ， 流 形 本 身 可 以 定义 奇 
异 点 . 代数 几何 学 家 有 很 有 效 的 方法 来 了 解 奇异 点 的 结构 . 另 一 方面 Mather 和 
Arnold 等 好 几 个 数学 家 考虑 了 所 谓 平滑 奇异 点 (smooth singularity) 的 问题 ;不 
一 定 由 多 项 式 定义 ， 而 是 由 平滑 函数 ( smooth function ) 定义 ， 他们 引进 了 很 
多 拓扑 学 的 工具 .基本 上 的 方法 还 是 变 成 多 项 式 的 情形 来 解决 .可 是 这 些 方法 
对 于 时 空 的 奇异 点 问题 暂时 没有 帮助 . 
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研究 一 般 性 的 奇异 点 ， 无 论 在 物理 上 、 微 分 方程 上 或 者 几何 上 ， 都 是 基本 
的 问题 , 这 些 研究 正在 萌芽 , 可 是 对 于 真正 了 解 它们 还 是 相差 很 远 . 例如 在 广义 
相对 论 里 ， 奇 异 点 没有 一 个 很 好 的 定义 ， 我 们 知道 奇异 点 是 在 时 空 的 边界 上 ， 
与 我 们 现在 所 看 到 的 Minkowski 时 空 是 不 同 的 ， 这 是 简单 的 事实 ， 它 的 局 部 性 
质 跟 一 般 时 空 不 一 样 ， 但 我 们 不 了 解 它们 的 内 在 结构 ， 连 该 问 的 问题 我 们 都 不 
太 清 楚 ， 真 是 一 个 很 困扰 的 状况 .广义 相对 论 的 进步 ， 要 依靠 我 们 对 微分 方程 
的 了 解 ， 为 什么 呢 ? 因为 古典 的 广义 相对 论 本 身 是 由 Einstein 方程 来 决定 的 . 
假如 我 们 脱离 了 Einstein 方程 ， 得 出 来 的 结论 只 不 过 是 一 个 抽象 的 架构 ， 不 能 
够 说 符合 广义 相对 论 的 要 求 .， 不 幸 的 是 Einstein 方程 式 是 一 个 很 复杂 的 非 线性 
双 曲 线 方程 组 ， 我 们 对 它 的 了 解 极为 薄弱 ， 我 们 希望 能 够 从 Einstein 方程 得 到 
时 空 的 奇异 点 观念 . 当 Cauchy problem 的 初始 值 是 光滑 的 时 候 ， 时 间 向 前 走 ， 
我 们 要 问 奇异 点 是 怎样 产生 的 ， 了解 了 奇异 点 产生 的 机 制 ， 我 们 才能 了 解 奇异 
点 的 结构 .在 广义 相对 论 里 ， 有 两 个 重要 的 奇异 点 ， 一 个 就 是 黑洞 ， 一 个 就 是 
裸 的 奇异 点 (naked singularity). 这 两 个 不 同 的 奇异 点 有 浓厚 的 物理 意义 ， 我 们 
期 望 从 方程 上 能 够 了 解 它们 ， 当 初始 值 光滑 时 ， 这 两 种 奇异 点 如 何 产生 ， 对 一 
般 的 光滑 初始 值 ， 裸 奇异 点 可 否 出 现 ?这 是 古典 相对 论 最 重要 的 问题 


一 般 物 理学 家 研究 黑洞 时 ， 用 几 个 主要 的 解 来 解释 它们 的 特性 ， 这 就 是 
Schwarzs child 的 解 和 Kerr 的 解 ， 可 是 这 两 个 解 不 见得 有 一 般 性 ， 我 们 希望 从 
微分 方程 或 者 几何 的 观点 来 了 解 这 些 一 般 解 的 性 质 ， 例 如 证 明星 云 毁 减 时 ， 时 
空 会 渐 近 一 些 基 本 解 ， 或 者 在 这 些 解 集合 里 跳跃 ， 也 希望 知道 这 些 基本 解 奇 异 
点 的 结构 . 找 出 奇异 点 的 结构 ， 不 单 对 黑洞 本 身 的 了 解 有 重要 意义 ， 重 力 辐射 
(gravitation radiation) 的 问题 也 会 得 到 帮助 . 现在 的 观察 仪器 差不多 可 以 观察 
到 重力 辐射 ， 可 是 从 观察 得 到 的 资料 的 意义 ， 还 不 清楚 . 因为 无 论 从 理论 上 或 
计算 数学 上 ， 我 们 都 没有 办 法 从 Einstein 方程 里 将 辐射 公式 很 透彻 地 了 解 . 这 
个 问题 跟 奇 异 点 应 该 有 关 ， 在 这 几 十 年 内 希望 能 有 很 大 的 进展 . 


我 们 看 到 的 几何 现象 都 会 有 某 种 奇异 点 .我 们 怎么 去 分 类 它 ? 奇异 点 有 不 
同 的 类 型 ， 一 种 是 人 为 的 ， 一 种 是 自然 的 ， 这 两 类 奇异 点 我 们 都 要 去 研究 ， 人 
为 的 奇异 点 在 工程 计算 往往 会 出 现 ， 而 自然 的 奇异 点 则 从 物理 方程 可 以 推导 出 
X. Einstein 方程 里 边 的 奇异 点 是 最 困难 的 问题 .规范 场 的 坐标 没有 选 好 也 可 
以 得 出 奇异 点 . 
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Einstein 方程 不 单 是 一 个 最 重要 的 非 线性 微分 方程 ， 也 影响 时 空 的 拓扑 ， 
对 微分 几何 学 家 来 说 是 一 个 挑战 ， 因 为 奇异 点 可 以 将 时 空 的 拓扑 吸取 ， 一 般 来 
说 ， 微 分 几何 从 几 个 背景 来 建立 我 们 的 理论 ， 拓 扑 结构 就 是 最 重要 的 背景 ， 当 
奇异 点 破坏 了 这 个 背景 时 ， 我 们 有 时 会 手足 无 措 . 


微分 几何 学 家 对 拓扑 学 一 直 都 很 重视 ， 现 在 讲 最 近 拓扑 学 的 走向 ， 跟 微分 
几何 的 关系 .微分 几何 跟 拓扑 学 的 密切 关系 可 济源 至 Euler 公式 和 Poincare 天 
文物 理 的 研究 ,而 复 分 析 却 是 微分 拓扑 萌芽 的 一 个 关键 . CE 19 世纪 已 经 有 很 
深入 的 发 展 ， 不 过 很 多 自然 的 复 函 数 有 单 值 化 的 问题 ， 例 如 log 函数 在 平面 上 
有 branch cut ， 所 以 复数 分 析 要 处 理 这 个 问题 . 从 此 处 可 以 引出 monodromy 群 
对 同调 群 的 作用 和 整体 拓扑 学 的 一 个 发 展 , 其实 monodromy 群 可 以 看 作 规范 场 
理论 的 一 部 分 ， 用 monodromy 群 来 控制 整体 几何 和 代数 系统 仍然 是 一 个 蓬勃 
的 方向 ， 通 过 群 表示 理论 ， 它 在 几何 学 里 起 着 很 大 的 功用 .由 复 分 析 理 论 引 出 
Riemann 曲面 的 理论 ， 可 以 说 是 近代 拓扑 的 第 一 块 基石 ， 我 们 开始 研究 外 微分 
形式 的 周期 问题 ， 例 如 dlog 可 以 在 C\ {0} 上 定义 而 且 在 任何 绕 零 的 闭 曲线 有 
同样 的 周期 ， 这 影响 了 de Rham 定理 的 发 现 . 拓扑 学 和 复数 分 析 结 合 起 来 以 后 
产生 了 复 几 何 . 高 维 空间 复 流 形 和 代数 几何 的 发 展 息息相关 ，homology 的 观念 
和 代数 Cycle 的 理论 相关 而 互相 辅导 ，Lefschetz Pencil 和 Morse 理论 的 发 展 也 
是 互助 的 . 20 世纪 初期 对 流体 方程 和 电磁 方程 的 研究 ， 使 得 几何 学 家 引进 了 . 
Hodge 理论 , 以 后 的 Yang-Mills 理论 源 于 高 能 物理 方程 , 却 可 以 看 成 为 非 交 换 的 
Hodge 理论 . 为 了 解 如 何 处 理 整体 微分 几何 的 问题 ，Cartan，Whitney 等 引进 了 
很 多 重要 的 观念 ， 其 中 纤维 束 和 特征 类 是 其 中 最 重要 的 . 这 几 个 观念 影响 了 20 
世纪 整个 数学 的 发 展 , 包括 了 微分 几何 、 代 数 几 何 、 代 数 和 数论 ，Whitney 考虑 
T tangent bundle, normal bundle 和 一 般 的 vector bundle 的 观念 . Vector bundle 
在 Whitney 手 上 变 成 拓扑 学 里 面 一 个 最 重要 的 工具 . 他 考虑 了 classifying space 
的 观念 并 研究 Grassmanian 空间 及 它 的 同调 群 ， 因 此 引进 了 特征 类 .他 的 乘积 
公式 影响 至 今 ， Pontryagin 和 陈省身 更 进一步 考虑 实数 和 复数 空间 的 特征 类 . 


Pontryagin Class 和 Chern Class 都 可 以 用 曲率 表示 ， 它 们 代表 了 大 范围 的 
拓扑 学 观念 ， 而 曲率 是 一 个 局 部 的 观念 ， 这 两 个 观念 结合 起 来 以 后 ， 我 们 就 可 
以 将 局 部 的 微分 几何 跟 大 范围 的 拓扑 比较 .微分 几何 从 古 至 今 都 期 望 从 局 部 的 
结构 来 了 解 大 范围 的 几何 结构 ， 这 也 是 物理 学 家 的 期 望 ， 他 们 希望 由 微小 的 粒 
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子 理论 和 微分 方程 来 推导 宇宙 的 结构 ， 可 见 物理 学 家 跟 几 何 学 家 有 很 多 共同 的 
想法 . 也 因此 我 们 都 想 了 解 奇 异 点 的 局 部 结构 . 


决定 了 流 形 的 结构 后 , 我 们 要 研究 它 上 面 的 规范 场 , 由 不 同 的 vector bundle 
可 以 得 到 不 同 的 Yang-Mills 场 . Grothendick 建议 将 所 有 vector bundle 放 在 一 
起 ， 然 后 做 简单 的 等 价 和 加 法 就 得 到 所 谓 K 群 的 观念 ， 这 是 几何 学 很 重要 的 不 
变量 ， Atiyah 和 Bott 利用 它 解决 了 多 个 重要 的 问题 ， 对 时 空 的 结构 本 身 有 基 
本 的 贡献 .通过 特征 类 ， 我 们 可 以 得 到 由 K 群 到 同调 群 的 一 个 很 重要 的 映射 ， 
这 映射 与 Riemann-Roch 定理 有 和 密切 关系 ， 这 定理 可 以 解决 代数 流 形 上 的 存在 
性 问题 ， 它 能 够 计算 代数 方程 的 解 . 从 前 Riemann 与 Roch 在 一 维 情形 下 首先 
得 到 这 个 公式 . 到 了 50 年 代 由 于 Sheaf 理论 和 特征 类 的 发 展 ，Hirzebruch 成 功 
地 将 它 推广 到 高 维 空间 . 这 可 以 说 是 本 世纪 一 个 伟大 的 定理 . 

有 了 Riemann-Roch 定理 ，Atiyah-Singer 将 它 普遍 化 成 index theory.Atiyah- 
Singer 发 觉 Riemann-Roch 定理 不 单 在 代数 流 形 上 成 立 ， 同 时 也 可 以 推广 到 一 
般 流 形 上 .事实 上 这 是 椭圆 微分 算 子 指针 的 问题 ， 加 上 Bochner 的 消灭 理论 ， 
index 理论 可 以 将 椭圆 算 子 的 解 的 个 数 变 成 拓扑 学 上 的 算法 . 这 个 发 展 对 近代 
物理 ， 尤 其 是 高 能 物理 里 的 anomoly 理论 有 很 大 的 贡献 . 


Yang-Mills 理论 在 物理 上 有 基本 性 的 贡献 . 在 近代 拓扑 学 上 也 是 举足轻重 
的 . 事实 上 数学 家 对 规范 场 论 的 观念 很 早 就 有 了 . 从 Whitney 发 展 vector bundle 
理论 后 , 几何 学 家 也 考虑 其 上 的 联络 和 曲率 , 但 很 奇怪 的 是 他 们 没有 发 展 Yang- 
Mills Hi. Yang-Mills 理论 考虑 规范 场 的 曲率 , 将 它 平 方 积分 然后 做 变 分 得 到 
Yang-Mills 方程 ， 从 前 的 几何 学 家 对 方程 的 兴趣 不 大 ， 有 些 古 典 几 何 学 家 认为 
只 有 工程 师 才 会 去 解 方程 . 70 年 代 中 叶 才 将 Atiyah-Singer 的 理论 用 到 Yang- 
Mills 理论 上 去 ， 得 到 长 远 的 进步 .以 后 最 出 名 的 工作 当然 是 Donaldson 的 理 
论 . 以 前 物理 学 家 只 讨论 St 上 的 规范 场 , 问 Yang-Mills 方程 的 解 的 维 数 有 多 少 
或 者 怎样 去 描述 解 的 样子 ， 可 是 很 少 人 问 在 一 般 的 流 形 上 ， 我 们 怎么 去 解 这 个 
方程 Uhlenbeck 首先 考虑 一 般 空间 上 的 规范 场 的 性 质 ， 而 Taubes 用 Singular 
perturbation 的 方法 更 证 明 一 个 很 重要 的 存在 性 定理 . Donaldson 用 了 Taubes 
的 存在 性 定理 再 加 上 Atiyah-Singer 的 理论 ， 研 究 四 维 空间 上 Yang-Mills 场 的 
moduli space ， 他 因此 构造 了 四 维 拓扑 学 的 不 变量 . 这 是 很 重要 的 贡献 ,他 解决 
了 四 维 空间 里 一 个 很 重要 的 拓扑 学 问题 . 这 里 可 以 看 出 来 几何 学 家 的 走 法 和 物 
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理学 家 不 一 定 相同 ， 物 理学 家 当时 只 想 解决 $4 上 面 的 问题 . 可 是 我 们 基于 好 
奇 心 ， 发 展 了 一 套 美丽 的 一 般 理 论 ， 然 后 解决 了 拓扑 学 上 重要 的 问题 . 


Donaldson 的 工作 以 后 ， Mrowka 和 Kronheimer 做 了 重要 的 贡献 他 们 将 
Donaldson 的 多 项 式 结构 搞 得 很 清楚 ， 引 起 了 Witten 的 注意 ， Witten 企图 要 
从 量子 场 论 来 解释 这 个 公式 .物理 学 家 对 Donaldson 的 不 变量 一 直 在 注意 ， 可 
是 始终 没有 办 法 将 它 解释 得 很 清楚 . 到 了 Kronheimer 和 Mrowka 将 这 个 公式 搞 
清楚 了 以 后 ， Witten 才 用 路 径 积分 的 方法 来 了 解 Donaldson 的 不 变量 究竟 在 物 
理 上 是 什么 意义 . 他 与 Seiberg 用 supersymmetric Yang-Mills 的 想法 ,得 出 所 请 
Seiberg-Witten 不 变量 . 这 两 年 来 极为 流行 ,在 代数 拓扑 、 微 分 几何 跟 代数 几何 
发 展 里 面 是 一 个 很 重要 的 工具 . 很 多 Donaldson 理论 没有 办 法 解决 的 问题 , 例如 
Thom 猜测 ， 却 可 以 用 Seiberg-Witten 的 办 法 解决 . Seiberg-Witten 不 变量 跟 原 
来 Donaldson 的 不 变量 关系 密切 ， 但 有 惊人 的 简化 . Seiberg-Witten 方程 是 非 
线性 U(1)gauge 77 F coupled with spinor 得 来 的 ，Seiberg-Witten 理论 的 最 重要 
的 定理 是 Taubes 定理 . 他 证 明 Symplectic 流 形 的 Pseudo-holomorphic curve 的 
个 数 与 Seiberg-Witten 不 变量 基本 等 价 , 这 是 一 个 很 深入 的 存在 性 定理 , 对 四 维 
的 Symplectic 流 形 有 深刻 的 贡献 ， 解 决 了 很 多 古老 的 惟一 性 问题 . 究竟 Taubes 
定理 在 高 维 空间 有 没有 好 的 推广 仍然 悬而未决 .一般 来 说 ， Symplectic 空间 的 
自 构 群 是 无 限 维 的 ， 所 以 椭圆 形 方程 方法 比较 难以 应 用 , 但 Taubes 定理 指出 它 
的 可 行 性 ， 以 后 应 当 有 进一步 的 发 展 . 


很 多 四 维 甚至 三 维 空间 的 问题 由 Seiberg-Witten 不 变量 得 到 解决 ， 是 不 是 
所 有 四 维 的 问题 都 可 以 由 此 解决 呢 ? 我 想 差 得 很 远 ， 四 维 空间 的 拓扑 学 实在 很 
复杂 ， 不 可 能 由 一 两 个 想法 全 部 解决 ， 由 于 复 曲 面 是 四 维 空间 最 基本 的 例子 ， 
任何 四 维 空间 的 结构 性 理论 都 将 与 复 结构 有 关 ， 椭圆 方程 理论 应 当 想 办 法 找 出 
可 积 的 复 结构 的 条 件 . 这 样 会 给 出 重要 的 信息 ， 也 将 是 一 个 困难 的 工作 . 但 可 
以 确信 的 是 ， 低 维 空间 的 几何 和 拓扑 息息相关 ， 物理 学 指出 八 维 以 下 的 空间 的 
理论 都 可 能 有 交汇 的 地 方 . 


三 维 空 间 的 问题 是 一 个 很 基本 的 问题 ， 我 想 这 里 面 有 一 个 很 重要 的 工具 还 
没有 完全 掌握 的 . 这 就 是 存在 性 的 问题 ， 微 分 方程 学 常 问 什 么 时 候 存在 解 ? 事 
实 上 在 数学 发 展 的 历史 上 ， 一 个 主要 的 突破 是 找到 存在 性 定理 的 证 明 . 我 们 在 
四 维 三 维 空间 的 存在 性 问题 还 没有 完全 解决 ， 我 们 希望 微分 方程 能 够 帮忙 ， 椭 
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圆 系统 存在 性 运用 于 低 维 的 拓扑 学 上 会 有 宏大 的 威力 .我 猜 至 少 要 几 十 年 我 们 
才能 够 将 这 些 结构 全 部 搞 清 楚 . 但 是 可 以 看 出 微分 几何 会 是 物理 、 方 程 跟 拓扑 
结合 在 一 起 的 领域 ， 从 前 Thurston 用 Riemann 曲面 和 三 维 拓扑 的 方法 得 到 一 
个 重要 的 几何 结构 存在 性 的 定理 ， 但 他 的 假设 使 得 他 的 定理 不 能 概括 所 有 三 维 
拓扑 .二 十 年 前 我 建议 Hamilton 用 他 的 方程 来 创造 几何 结构 ， 并 解决 Thurston 
的 问题 ， 由 于 Hamilton 顽强 的 分 析 能 力 ， 此 事 已 有 长 足 的 进步 . 希望 在 未 来 二 
十 年 内 ， Hamilton 方程 能 够 发 挥 威力 来 解决 三 维 甚 至 四 维 拓扑 的 古老 问题 . 


偶数 维 空间 都 与 复 几何 有 关 ， 但 在 四 维和 八 维 时 有 更 丰富 的 几何 结构 ， 它 
们 可 以 有 sp(1) 和 sp(2) 为 和 乐 群 的 结构 . 而 八 维 时 更 可 以 存在 spin(7) 的 结构 ， 
在 七 维 空间 则 可 以 有 G 结构 . 它们 的 Ricci 度量 都 等 于 零 ， 而 它们 之 间 息 息 相 
关 . 物理 学 家 很 重视 这 些 具 有 超 对 称 的 结构 ， 给 我 们 带 进 新 的 观念 ， 但 是 微分 
方程 还 是 主要 的 工具 . 如何 证 明 这 些 结构 的 存在 性 是 极为 有 意义 的 分 析 问 题 ， 
这 些 自然 的 几何 结构 很 有 可 能 具有 某 些 简单 的 奇异 点 ， 这 些 奇异 点 往往 有 自然 
的 物理 和 几何 意义 ， 我 们 一 定 要 解释 它 在 整体 空间 的 地 位 . 


在 研究 这 些 结构 时 , 我 们 要 考虑 它 的 模 空 间 , 一 般 来 说 , 有 意义 的 几何 结构 的 
模 空间 是 有 限 维 的 . 同时 在 可 能 的 情形 下 , 保持 Hausdorff 的 性 质 . 在 Geometric 
invariant theory 的 理论 中 ， 引 进 了 结构 稳定 的 观念 ， 就 是 为 了 对 付 这 个 问题 . 
有 时 为 了 达到 结构 的 稳定 ， 我 们 可 能 在 原来 的 结构 上 再 加 其 它 新 的 构造 . 


二 十 多 年 前 ,我 考虑 Calabi 猜测 这 个 问题 ,解决 了 相当 广泛 的 代数 流 形 上 
的 Kahler Einstein 度量 的 存在 性 问题 ， 这 是 重要 的 几何 结构 ， 当 时 我 应 用 它 得 
出 代数 流 形 的 重要 拓扑 量 的 不 等 式 ， 在 差不多 同时 ， 代 数 几 何 学 家 Bogomolov 
和 Miyaoka 利用 代数 稳定 性 理论 亦 可 以 得 出 类 似 的 不 等 式 ， 所 以 我 开始 寻找 代 
数 流 形 稳定 性 和 Kahler Einstein 度量 的 关系 ， 第 一 个 重要 的 结论 是 Donaldson 
在 代数 曲面 和 Uhlenbeck 和 我 在 一 般 复 流 形 上 的 定理 . 在 holomorphic vector 
bundle 稳定 的 情形 下 ， 我 们 证 明 它 有 Hermitian Yang Mills 场 ， 这 是 一 个 很 重 
要 的 结论 ， 无 论 在 物理 学 和 代数 几何 学 上 都 有 它 的 贡献 . WER. AOA 
我 更 利用 这 个 定理 用 来 解决 一 个 重要 的 复 曲 面 的 问题 因此 我 进一步 猜测 假如 
第 一 陈 氏 类 可 用 Kahler 的 常数 倍 来 表示 ， 则 Kahler- Einstein 度量 的 存在 性 和 
流 形 本 身 的 稳定 性 等 价 ， 在 我 的 讨论 班 上 ， 这 是 一 个 主要 的 讨论 项 目 ， 我 曾经 
提出 一 系列 的 研究 这 个 问题 的 方法 ， 我 的 研究 生 例如 田 刚 、 罗 华章 等 的 博士 论 
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文 都 与 这 个 问题 有 关 ， 但 这 个 问题 还 待 深入 理解 . 


我 认为 几何 稳定 性 理论 除了 对 复 几 何 外 ， 对 一 般 非 线性 方程 亦 会 有 贡献 . 
我 相信 非 线性 微分 方程 ， 几 何 稳定 性 和 几何 结构 的 交汇 是 一 个 很 基本 的 问题 ， 
在 未 来 的 几 十 年 里 将 会 有 深入 的 互动 ， 更 可 以 想象 的 是 它 跟 物理 学 上 的 renor- 
malization flow 会 有 密切 关系 . 当 结构 稳定 后 ,我 们 希望 将 全 部 结构 完成 一 个 紧 
致 空间 ， 因 此 要 引进 半 稳 定 结构 的 观念 ， 而 这 些 结构 可 以 看 做 模 空 间 的 边界 ， 
也 因此 一 般 来 说 它们 有 奇异 点 ， 这 种 自然 产生 的 奇异 点 是 微分 几何 学 里 面 重要 
的 奇异 点 ， 在 这 些 空 间 上 ， 研 究 它 们 的 几何 结构 ， 规 范 场 和 子 流 形 是 很 有 意思 
的 事情 ， 往 往 经 过 singular perturbation 后 ， 我 们 对 原来 光滑 的 几何 结构 会 有 更 
RAHIT fF. 


除了 研究 几何 结构 的 模 空间 外 ， 还 有 规模 场 、 子 流 形 和 全 纯 映 像 空 间 的 模 
空间 , 周 炜 良 在 代数 子 流 形 模 空间 上 有 伟大 的 贡献 . 这 些 模 空间 的 拓扑 和 陈 氏 类 
都 是 代数 流 形 的 重要 不 变量 . 它们 有 重要 的 物理 意义 ，Donaldson 的 不 变量 是 从 
规范 场 的 模 空 间 引 出 ， 上 述 的 弦 理 论 在 代数 几何 上 的 应 用 是 从 全 纯 映 像 的 模 空 
间 得 出 , 如 何 了 解 这 些 模 空间 的 拓扑 意义 是 极为 重要 的 . 事实 上 ，Donaldson 理 
论 的 一 个 重要 起 点 在 于 Hermitian Yang Mill 和 anti-self-dual connection 的 等 价 
性 , 而 后 者 在 一 般 的 四 维 流 形 亦 可 定义 ,其 模 空间 在 generic 的 Riemann 度量 下 
最 为 清楚 . 代数 几何 的 工具 可 以 计算 Donaldson 不 变量 . 而 后 者 让 Donaldson 证 
明 它 是 微分 不 变量 . Donaldson 对 这 些 模 空 间 的 了 解 是 他 的 理论 成 功 的 一 个 原 
因 . 

代数 几何 学 里 一 个 最 重要 的 问题 乃 是 Hodge 猜测 . 如 何 知道 一 个 拓扑 同调 
类 可 以 由 代数 子 流 形 来 表示 , 这 是 一 个 困扰 了 数学 家 大 半 世 纪 以 上 的 问题 , 它 在 
数论 上 亦 占 一 个 重要 地 位 ， 在 未 来 的 世纪 里 它 应 该 得 到 解决 .与 此 相关 的 一 个 
极为 重要 的 问题 问 : 复 的 vector bunde 在 甚么 流 形 下 有 全 纯 结构 ? 及 复 流 形 什 
么 时 候 存 在 可 积 的 复 结构 ? 这 都 是 极为 重要 的 问题 . 它们 的 模 空 间 如 何 描述 ? - 
Hodge 结构 和 Torelli 定理 就 是 很 重要 的 关键 ， 它 在 高 维 空间 的 推广 和 在 vector 
bundle 的 意义 是 值得 发 展 的 方向 . 

弦 理 论 引 进 了 奇妙 的 对 偶 观 念 ， 我 们 需要 深入 地 了 解 其 中 的 几何 意义 ， 这 
些 对偶 将 上 述 各 种 几何 结构 、 规 范 场 和 子 流 形 漂亮 地 连结 起 来 而 得 到 出 乎 意 表 
的 结果 , 我 们 不 可 能 漠视 它们 的 重要 性 , 基本 上 , 几何 学 家 应 当 有 宏观 的 视野 ， 
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表面 上 不 同 的 结构 可 茂 有 深入 的 联系 . 

算术 几何 的 发 展 使 代数 几何 开阔 了 视野 ， 它 引进 了 重要 的 工具 ， 也 渐渐 地 
影响 了 微分 几何 的 看 法 ， 尤 其 是 Calabi-Yau 流 形 与 算术 几何 的 关系 日 益 密 切 ， 
弦 理 论 的 对 偶 理 论 和 算术 几何 的 工 孙 数 的 发 展 应 当 指 日 可 待 . 

算术 和 几何 的 互动 无 可 避免 会 考虑 Arakalov 几何 和 由 此 引出 的 微分 几何 问 
题 ， 有 限 域 上 的 几何 可 以 提供 微妙 的 方法 来 了 解 一 般 代数 流 形 的 性 质 ， 在 这 方 
面 最 著名 的 定理 是 Mori 在 有 理 曲 线 方面 的 著名 工作 .我们 希望 能 够 从 不 同 的 
角度 用 几何 方法 来 了 解 Frobenius action. 最 近 几 年 来 在 Calabi-Yau 流 形 上 的 工 
作 ， 显 示 它 在 算术 上 的 关系 将 会 愈 来 愈 密切 ， 我 们 需要 一 个 通盘 的 考虑 ， 将 算 
术 几 何 、 代 数 几 何 、 微 分 几何 、 分 析 和 弦 理 论 的 保 角 场 理论 结 合 在 Calabi-Yau 
流 形 上 来 讨论 . 

Shimura 流 形 在 算术 几何 和 分 析 中 有 很 重要 的 应 用 ， 但 我 们 对 它 的 拓扑 和 
种 种 几何 性 质 了 解 并 不 清楚 . 我 想 在 这 个 问题 上 ， 高 维 拓扑 的 理论 会 重新 发 现 
它 的 重要 性 . 举例 来 说 ， 如 何 决 定 一 个 流 形 拓 扑 与 Shimura variety 同 胚 是 一 个 
有 趣 的 问题 . 

更 进一步 的 问题 是 , 什么 时 候 可 以 决定 一 个 流 形 是 某 些 自 然 结构 的 模 空间 . 
研究 模 空 间 的 拓扑 性 质 需要 融合 几何 几 个 不 同 领域 的 学 问 ， 它 的 intersection 
cohomology 和 L? cohomology 的 关系 就 是 一 个 例子 . 

微分 几何 经 过 种 种 的 融合 后 将 会 是 多 姿 多 彩 的， 但 是 它 能 否 有 足够 丰富 的 
结构 来 迎合 近代 物理 时 空 量 子 化 的 需要 ， 这 是 一 个 意义 深长 的 问题 ， 有 人 建议 
用 非 交 换 几 何 的 架构 ， 有 人 建议 碎 形 几何 ， 让 我 们 拭目以待 吧 . 

开始 时 ， 我 谈 到 几何 的 发 展 受 到 应 用 数学 的 影响 ,在 古代 测量 地 形 和 建造 
房屋 、 金 字 塔 的 时 候 很 明显 地 意识 到 平面 和 立体 几何 的 重要 性 ， 以 后 Kepler 对 
二 次 曲线 和 正 立 体 的 兴趣 更 指出 天 文物 理 和 几何 的 密切 关系 . 

自从 古典 力学 和 工程 学 得 到 良好 的 结合 以 后 ， 很 多 自然 界 的 现象 ， 例 如 水 
流 、 满 流 、 光 波 散 射 的 种 种 问题 都 得 到 某 些 认识 并 引出 优美 的 几何 现象 ， 例 如 
geometric optics 和 孤立 子 soliton 等 理论 都 是 很 有 意思 的 问题 , 近代 计算 机 的 进 
步 影 响 了 图 论 的 发 展 ， 更 引进 了 很 多 几何 的 观念 ， 而 pattern recognition, com- 
puter graphics 更 是 直接 的 用 到 几何 的 方法 ， 例 如 多 维 图 形 的 剖 分 ， 离 散 群 和 格 
点 的 分 布 等 等 ， 可 以 见 到 几何 学 家 不 应 忽视 工程 上 的 问题 . 
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微分 几何 确 是 一 门 丰富 的 学 问 ， 本 文 并 未 概括 所 有 有 意义 的 工作 ， 但 已 经 
看 出 21 世纪 的 几何 学 将 会 是 数学 和 一 般 科学 的 中 心 . 
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在 本 文中 ， 我 们 将 讨论 几何 学 与 相关 学 科 中 作者 认为 比较 重要 的 问题 . 

自从 古 希 腊 数 学 家 的 时 代 开始 ， 几 何 学 就 被 认为 是 科学 的 中 心 ， 科 学 家 总 
是 无 法 抗拒 用 几何 学 的 语言 去 解释 自然 现象 ， 确实 ， 我 们 完全 有 理由 把 几何 对 
象 看 作 自 然 界 的 一 部 分 ， 事实 上 几何 学 中 几乎 所 有 美妙 的 定理 都 在 经 典 的 或 现 
代 的 物理 学 中 找到 了 应 用 . 为 了 更 好 的 理解 几何 学 的 未 来 ， 我 们 也 许 有 必要 回 
顾 一 下 已 知 的 结论 。 当然， 我 所 认为 重要 的 问题 也 许 在 他 人 看 来 并 非 如 此 . 同 
样 的 ， 我 们 也 应 该 牢记 ， 现 在 热门 的 问题 也 许 今后 并 非 如 此 . 

一 套 理论 只 有 当 它 的 结论 能 够 帮助 我 们 更 好 的 理解 几何 学 的 基本 结构 和 内 
在 美感 的 时 候 ， 才 能 被 认为 是 成 功 的 . 

虽然 我 们 要 把 这 个 学 科 分 成 几 个 门类 来 讨论 , 但 是 这 种 分 类 其 实 是 人 为 的 ， 
因为 每 个 分 支 的 发 展 都 强烈 的 依赖 于 其 他 的 分 支 . 


I. 子 流 形 . 

经 典 几 何 学 中 的 许多 非常 重要 的 问题 现在 仍然 没有 解决 . 描述 三 维 欧 氏 空 
间 中 的 曲面 已 经 成 为 计算 机 图 形 学 与 数据 压缩 中 的 重要 命题 ， 同时 它们 也 在 现 
代 电 影 制 片 中 起 着 重要 的 作用 . 

其 实 ， 三 维 空 间 中 的 曲面 理论 是 几何 学 的 中 心 论题 . 许多 困难 的 问题 至 今 
仍 没有 解决 . 从 Gauss 的 时 代 开 始 ， 几 何 学 家 就 对 曲面 的 内 蕴 度 量 结 构 与 它们 
在 外 围 空间 中 的 外 蕴 几 何 性 质 之 间 的 关系 抱 有 浓厚 的 兴趣 . 


A. 曲面 的 等 距 嵌 入 . 一 个 熟知 的 问题 是 刻画 曲面 上 所 有 可 以 实现 为 到 三 维 
空间 中 嵌入 的 内 列 度 量 . Minkowski 在 这 个 问题 上 作 了 第 一 个 重要 的 进展 ， 证 
明了 任何 凸 多 面体 都 是 可 以 实现 的 [152]. 对 具有 正 曲 率 的 光滑 曲面 , 由 于 Weyl 
做 出 了 第 一 个 重要 的 估计 [221] ， 所 以 这 个 问题 被 称 为 Weyl 问题 . H. Lewy 在 


1 本 文 (Reviews of Geometry and Analysis) 是 丘成桐 教授 2000 年 3 月 发 表 于 Asian J. Math. 
Vol. 4, No. 1, 235-278 的 文章 ， 由 徐 浩 翻 译 ， 丘 成 桐 校订 . 
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实 解析 范畴 下 解决 了 这 个 问题 [124], Pogorelov[169] 和 Nirenberg[162] 解决 了 

Wey] 问题 能 够 解决 的 一 个 重要 的 原因 是 它 的 解 必 定 是 惟一 的 ,这 是 Cohn- 
Vossen 和 Pogorelov 的 一 个 定理 .这 里 的 惟一 性 是 指 ， 曲 面 的 任何 等 距 巾 入 都 
相差 一 个 三 维 空间 中 的 刚体 运动 . 这 样 的 整体 刚性 对 非 凸 曲面 而 言 ， 如 何 找 出 
好 的 定理 是 困难 的 . A.D. Alexandrov 研究 了 下 一 个 最 简单 的 情形 ， 即 曲面 曲 
率 的 正 部 的 积分 等 于 47[1]. 他 只 对 实 解析 度量 证 明了 刚性 . Nirenberg 做 了 一 
个 非常 漂亮 的 尝试 来 证 明光 滑 的 情形 [163]. 我 们 只 要 证 明 曲 面 上 至 多 存在 一 条 
闭 的 渐 近 曲线 , 就 可 以 套用 Nirenberg 的 论证 . 理解 曲面 上 的 渐 近 曲线 仍然 是 一 
个 显著 的 问题 ， 它 们 在 负 曲 率 曲 面 的 整体 等 距 幅 入 问题 中 具有 基本 的 重要 性 ， 
因为 它们 是 等 距 幅 入 问题 的 特征 曲线 .人 负 曲 率 曲面 的 等 距 幅 入 问题 是 一 个 非常 
有 趣 的 双 曲 问题 ， 同 样 地 ， 证 明 对 这 类 曲面 的 整体 存在 性 定理 是 非常 困难 的 . 
RX, 著名 的 Hilbert-Efimov 定理 说 ， 一 个 具有 强 负 曲率 的 完备 曲面 不 能 等 距 
嵌入 到 三 维 欧 氏 空间 中 [55]. 

一 个 重要 的 存在 性 定理 是 由 洪 家 兴 证 明 的 [98] ， 他 假设 了 曲率 按 合适 的 方 
ARM. 一 个 很 有 挑战 性 的 问题 是 , 给 出 Efimov 定理 的 一 个 量化 的 证 明 . 也 就 
是 说 ， 取 一 个 半径 为 r 的 测 地 球 ， 其 上 的 曲率 < -1 并 且 在 圆心 曲率 等 于 -1. 
问 使 得 它 可 以 嵌入 到 Re 并 且 第 二 基本 形式 小 于 一 个 给 定常 数 的 最 大 的 7 值 . 

整体 刚性 对 一 般 的 紧 致 曲面 不 成 立 ， 不 论 度量 是 否 是 实 解析 的 . 然而 ， 经 
典 几 何 学 中 的 一 个 显著 的 问题 是 ， 是 否 存在 R 中 紧 曲 面 的 一 个 非 刚体 运动 的 
ESR SIERRA. 

R. Connelly[50] 和 D.Bleecker[15] 对 多 面体 给 出 了 这 个 刚性 猜想 的 漂亮 的 反 
例 . 他 们 的 方法 似乎 不 能 改进 来 给 出 光滑 情形 的 反例 ， 闭 曲面 的 等 距 运 动 存在 
Sha AEE. 很 可 能 只 有 有 限 多 个 这 样 的 不 变量 ， 使 得 等 距 运 动 的 空间 是 有 
限 维 的 . Bleecker 的 例子 表明 这 种 曲面 所 包围 的 体积 不 是 一 个 不 变量 . 我们 应 
该 能 够 把 这 些 多 面体 的 例子 推广 到 分 段 光滑 的 情形 ， 并 且 了 解 这 种 运动 是 否 是 
边界 的 运动 造成 的 . 

同样 ，Cohn-Vossen 发 展 了 闭 曲面 的 无 穷 小 刚性 理论 [47]. 其 中 的 方程 是 线 
性 的 ， 所 以 更 容易 处 理 . 但 是 只 有 当 曲 率 为 正 时 才 是 椭圆 型 的 ， 所 以 对 曲率 变 
号 的 曲面 来 说 ， 了 解 这 个 方程 会 很 困难 . 
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我 们 知道 ， 对 某 些 闭 曲 面 存 在 非 平凡 的 一 阶 等 距 形变 .现在 的 问题 是 ， 怎 
样 刻画 这 些 曲面 ， 这 些 是 关于 整体 曲面 上 的 混合 型 方程 的 自然 的 惟一 性 问题 . 
对 一 般 的 一 簇 带 负 曲 率 的 曲面 ， 应 当 有 无 穷 多 个 曲面 存在 一 阶 等 距 变 形 ， 有 没 
有 办 法 用 微分 方程 的 谱 束 找到 这 些 曲面 . 

当然 ,我们 也 可 以 对 开 曲 面 问 上 面 的 问题 。 Cartan 证 明了 每 个 实 解析 曲 
面 可 以 局 部 等 距 柑 入 到 Re 中 [35]. 同样 的 问题 在 光滑 度量 时 要 困难 得 多 . 林 长 
寿 的 一 个 重要 的 定理 说 ， 具 有 非 负 曲率 的 光滑 曲面 可 以 局 部 等 距 嵌 入 到 R 中 
[140]. 他 也 解决 了 曲率 的 梯度 不 为 零 的 情形 [141]. 一 个 公开 的 问题 是 说 ， 是 否 
这 个 假设 可 以 去 掉 . 这 个 问题 最 近 由 Nadirashvili 找到 了 反例 , 

对 带 边 紧 曲 面 的 等 距 典 入 的 边 值 问题 ， 我 们 可 以 有 两 种 不 同 的 表达 方法 . 
一 种 是 Neumann 问题 ， 要 求 边界 的 平均 曲率 等 于 一 个 给 定 的 函数 H. (我 们 要 
KH >K.) 当然 ,我 们 也 可 以 要 求 边 界 曲线 的 象 是 某 个 曲面 的 子 集 ， 另 一 种 
是 Dirichlet 问题 ， 要 求 边 界 的 象 是 一 条 给 定 的 Jordan HA. 在 第 一 个 问题 中 ， 
如 果 曲 率 为 正 , 平均 曲率 可 以 是 有 界 的 , 并 且 能 够 保证 正则 性 . 后 一 个 问题 中 ， 
给 定 曲 线 的 一 个 重要 的 必要 条 件 是 它 的 第 二 基本 形式 的 长 度 必须 控制 原来 边界 
的 测 地 曲率 . 洪 家 兴 已 经 对 这 个 问题 做 出 了 重要 的 进展 [97]. 

TR 中 的 无 边 的 闭 曲面 ， 它 们 的 内 列 曲 率 存在 许多 约束 ， 第 一 个 重要 的 
约束 是 ， 曲 率 在 某 一 点 必须 为 正 ， 并 且 [Kt > 4r ， 其 中 K+ = max(K,0). 

Nirenberg[163] 证 明 如 果 /K+ = 4r, 那么 集合 {K < 0} 的 每 个 分 支 都 包 
合 在 两 条 闭 的 平面 曲线 所 围 的 区 域 中 ， 这 个 事实 给 出 了 可 以 等 距 淄 入 R 的 度 
量 的 一 个 约束 . 集合 {K > 0} 和 {K < 0} 的 拓扑 是 否 存在 一 般 的 约束 ? 

WR E RA R? 中 的 ， 则 它 的 内 部 是 区 域 9. 把 的 谱 和 OO 的 谱 建立 
联系 应 该 会 很 有 趣 ， 一 个 简单 的 论证 表明 O 的 体积 的 上 界 是 Areal)? , 
其 中 Xi 是 的 第 一 特征 值 ， 从 这 个 陈述 以 及 Korevaar[116] 的 工作 可 以 得 出 
>C,>0, HAT u;(Q) 是 Q 的 第 i 个 Dirichlet 特征 值 ， 和 (5) BE 
的 第 i 个 特征 值 . 这 里 Cs BWP RRS UN SRNR. 什么 是 Co 的 最 佳 
E, 以 及 是 否 存在 一 个 曲面 取 到 这 个 最 佳 值 ? 是 否 集合 {um 决定 了 {A(Z)} 
以 及 反 过 来 ? 如 果 曲 面 E URERA R 中 , 它 的 谱 {X(2)} 很 可 能 是 有 约束 
的 . 那么 约束 条 件 是 什么 ? 我们 知道 {AE 的 渐 近 行为 是 和 的 测 地 流 的 动 
力学 性 质 密切 相关 的 . 是 否 测 地 流 的 动力 学 性 质 有 约束 ?既然 已 不 能 有 处 处 非 
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正 的 曲率 ， 是 否 闭 的 嵌入 曲面 的 测 地 流 是 非 遍 历 的 ? 如 果 它 是 非 遍历 的 ， 是 否 
可 以 用 外 缆 几 何 描述 测 地 流 的 不 变 区 域 ? 什么 是 这 个 流 的 炉 ? ALP AT LAR 
的 坐标 描述 这 些 测 地 线 ? 


B. 几 种 不 同 的 几何 . 我 们 可 以 研究 曲面 在 比 正 交 群 更 大 的 群 作用 下 保持 不 
变 的 那些 性 质 ， 比 如 作用 在 R3 上 的 特殊 线性 群 ， 共 形变 换 群 和 射影 变换 群 . 我 
们 可 以 问 曲 面 2 在 这 些 群 作用 下 保持 不 变 的 性 质 ， 它 们 分 别称 为 仿 射 ， 共 形 和 
射影 几何 .这 些 几 何 中 有 许多 有 趣 的 尚 待 解决 的 问题 . 

仿 射 几何 中 重要 的 不 变量 是 仿 射 度量 与 仿 射 法 线 ， 当 曲面 的 所 有 仿 射 法 线 
都 汇聚 于 一 点 时 ， 称 该 曲面 为 仿 射 球面 . 这 种 曲面 已 经 在 Calabi[23,24], Calabi- 
Nirenberg[26] 和 Cheng-Yau[39,40] 中 做 了 广泛 的 研究 ， 从 这 些 工作 ， 我 们 知道 
对 任意 的 凸 锥 ， 有 一 个 完备 仿 射 球面 和 它 渐 近 ( 例如 ， 曲 面 zyz = 1 和 坐标 锥 
ANE). 如何 有 效 地 构造 这 样 的 仿 射 球面 将 会 是 非常 有 趣 的 .是否 可 以 找到 一 个 
用 全 纯 函 数 的 表示 (参看 [218]) ? 是 否 可 以 用 闭 形式 写 出 这 样 的 球面 ? 多 面体 
锥 的 情形 是 特别 有 趣 的 ， 我 们 是 否 可 以 计算 这 些 情形 下 的 仿 射 度量 ? 当然， 我 
们 可 以 对 高 维 情形 问 同样 的 问题 ， 这 和 线性 优化 问题 有 联系 [110]. 

到 目前 为 止 , 大 多 数 进展 假定 了 曲面 是 凸 的 ， 当 曲面 具 负 曲率 时 会 有 什么 
结果 ? 怎么 样 的 仿 射 球面 具有 完备 的 负 曲 率 的 诱导 度量 ? 

仿 射 极 大 曲面 的 概念 是 由 一 个 四 阶 的 椭圆 方程 定义 (参看 [25] )， 我们 所 
以 可 以 固定 曲面 的 边界 和 沿 着 边界 的 法 向 ， 如 果 我 们 固定 一 个 三 角形 的 边界 ， 
那么 是 否 有 一 个 有 效 的 方法 来 解 这 个 仿 射 极 大 曲面 的 边 值 问题 ”如果 我 们 固定 
Ro 中 的 一 个 多 面体 , 我 们 可 以 尝试 构造 一 个 通过 多 边 形 所 有 楼 的 C1- 曲面 ,并 
且 该 曲面 在 每 一 面 都 是 仿 射 极 大 的 .在 所 有 这 样 的 C1- 曲面 中 ， 我 们 可 以 试图 
找 出 一 个 具有 极 大 全 仿 射 面积 的 曲面 最近， Trudinger 与 汪 徐 家 [214] 解决 了 
仿 射 极 大 曲面 的 Bernstein 问题 . 我 们 希望 今后 会 有 更 多 关于 仿 射 极 大 曲面 的 估 
计 的 工作 出 现 . 

如 同 我 们 在 Cheng-Yau[40] 中 所 讨论 的 ，R"+1 中 的 仿 射 球面 的 仿 射 度量 在 
经 过 一 个 Legendre 变换 以 后 成 为 了 Rn 中 一 个 凸 区 域 的 上 的 射影 不 变 度量 . 所 
以 把 R” 中 曲面 的 射影 不 变性 质 和 R+. 中 的 仿 射 球面 的 超 曲面 的 仿 射 性 质 联 
系 起 来 会 是 一 个 有 趣 的 问题 . 

我 们 知道 如 果 R 中 的 一 个 闭 曲面 是 无 穷 小 (度量 ) 刚性 的 , 那么 它 在 射影 
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变换 下 的 象 也 是 无 穷 小 刚性 的 ， 是 否 可 以 在 射影 或 仿 射 几何 中 找 出 好 的 不 变量 
来 解释 这 个 现象 ? 

R? 中 的 代数 曲面 当然 是 重要 的 曲面 ,然而 ,我 们 对 它们 几乎 一 无 所 知 ， 现 
在 有 一 些 关于 它们 的 分 支 数目 的 信息 . 但 是 它们 的 几何 肯定 是 特殊 的 . 脐 点 的 数 
目 ， 闭 测 地 线 的 数目 ， 闭 渐 近 线 的 数目 ， 正 曲率 区 域 的 拓扑 ，Laplace 算 子 的 特 
征 值 , 这 些 都 是 和 定义 曲面 的 多 项 式 相关 的 有 趣 的 不 变量 . 例如 , 我 们 希望 用 这 
些 曲 面 和 直线 相交 的 情形 来 估计 它们 的 值 .一 方面 ， 我 们 有 从 代数 几何 中 得 到 
的 技巧 和 信息 . 我 们 可 以 把 曲面 复 化 以 得 到 它们 的 拓扑 和 相互 间 的 关联 信息 . 不 
幸 的 是 , 代数 曲面 复 化 并 不 惟一 , 如 何 处 理 复 化 是 很 有 意义 的 问题 . 另 一 方面 ， 
我 们 希望 用 经 典 的 方法 来 理解 这 些 曲 面 的 经 典 几 何 - 偏 微分 方程 和 来 自 实 射影 
几何 的 联系 ， 在 这 两 种 方法 间 建 立 沟通 将 会 是 非常 重要 的 ， 当 我 们 复 化 这 些 曲 
面 的 时 候 , 大 多 数 情况 , 我 们 可 以 找到 一 个 具有 负 的 数量 曲率 的 Kihler-_ Einstein 
度量 [207]. 既然 这 个 度量 在 反 全 纯 对 合 下 是 不 变 的 ， 我 们 就 找到 了 曲面 上 的 一 
个 典 则 度量 .( 典 则 是 指 如 果 有 一 个 代数 双 射 对 两 个 代数 曲面 和 它 的 复 化 曲面 
是 双 射 时 ， 它 会 是 这 个 典 则 度量 的 等 距 映 射 . ) 实 代数 艇 上 的 一 些 定理 可 以 用 典 
则 度量 来 加 以 证 明 ， 我 们 如 何 把 这 个 典 则 度量 和 曲面 上 的 诱导 欧 氏 度量 联系 起 
来 呢 ? 

在 复 代 数 几何 中 ， 了 解 一 个 代数 流 形 上 的 代数 曲线 是 非常 重要 的 ， 实 代数 
曲面 上 的 实 代 数 曲线 扮演 了 什么 样 的 角色 ? 这 些 曲 线 的 拓扑 与 几何 性 质 怎样 ? 
我 们 如 何 用 定义 曲线 的 多 项 式 的 次 数 来 给 出 这 些 曲 线 的 分 支 数目 和 测 地 曲率 的 
ER. 

很 可 能 每 个 闭 曲 面 都 可 以 用 次 数 足够 大 的 实 代 数 曲 面 来 逼近 .什么 是 逼近 
一 个 给 定 曲面 的 代数 曲面 的 最 小 次 数 ? 换言之 ， 给 一 个 常数 = > 0, 使 得 和 给 定 
曲面 的 Hausdorff 距离 小 于 e > 0 的 代数 曲面 的 最 小 次 数 是 多 少 ? 是 否 可 以 用 
曲面 的 合适 的 可 计算 的 几何 量 给 出 一 个 估计 ( 比如 曲面 平均 曲率 和 它 的 微分 的 
L? 范 数 )? 如 果 我 们 对 次 数 小 于 一 个 给 定 整数 的 曲面 的 平均 曲率 的 7Z2 范 数 取 
极 小 化 ， 那 么 我 们 会 得 到 什么 样 的 代数 曲面 ? 

实 代数 曲面 提供 了 很 丰富 的 一 类 自然 奇 点 ， 研 究 奇 点 附近 的 主 曲率 的 行为 
是 非常 有 意思 的 . Laplace 算 子 的 特征 函数 在 这 些 点 附近 的 行为 也 会 是 很 有 趣 
的 . 
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相反 的 ， 如 果 我 们 有 代数 1 - 形式 定义 了 一 个 ( 可 能 奇异 的 ) 叶 状 结构 ， 
如 何 找 出 闭 叶 和 这 些 叶 的 数目 的 上 界 将 会 很 有 趣 ， 什 么 时 候 这 些 叶 是 代数 的 ? 


C. 极 小 曲面 . 文献 中 研究 的 有 几 类 重要 的 曲面 . 大 多 数 是 由 变 分 方法 得 到 
的 . 

第 一 类 主要 的 是 极 小 曲面 这些 曲面 的 平均 曲率 为 零 ， 当 我 们 给 定 R 中 
的 一 条 闭 曲线 ， 我 们 寻找 边界 是 这 条 给 定 曲线 的 曲面 中 面积 最 小 的 .我 们 可 以 
限制 这 些 曲面 的 拓扑 是 属于 某 些 类 型 的 ， 比 如， 我 们 可 以 考虑 所 有 亏 格 是 9 的 
曲面 . 那么 面积 的 极 小 值 A, 是 一 个 依赖 于 亏 格 的 数 . 一 般 而 言 ，Ag > Agy > 
… [149]. 当 边 界 曲线 是 光滑 的 ， Hardt-Simon 的 一 个 著名 定理 说 ， 对 某 个 go, 
Ag = Ag+1 = +++ [90]. 现在 还 没有 有 效 的 方法 估计 go ， 这 将 会 是 一 个 有 挑战 
性 的 问题 . 

现在 还 不 知道 是 否 R? 中 的 一 条 光滑 简单 闭 曲 线 可 以 成 为 无 穷 多 个 极 小 曲 
面 的 边界 . (如果 曲线 是 实 解析 的 ， 这 种 情况 不 会 发 生 ( Tomi[212] ). ) 是 否 
有 一 个 一 般 的 算法 来 找到 所 有 以 一 条 给 定 闭 曲线 (或 一 个 闭 曲线 的 集合 ) 为 边 
界 的 极 小 曲面 ? 计算 以 给 定 曲线 为 边界 的 非 稳定 极 小 曲面 仍然 是 一 个 困难 的 问 
题 . (现在 也 没有 很 有 效 的 方法 来 计算 面积 极 小 的 曲面 . ) 我 们 不 知道 以 给 定 的 
光滑 曲线 为 边界 的 稳定 或 非 稳 定 极 小 曲面 的 亏 格 可 以 有 多 大 ， 是 否 可 以 是 任意 
大 ? 

有 关 极 小 曲面 的 定量 行为 的 许多 基本 问题 现在 还 没有 解决 ， 一 个 熟知 的 问 
题 是 ， 等 周 不 等 式 的 最 住 常数 ， 即 H 的 最 佳 上 界 是 多 少 ， 其 中 ARME, L 
是 边界 的 长 度 . 自然 地 我 们 会 猜测 它 等 于 1. 如 果 边 界 是 一 条 约 当 曲线 这 是 已 知 
的 (参看 Li-Schoen-Yau[132] )， 这 个 问题 和 极 小 曲面 的 Sobolev 不 等 式 的 最 住 
常数 有 关 ， 这 个 是 L 的 情形 Le 的 情形 也 同样 有 趣 . 

极 小 曲面 的 第 一 Neumann 特征 值 的 下 界 估 计 和 第 一 Dirichlet 特征 值 的 上 
界 估计 是 很 有 趣 的 问题 . 

虽然 对 于 一 条 闭 曲线 的 存在 性 问题 已 经 解决 了 ， 多 个 边界 分 支 的 情形 还 所 
知 甚 少 ， 同 样 ， 当 边界 是 奇异 的 ， 只 有 非常 少 的 结果 . 

给 定 R 中 一 个 同 胚 于 5? 的 单纯 复 形 的 一 维 骨架 ， 我 们 可 以 极 小 化 从 5? 
到 R? 的 通过 这 个 一 维 骨架 的 映射 的 象 的 面积 ， 其 中 象 的 面积 的 重 数 是 1. 其 中 
会 产生 什么 样 的 奇 点 ?比如 ， 对 一 个 同 胚 于 四 面体 骨架 的 一 维 集合 来 说 ， 是 否 
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可 以 找到 一 个 同 胀 于 这 个 骨架 上 的 锥 的 极 小 集合 . 

由 于 Meeks,Hoffman,Jorge,Karcher,Rosenberg 和 其 他 一 些 人 的 努力 (参看 
[58,96,148] ), R? 中 完备 道 紧 极 小 曲面 的 拓扑 分 类 已 经 接近 完成 . 然而 , 现在 还 
不 清楚 如 何 分 类 相配 的 共 形 结构 以 及 和 第 二 基本 形式 联系 的 二 次 微分 形式 ( 虽 
然 在 Collin-Kusner-Meeks-Rosenberg 最 近 的 工作 里 有 了 进展 [49] ). 除了 分 类 问 
题 ， 许 多 和 这 些 曲面 上 的 分 析 相 关 的 问题 还 没有 解决 . 

例如 ， 我 们 可 以 问 关 于 R? 中 完备 极 小 曲面 上 的 调和 函数 的 问题 . 如 果 调 
和 函数 是 正 的 ， 是 否 它 在 曲面 的 每 个 末端 渐 近 于 一 个 常数 ? 如果 一 个 调和 函数 
U 有 至 多 多 项 式 增长 ， 那 么 是 否 存 在 一 个 常数 a ， 使 得 
U(z) 


< œ? 
|x| 


0< limje|—00 


这 样 的 a 组 成 的 集合 是 不 是 无 穷 的 ， 是 否 渐 近 于 一 个 整数 ? 对 每 个 a ， 这 样 的 
调和 函数 空间 是 有 限 维 的 . 在 一 个 合适 的 加 权 Sobolev 范 数 下 ， 所 有 多 项 式 增 
长 的 调和 函数 空间 和 函数 el? 所 生成 的 函数 环 应 该 张 成 所 有 多 项 式 增长 的 函数 
空间 . 

一 个 完备 首 紧 嵌入 的 极 小 曲面 上 Laplace 算 子 的 谱 应 该 不 会 和 R? 的 情形 
相差 太 远 此外， 我 们 希望 知道 如 何 描述 连续 谱 和 近似 特征 函数 . 

也 许 研究 算 子 -A + zl 的 谱 是 很 有 趣 的 ， 因 为 它 是 离散 的 . 这 应 该 与 
lel? 的 临界 点 和 连接 这 些 临界 点 的 经 典 道路 有 关 .，( 经 典 道路 是 指 那些 相对 于 
Lagrange pat f |Vul? + fel u? 临界 的 道路 ). 

用 共 恩 极 小 曲面 的 构造 方法 , 很 容易 构造 极 小 曲面 的 非 平 几 连续 族 . 然而 ， 
这 族 曲 面 中 只 有 孤立 的 成 员 是 幅 入 的 . 一 些 经 典 的 仍 入 极 小 曲面 的 例子 , 如 Rie- 
mann 楼 梯 (staircases) 和 Scherck 塔 (towers) ,的确 构成 曲面 族 . (参看 Grosse- 
Brauckmann,Kusner 和 Sullivan[83] 最 近 的 关于 裤子 形状 的 常平 均 曲 率 曲面 的 分 
类 ). Kapouleas [108,109] 用 奇异 扰动 方法 构造 了 大 量 的 Rs 中 极 小 曲面 和 常平 
均 曲 率 曲面 ,但 是 构造 极 小 曲面 的 非 平 凡 连 络 族 仍 是 很 有 趣 的 问题 . 

大 多 数 完备 道 紧 淄 入 的 极 小 曲面 都 是 渐 近 平坦 的 .了解 这 些 曲 面 上 的 测 地 
流 的 动力 学 性 质 应 该 是 非常 有 趣 的 ， 测 地 线 何 时 从 无 穷 远 发 出 ? 它们 是 怎么 散 
开 的 ? 

我 们 知道 存在 逆 紧 浸入 到 球 中 的 完备 极 小 曲面 . 这 些 曲 面 的 几何 性 质 怎 样 ? 
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它们 能 否 是 嵌入 的 ? 既然 曲率 一 定 趋 于 负 无 穷 ， 找 出 这 些 曲面 在 末端 的 精确 的 
渐 近 行为 就 非常 重要 .它们 的 谱 是 否 是 离散 的 ? 


D. 闭 的 极 值 曲面 . R° 中 最 简单 的 极 值 闭 曲面 是 指 面积 取 到 极 值 ， 同 时 保 
持 内 部 体积 固定 . 这 些 曲面 具有 常平 均 曲率 . Wente 解决 了 如 下 的 经 典 问题 ， 
证 明了 存在 具有 常平 均 曲率 的 浸入 环 面 [220]. 虽然 有 更 多 的 例子 被 构造 出 来 ， 
具有 常平 均 曲 率 曲 面 的 分 类 还 远 未 完成 . 

Wente 曲面 上 的 曲率 线 都 是 平面 曲线 ， 了 解 自 相 交 线 的 组 合 结构 ， 曲 面 上 
正 曲率 区 域 的 拓扑 及 其 渐 近 线 都 会 是 有 趣 的 问题 . 

另 一 类 重要 的 曲面 是 相对 于 泛 函 S H? 取 极 值 的 曲面 Leon Simon[189] 证 
明了 取得 整体 极 小 值 的 环 面 的 存在 性 ， 对 高 亏 格 曲 面 的 存在 性 问题 也 取得 了 重 
要 进展 . 计算 这 种 曲面 上 SH 的 可 能 值 毫 无 疑问 是 非常 有 趣 的 ， 这 也 将 解决 
Willmore 猜想 ， 即 环 面 上 f A? 的 整体 极 小 值 等 于 2r2[222].Willmore 问题 有 一 
个 分 段 线性 的 版 本 (参看 Hsu-Kusner-Sullivan(101] ), 但 是 甚至 在 这 种 情况 下 还 
不 清楚 如 何 保证 极 小 化 的 存在 性 . 

在 一 个 三 维 流 形 上 ， 我 们 可 以 将 泛 函 VA(1 - 4 SIHI 极 值 化 ， 其 中 4 
是 曲面 的 面积 . 在 相差 一 个 正规 化 下 ， 这 个 量 被 称 为 曲面 的 Hawking 质量 [92]. 


E. 曲面 的 运动 . 曲面 在 R 中 有 许多 运动 方式 .我 们 已 经 提 到 了 怎样 描述 
曲面 的 保持 内 列 度 量 的 运动 这 个 非常 有 趣 的 问题 . 什么 是 研究 这 些 运 动 ( 模 掉 
欧 氏 空间 的 运动 ) 的 好 途径 ? 如果 我 们 移动 曲面 的 边界 ， 是 否 紧 曲面 的 运动 可 
以 由 有 限 多 个 参数 所 决定 ?如 果 曲 面 的 曲率 可 以 为 负 ， 这 是 一 个 困难 的 问题 . 

更 一 般 的 ， 是 曲面 允许 度量 随 着 第 二 基本 形式 变化 的 运动 ， 也 就 是 说 如 果 
X(t) TRA TARA, RIER $ (dX(t), dX (t)) H X(t) 处 的 第 二 基本 形式 
决定 的 一 个 对 称 张 量 所 决定 我们 期 待 这 样 一 族 曲面 会 有 怎样 的 奇异 行为 呢 ? 
由 于 Weyl 定理 ,这 个 问题 在 凸 曲面 情形 是 适 定 的 . 在 这 样 一 个 运动 下 保持 曲面 
凸 性 的 条 件 是 什么 ? 

更 多 的 熟知 的 曲面 运动 是 把 速度 A 和 曲面 法 矢 的 某 个 数量 倍数 相等 起 
来 . 这 个 数量 可 以 是 曲率 , 平均 曲率 或 平均 曲率 的 道 加 上 一 个 合适 的 正 负 号 . 一 
套 漂 亮 的 理论 已 经 由 Hamilton,Huisken 和 其 他 学 者 建立 起 来 (参看 [87],[102] ). 
对 奇 点 的 完全 理解 还 没有 完成 (除了 Huisken 和 Sinestrari[104] 在 正平 均 曲率 曲 
面 的 工作 )， 在 出 现 奇 点 后 这 个 流 会 发 生 什 么 情况 ? 
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在 这 些 曲面 的 运动 过 程 中 ， 观 察 基 本 的 几何 量 的 变化 会 是 非常 有 意思 的 . 
其 中 包括 第 二 基本 形式 ， 测 地 线 ， 脐 点 和 曲面 的 谱 等 等 的 行为 . 

自然 运动 中 创造 出 的 奇 点 也 许 是 自然 界 中 最 普遍 的 奇 点 ， 或 许 对 简单 运动 
而 言 ， 有 某 个 “ 奇 点 消解 ”定理 可 以 帮助 我 们 理解 奇 点 是 怎样 发 展 的 ， 考虑 方 
程 的 “图 ”和 奇 点 的 一 个 典型 的 方法 是 通过 投影 或 者 与 平面 相交 ， 是 否 可 以 推 
广 这 类 构造 来 理解 3 维 空间 中 曲面 的 运动 ? 例如 我 们 可 以 考虑 曲面 和 它 的 切 空 
间 在 R? 的 切 向 量 从 上 的 移动 . 

除了 用 前 面 方法 定义 的 运动 外 ， 还 有 3 维 空间 中 曲面 的 波 运动 . 当 我 们 观 
察 水 滴 ， 表 面 波 ， 和 振动 膜 的 时 候 ， 我 们 会 看 到 漂亮 的 几何 图 画 ， 我们 应 该 如 
何 期 望 去 描述 这 些 图 画 ， 虽 然 我 们 对 支配 它们 形成 的 方程 还 了 解 得 很 少 ? 

对 振动 膜 而 言 ， 我 们 熟知 波 运动 可 以 用 膜 的 特征 函数 展开 来 很 好 的 逼近 . 
如 何 解释 这 种 逼近 ?有 两 个 方程 和 振动 膜 有 关 . 一 个 是 SS = -HN , HFH 
曲面 的 平均 曲率 ，N 是 曲面 的 法 矢 . 我 们 也 可 以 研究 平坦 Minkowski 时 空中 的 
类 时 极 小 超 曲 面 ， 在 两 种 情形 下 ， 我 们 对 超 曲 面 的 整体 时 间 行 为 了 解 得 很 少 . 
对 线性 波 方程 ， 有 明显 的 具有 时 间 周 期 的 波 . 还 不 清楚 这 对 上 面 的 非 线性 方程 
意味 着 什么 . 


F. 欧 氏 空间 中 曲面 的 表示 . Minkowski 给 出 了 表示 R? 中 曲面 的 第 一 个 系 
统 的 方法 .他 成 功 的 处 理 了 凸 多 面体 的 情形 [152]. 一 般 而 言 ， Minkowski 的 网 
领 是 通过 将 法 矢 平移 到 原点 的 方法 把 曲面 2 映射 到 球面 5* 上 ( Gauss 映射 ). 
如 果 曲 面 2 是 严格 是 的， Gauss 映射 就 是 一 一 的 . 因此 曲面 的 所 有 信息 都 可 以 
通过 Gauss 映射 在 S? 上 表示 出 来 . 其 中 Gauss 曲率 ， 特 别 的 ， 可 以 写成 S 上 
的 一 个 函数 .著名 的 Minkowski 问题 是 当 我 们 知道 9?” 上 的 曲率 ， 再 生出 曲面 
D. 如 果 给 定 的 曲率 函数 是 光滑 的 , 那么 曲面 是 光滑 的 . 同时 它 在 至 多 相差 一 
个 平移 下 也 是 惟一 的 . 这 些 事 实 是 由 Pogorelov[169] 和 Nirenberg[162] 证 明 的 . 

有 几 个 重要 的 问题 有 待 解决 . 我 们 如 何 用 数值 方法 有 效 的 解决 Minkowski 
问题 ” 当 我 们 离散 化 球面 时 ， 很 明显 离散 化 要 和 曲率 函数 值 的 分 布 相 适应 ， 曲 
率 函 数值 很 大 的 地 方 ， 这 些 点 的 领域 里 应 该 包含 更 多 的 节点 .什么 是 选择 这 些 
点 的 最 佳 途径 ? 在 经 典 几 何 的 许多 应 用 中 ， 我 们 需要 在 2 上 积分 . 是 否 可 能 通 
过 S? 的 离散 化 给 出 E 的 一 个 有 效 的 离散 化 ， 使 得 任意 光滑 函数 的 积分 可 以 用 
这 些 点 处 的 函数 值 来 最 佳 的 表示 出 来 . 


42 ”附录 II 几何 与 分 析 回 顾 


当 曲 面 是 凸 的 ， 无 边界 时 ， Minkowski 问题 已 经 作 了 很 好 的 研究 ， 可 是 要 
去 掉 上 是 性 或 无 边界 的 假设 都 是 困难 的 . 

给 定 R? 中 的 一 条 闭 曲线 r 和 一 个 定义 在 SS? 上 的 正 函 数 K, ， 什 么 时 候 我 
们 可 以 找到 一 个 以 7 为 边界 的 凸 曲面 2, 使 得 O 的 Gauss 曲率 在 D 的 Gauss 
映射 下 等 于 K. 对 于 K 和 7 有 相当 多 的 相 容 性 条 件 . 首先 ， 7 是 某 个 凸 曲面 
2 的 边界 其次， 去 在 D 上 的 积分 大 于 以 7 为 边界 的 曲面 面积 的 极 小 值 ， 第 
三 ，2r 入 的 面积 之 差 的 绝对 值 不 超过 r 的 第 二 基本 形式 长 度 的 积分 ， 了 解 
是 否 这 些 是 解 带 有 Dirichlet 边 值 的 Minkowski 问题 的 所 有 的 相 容 性 条 件 将 会 很 
AG. 当然 可 以 在 要 求 OF 在 一 个 给 定 的 闭 曲面 上 的 条 件 下 提出 类 似 的 问题 . 

如 果 曲 率 允 许 改变 符号 ， 那 么 Minkowski 问题 其 至 对 闭 曲 面 也 是 困难 的 . 
很 明显 曲面 上 曲率 等 于 零 的 部 分 产生 了 分 歧 .- 也 许 从 一 开始 就 应 该 假定 K 是 
实 解析 的 . Gauss 映射 不 再 是 一 一 的 . 结果 ， Minkowski 数据 成 了 一 个 集 值 映 
H. 一 般 的 ， 曲 率 函 数 的 值 是 一 个 带 有 阶 数 的 有 限 集合 . 阶 数 是 从 S 上 的 点 所 
定义 的 支撑 函数 得 到 的 . 如果 一 切 都 是 在 适当 定义 的 实 解析 的 条 件 下 ， 是 否 这 
个 数据 可 以 决定 这 个 闭 曲 面 ? 

F pÆ R 中 的 一 个 点 . 考虑 所 有 通过 p HER. 它们 和 一 个 给 定 的 曲面 
相交 ， 然 后 按 几 何 光 学 原理 反射 . 反射 可 以 持续 若干 次 这样， 我们 就 得 到 了 
从 以 p 点 为 圆心 的 单位 球面 到 曲面 上 的 集合 的 一 个 集 值 映射 . 

这 个 映射 通过 拉 回 曲面 的 表面 密度 ， 给 出 了 单位 球面 上 的 一 个 密度 ， 对 这 
个 密度 有 何 说 法 ? 它 如 何 依赖 于 点 p 的 选择 ? 

当 曲 面 是 闭 的 且 是 凸 的， 同时 p 在 曲面 的 内 部 时 ， 我 们 应 该 能 够 回答 这 个 
问题 . 给 定 SS 上 的 一 个 密度 ， 我 们 能 否 找 到 一 个 闭 曲面 实现 之 ? 

类 似 的 ， 如 果 我 们 有 一 个 和 曲面 不 相交 的 平面 ， 它 接收 到 从 p 点 发 出 经 由 
曲面 反射 的 光线 .这样 就 得 到 了 L 上 的 一 个 密度 . 了 解 这 个 密度 可 以 在 多 大 程 
度 上 决定 这 张 曲 面 是 很 有 意思 的 ， 如果 曲面 是 凸 的 ， 通 过 移动 p 或 工 的 位 置 ， 
应 该 能 够 得 到 这 张 曲面 . 如 果 曲 面 不 是 凸 的， 情况 又 是 如 何 呢 ? 


G. 三 维 流 形 中 的 极 小 曲面 . 极 小 曲面 和 S H 的 极 值 曲面 是 三 维 流 形 中 最 
自然 的 特殊 曲面 . 对 53 中 的 这 些 曲面 进行 分 类 并 非 不 切实 际 . 估计 这 些 曲 面 上 
的 几何 不 变量 也 是 非常 有 趣 的 . 多 年 以 前 ,作者 猜测 53 中 的 嵌入 极 小 曲面 的 第 
一 特征 值 等 于 2. 虽然 这 个 问题 仍 未 解决 ，Choi 和 Wang[43] 已 经 做 出 了 进展 . 
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Se 中 的 极 小 超 曲 面 的 zeta 函数 是 否 有 很 好 的 表现 ?能 否 找到 这 些 zeta 函数 的 
算术 性 质 ? 这 些 是 否 和 通常 的 证 函 方程 类 似 ? Laplace 算 子 的 行列 式 应 该 有 特 
殊 值 . 

”考察 53 中 是 否 存 在 非 平 几 连 续 族 的 闭 极 小 曲面 会 很 有 意思 .如 果 这 样 的 
族 确实 存在 ,那么 对 每 个 亏 格 , 都 有 有 限 多 个 53 中 的 极 小 曲面 ,如何 对 它们 进 
行 分 类 以 及 它们 的 面积 是 多 少 ? 

除了 自身 的 美 以 外 ， 研 究 5S” 中 的 极 小 曲面 与 及 "+ 中 极 小 子 流 形 的 孤立 

奇 点 的 研究 有 关系 . S 中 的 极 小 子 流 形 上 的 锥 是 RO! 中 的 一 个 具有 孤立 奇 
点 的 极 小 子 流 形 . 所 以 RH 中 的 极 小 子 流 形 和 5” 中 的 极 小 子 流 形 之 间 有 密切 
的 关系 . Se 中 极 小 曲面 的 特征 函数 和 对 应 的 有 "t+! 中 的 极 小 子 流 形 上 的 齐 次 
调和 函数 有 关 .， 这 个 共同 的 次 数 a 和 5" 中 的 极 小 曲面 的 特征 值 有 关 ， 其 实 ， 
特征 值 就 是 tka, Hk RH 中 子 流 形 的 维 数 ， 和 这 种 对 应 相关 的 有 
一 些 自然 的 问题 . Ro 中 极 小 子 流 形 上 的 调和 函数 空间 的 维 数 的 估计 是 Peter 
Li[131] 和 Colding-Minicozzi[48] 给 出 的 . 特别 的 用 曲面 的 面积 给 出 了 S 极 小 子 
流 形 的 特征 值 的 重 数 的 估 值 ， 当 极 小 子 流 形 是 线性 的 ， a 是 一 个 整数 .这 可 以 
从 调和 函数 的 可 去 奇 点 定理 得 到 .能 否 用 极 小 曲面 的 面积 给 出 a 的 一 个 合理 的 
HAR? 当 a 很 大 时 ， 它 在 一 个 误差 下 渐 近 于 一 个 正 整数 . 我 们 如 何 估计 这 个 误 
差 ? 当 子 流 形 是 测 地 球面 时 ， 它 的 重 数 很 可 能 最 大 ， 能 否 证 明 这 个 论断 ? 
” ”在 [133] F, Peter Li 与 作者 引进 了 Riemann 曲面 上 共 形 结构 的 共 形 面积 
的 概念 . 这 和 Riemann 曲面 的 特征 值 有 密切 的 关系 .一 般 来 说 ， 对 闭 Riemann 
曲面 上 的 一 个 给 定 的 共 形 结构 ， 我 们 可 以 对 每 个 共 形 度量 赋 一 个 数 和 ;4 ， 其 中 
Xi 是 度量 的 第 i 个 特征 值 ，4 是 面积 . H N. Korevaar[16] 的 定理 ， 这 个 数 有 一 
个 上 界 ， 找 到 一 个 取 到 这 个 上 界 的 极 值 度量 将 是 非常 有 意思 的 .球面 中 的 许多 
极 小 曲面 应 当 会 给 出 这 样 的 极 值 度量 .能 否 给 出 一 个 精确 的 关系 ? 

XS" 中 的 一 个 不 包含 在 任何 Sse 中 的 闭 极 小 曲面 ， 这 个 曲面 的 第 cn 个 
特征 值 是 否 > 2 ， 其 中 c 只 依赖 于 曲面 的 亏 格 ? 是 否 有 可 能 估计 c ? 是 否 它 和 
亏 格 无 关 ? HA, RO 中 的 一 张 通过 原点 的 超 平 面 应 该 把 这 张 曲面 切割 为 
至 多 cn 个 分 支 . 


H. 高 维 空间 中 的 子 ; Lie. 自从 John Nash 在 流 形 M” 到 RN Ay SRB RA 
的 基本 工作 以 来 ， 对 这 种 嵌入 的 理解 只 有 很 少 的 进展 ， M" 的 余 维 数 太 高 ， 以 
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至 无 法 讨论 任何 有 意义 的 刚性 问题 . (很 大 的 余 维 数 是 为 了 用 拓扑 方法 帮助 证 
明 等 距 黎 入 的 存在 性 ) 为 了 使 等 距 嵌 入 可 见 ， 应 该 找 一 类 可 以 完全 描述 其 形变 
的 嵌入 ， 如 我 们 所 知 ， 流 形 Me 可 以 等 距 嵌 入 的 最 小 维 数 是 D., 然而， 对 
n>3, 我们 不 知道 任何 有 意义 的 关于 R 中 Me 的 刚性 或 等 距 形变 理论 . 
(XF R”! 中 的 M* ， 有 更 多 已 知 的 刚性 定理 . ) 

对 足够 大 的 W ,我们 可 以 在 所 有 从 给 定 流 形 M” 到 RN 的 等 距 典 入 中 , 极 
小 化 f H?. 什么 是 这 个 泛 函 的 临界 点 ? 

RRK, FERAE RN 中 的 完备 非 紧 流 形 Mn” 的 平均 曲率 不 是 有 
FH. WIR Rici 曲率 有 下 界 ， 那 么 很 可 能 找到 等 距 幅 入 ， 使 得 平均 曲率 是 有 
FY. 什么 是 使 得 流 形 具有 有 界 平均 曲率 的 等 距 供 入 的 最 优 条 件 ? 从 Michael- 
Simon 定理 [151] ， 对 这 些 流 形 满足 一 个 等 周 不 等 式 . 

一 个 限制 更 大 的 问题 是 ， 把 一 个 完备 非 紧 流 形 嵌入 到 RY 中 成 为 极 小 子 流 
KE. 对 曲面 来 说 ， Weierstrass 表示 可 以 用 来 刻画 这 些 度 量 ， 当 维 数 大 于 2, H 
前 仅 知 的 限制 是 度量 是 实 解 析 的 ， Ricci 曲率 是 非 正 的 ， 以 及 等 周 不 等 式 和 热 
核 上 的 某 些 不 等 式 [38] 成 立 ，( 例 如， 热 核 在 每 一 点 的 迹 都 不 超过 .5% ， 其 中 
n 是 极 小 子 流 形 的 维 数 . ) 可 以 在 某 个 极 小 子 流 形 上 实现 的 全 体 度量 构成 的 空间 
一 定 是 一 个 瘦 (thin) 集 . 我 们 应 该 如 何 描述 它 ? 是 否 每 个 非 紧 流行 同 胚 于 一 个 
欧 氏 空间 中 的 完备 极 小 子 流 形 ? 是 否 每 个 紧 流 形 同 胚 于 一 个 球面 中 的 极 小 子 流 
形 ? 当 维 数 大 于 3 ， 只 知道 很 少 的 关于 极 小 子 流 形 的 具体 例子 ， 甚 至极 小 图 也 
还 没有 被 分 类 . : 

极 小 图 具有 这 样 的 性 质 , 它 是 用 极 小 子 流 形 叶 化 欧 氏 空间 得 到 的 一 片 叶子 . 
相反 的 ， 能 否 分 类 及 "的 所 有 以 极 小 子 流 形 为 叶子 的 叶 状 结构 ? 这 样 的 叶子 一 
定 是 面积 极 小 的 ， 是 否 一 个 余 维 数 为 1 的 没有 奇 点 的 极 小 叶 化 必须 由 图 生成 ? 
有 许多 具有 某 些 奇 点 的 极 小 叶 化 . 例如 ， 某 片 叶子 可 能 是 一 个 极 小 锥 ， 分 类 具 
有 孤立 奇 点 的 余 维 数 为 1 的 极 小 叶 化 将 会 很 有 意思 . 

具有 更 高 余 维 数 的 一 类 很 丰富 的 极 小 子 流 形 来 自 复 子 流 形 ， 实际 上 ， 大 部 
分 高 余 维 数 的 极 小 子 流 形 都 是 这 样 构造 的 ， 不 是 把 它们 和 复 子 艇 联系 起 来 ， 就 
是 从 带 奇异 点 的 极 小 子 流 形 用 扰动 方法 得 出 或 是 把 问题 通过 作用 在 欧 氏 空 间 上 
的 一 个 紧 群 降 到 更 低 的 维 数 ， 对 后 面 的 方法 ， 总 是 和 计算 一 个 奇异 度量 的 测 地 
线 有 关 ， 这 个 奇异 度量 下 的 极 小 曲面 值得 研究 . 
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欧 氏 空间 中 的 极 小 子 流 形 和 球面 中 的 极 小 子 流 形 密切 相关 .球面 9?” 中 的 
极 小 超 曲面 在 n > 4 时 很 难 构造 ,. Se 中 的 非 奇 异 极 小 超 曲面 族 是 否 只 有 有 限 
多 个 ? 目前 还 不 知道 S 中 是 否 有 一 个 非 平 凡 的 非 奇 异 嵌 入 极 小 超 曲面 族 ， 如 
果 余 维 数 是 一 的 超 曲面 形成 的 锥 是 稳定 的 ，Schoen[179] 注意 到 在 这 个 情况 下 ， 
极 小 超 曲面 容许 一 个 正 数量 曲率 的 共 形 度量 ， 这 就 给 S" 中 极 小 超 曲面 的 几何 
与 拓扑 加 上 了 很 强 的 限制 ， 我 们 应 该 能 够 分 类 这 些 超 曲 面 . 

S" 中 的 极 小 超 曲 面 的 体积 是 重要 的 不 变量 . 什么 是 可 能 值 ? 作者 猜想 对 咎 
入 极 小 超 曲 面 ， 第 一 特征 值 等 于 n — 1. 这 个 应 该 和 子 流 形 的 体积 估计 非常 有 关 
A. JA Cheng-Li-yau[38] 的 工作 ， 我 们 可 以 构造 极 小 子 流 形 M* 的 热 核 的 迹 的 
一 个 上 界 估 计 csVol(M*)t-*/2. 既然 Sn" 的 坐标 函数 给 出 了 MA 的 特征 值 为 天 
的 n 十 1 个 特征 函数 ， 可 以 证 明 当 M* 不 是 S 的 任何 子 球面 的 一 个 子 集 时 ， 
Vol(M*) 有 一 个 下 界 估计 cx "(2)*/2(n +1). 

是 否 极 小 子 流 形 MK 的 体积 的 值 的 集合 是 离散 的 ? 存在 一 个 具有 同样 体 
积 的 极 小 子 流 形 的 连续 族 ， 一 个 自然 的 例子 是 从 CP" 或 HP" 中 的 一 个 子 流 形 
上 的 连续 族 的 Hopf 纤维 化 的 逆 像 得 到 ， 还 不 清楚 是 否 在 球面 中 存在 一 个 连续 
族 的 偶数 维 极 小 子 流 形 M2*,k > 1. 

明显 的 , 处理 Cauchy-Riemann 方程 是 比较 简单 的 , 因为 它们 是 一 阶 的 椭圆 
方程 组 . 对 这 个 方程 组 ，Atiyah-Singer 指标 定理 可 以 用 来 计算 解 空间 的 维 数 . 不 
幸 的 是 ， 极 小 子 流 形 是 由 二 阶 椭圆 型 方程 组 定义 的 ， 很 难 理解 它 的 形变 理论 . 

(给 定 一 个 极 小 子 流 形 上 的 Jacobi 场 ， 什 么 时 候 可 以 找到 沿 着 这 个 场 的 一 族 极 
小 子 流 形 的 形变 ?) 有 可 能 存在 一 类 面积 极 小 的 子 流 形 ， 和 某 个 一 阶 方程 组 密 
切 相 关 . 

为 了 找到 这 一 类 特殊 流 形 ,通常 我 们 要 求 外 围 流 形 有 特殊 的 和 乐 群 .对 Kahler 
流 形 (和 乐 群 是 U(n) )， 这 个 想法 追溯 到 Wirtinger 不 等 式 . 这 个 想法 就 是 找 一 
A LO 范 数 点 点 为 1 的 闭 的 k- 形式 . 那么 任意 的 满足 w|w 为 体积 元 的 上 维 子 流 
形 M 必定 在 它 的 同调 类 里 体积 极 小 ，( 从 Stokes 定理 得 出 . ) 通 常 对 具有 特殊 和 
乐 群 的 流 形 , 可 以 从 和 乐 群 构 造 出 一 些 特殊 的 闭 形式 . 这 些 形式 其 实 是 平行 的 ， 
所 以 有 常 值 的 范 数 . 当 外 围 流 形 是 欧 氏 空间 时 ，Harvey 和 Lawson[91] 把 对 应 的 
极 小 子 流 形 称 为 校准 的 (calibrated). 现在 构造 这 样 的 子 流 形 仍然 很 困难 ， 除 了 
那些 从 复 子 能 产生 的 以 外 . 一 个 重要 的 例子 称 为 特殊 Lagrange 子 流 形 . Kihler 
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流 形 M” 的 一 个 子 流 形 L” 称 为 是 特殊 Lagrange 的 ， 如 果 Kahler 形式 限制 到 
世上 是 平凡 的 . 如 果 M” 的 和 乐 群 是 SU(n) ( Calabi - 丘成桐 流 形 )， 那 么 有 
一 个 全 纯 n- 形式 0. 我 们 可 以 要 求 在 工 上 Im(Q) = 0 并 且 ReQ 是 工 的 体积 
T. 这样 的 子 流 形 被 Havey-Lawson 称 作 特殊 Lagrange 流 形 ， 它 们 在 弦 论 中 被 
独立 的 重新 发 现 出 来 ， 这 是 几 年 前 Becker-Becker-Strominger 的 工作 [10]. 他 们 
是 想 要 找到 Calabi - 丘成桐 3 维 流 形 中 的 超 对 称 闭 链 (cycle) ， 即 那些 保持 一 
半 超 对 称 的 3 维 闭 链 . 

特殊 Lagrange 子 流 形 的 形变 理论 是 由 Mclean 研究 的 ， 他 证 明了 这 些 子 流 
形 的 Jacobi 场 可 以 和 调和 1- 形式 等 同 起 来 ， 这 个 碰巧 分 类 了 L 上 的 平坦 U(1) 
联络 . 在 Strominger-Yau-Zaslow[195] WICH +H, RNAS LAL ER 
个 U(1) 联络 一 对 组 成 的 模 空 间 ， 这 个 模 空 间 有 一 个 自然 的 复 结 构 和 一 个 很 好 
的 “ 半 平 坦 ” 的 L? 度量 ， 这 个 模 空间 的 复 维 数 是 b (L). 

当 工 是 一 个 3 维 的 环 面 ， 模 空间 就 是 复 3 维 的 并 且 有 一 个 全 纯 3- 形式 . 
基于 物理 学 的 推理 ， 我 们 猜想 这 个 复 流 形 其 实 是 另 一 个 Calabi - 丘成桐 流 形 ， 
和 原始 流 形 构成 镜像 ， 特别 的 ， 这 两 个 复 流 形 的 Hodge 图 表 是 互 为 对 偶 的 ， 并 
且 有 理 曲线 条 数 的 计算 可 以 从 它 的 镜像 的 周期 推出 . 

基于 对 镜像 的 解释 , 我 们 可 以 对 “量子 ” 单 值 群 做 更 进一步 的 猜测 . 例如 , 我 
们 猜测 上 面 提 到 的 半 平 坦 度量 可 以 通过 边界 在 特殊 Lagrange 环 面 上 全 纯 圆 盘 修 
正 到 一 个 非 奇异 的 Ricci 平坦 度量 .Hitchin[94], Gross-Wilson{82], Gross[80,81], 
Barannikov-Kontsevich|8], 和 Fukaya-Oh[59] 在 这 个 猜测 上 做 出 了 进展 . 

我 们 希望 在 其 他 具有 特殊 和 乐 群 ( 比如 Gs 或 Spin(7) ) 的 流 形 上 也 可 以 做 
类 似 的 构造 ， 这 个 反 过 来 会 让 弦 论 学 家 很 感 兴 趣 . 

不 幸 的 是 ， 还 没有 太 多 的 构造 特殊 Lagrange 流 形 的 办 法 . 他 们 可 以 通过 
研究 反 全 纯 对 合 的 不 动 点 集 或 复 的 Lagrange 子 流 形 来 得 到 ， 同 样 ， Schoen 和 
Wolfson[181] 已 经 发 展 了 基于 特殊 Lagrange 子 流 形体 积极 小 化 性 质 的 一 条 途 
2. 男 一 方面 ， 找 到 一 个 类 似 于 扭 子 (twistor) 理论 的 方法 来 构造 这 些 面 积极 小 
的 子 流 形 会 很 有 意义 . 

给 定 紧 流 形 上 的 一 个 从 ， 使 得 从 与 流 形 都 具有 特殊 和 乐 群 ， 我 们 可 以 用 和 
乐 群 的 结构 来 要 求 从 上 的 一 个 联络 的 曲率 是 特殊 的 .( 例如 , 如 果 这 个 从 是 全 纯 
H, 具有 平凡 第 一 陈 类 ， 以 及 联络 是 Hermitian 的 , 我 们 可 以 要 求 曲率 的 迹 等 于 
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零 . ) 这 些 特 殊 联 络 的 一 个 序列 不 一 定 收敛 ; 它 可 能 沿 着 某 些 极 小 子 艇 爆破 (blow 
up). 一 般 而 言 , 这 可 能 是 开 子 复 的 一 个 不 可 数 并 集 . 在 Hermitian-Yang-Mills 的 
情形 ， 爆 破 集 可 能 是 一 个 整体 全 纯 子 簇 .这 个 程序 可 能 给 出 用 从 理论 构造 极 小 
子 簇 的 一 个 办 法 . 

另 一 类 极 小 子 流 形 的 例子 是 球面 中 的 等 参 子 流 形 ， 它们 是 通过 满足 一 个 过 
定 方程 组 的 函数 集合 定义 的 ， 如 果 余 维 数 是 1 ， 它 们 的 主 曲 率 是 常数 并 且 它 们 
提供 了 一 类 重要 的 常数 量 曲率 极 小 超 曲 面 ， 对 余 维 数 大 于 1 ， 一 个 定义 要 求法 
从 是 (几何 ) 平坦 的 并 且 主 曲率 是 常数 ， 所 有 紧 对 称 空间 可 以 这 样 实现 . 


Il. AJL. 

一 个 让 人 着 迷 的 事实 是 ， 定 义 在 流 形 的 切 从 上 的 非 退 化 二 次 形 可 以 给 出 流 
形 的 众多 整体 信息 . 到 目前 为 止 ， 关 于 正定 二 次 形 或 Lorentz 二 次 形 的 主要 结 
果 都 是 来 自 直 接 的 几何 直观 或 时 空 物理 学 . 当 二 次 形 不 是 以 上 两 种 情形 时 几乎 
BR. 在 一 个 复 流 形 上 ， 发 展 一 些 全 纯 二 次 形 的 理论 也 许 是 很 有 趣 的 ， 这 
些 理论 都 没有 获得 很 大 的 成 功 ， 部 分 的 是 因为 我 们 还 不 了 解 和 他 们 相关 的 不 变 
WIAT. Laplace 算 子 和 波 算 子 有 更 成 熟 的 历史 ， 确 实 ， 我们 了 和 解 正定 度量 
要 好 过 Lorentz 度量 ， 部 分 是 因为 Laplace 算 子 理论 已 经 发 展 了 一 整个 世纪 ,而 
波 方 程 理论 在 解 的 精确 定量 行为 方面 只 有 很 少 进 展 . 

当 我 们 讨论 这 些 二 次 形 时 ， 第 一 个 重要 的 问题 是 构造 出 在 容许 坐标 变换 下 
行为 良好 的 量 . (有 时 候 流 形 有 一 个 特殊 结构 只 人 允许 某 种 类 型 的 坐标 变换 . ) 除 
非 我 们 是 在 比较 两 个 不 同 的 结构 ， 对 度量 做 一 次 微分 不 能 提供 一 个 不 变量 最 
重要 的 不 变量 出 现在 当 我 们 对 度量 作 两 次 微分 时 ， 二 次 导数 在 坐标 变换 下 不 变 
的 部 分 构成 了 曲率 张 量 ， 曲率 给 出 的 局 部 信息 可 以 在 很 大 程度 上 决定 流 形 的 全 
局 结构 ， 至 少 如 果 我 们 自然 的 假定 每 条 测 地 线 都 可 以 无 限 延 伸 ， 是 否 这 个 假设 
可 以 被 减弱 一 些 ? 例如 ， 如 果 我 们 只 假设 在 所 有 点 ， 导 致 不 完备 测 地 线 的 单位 
切 向 量 集合 是 一 个 零 测 度 的 闭 集 ，( 或 者 是 一 个 给 定 维 数 的 子 复 )， 是 否 我 们 可 
以 实现 大 部 分 的 全 局 定理 ? 也 许 我 们 可 以 加 上 流 形 沿 着 每 条 不 完备 测 地 线 的 曲 
率 都 是 有 界 的 这 个 假设 ， 并 且 问 这 个 度量 空间 的 完备 化 的 结构 ? 

A. 全 曲率 张 量 的 约束 . 全 曲率 张 量 比 度 量 张 量 有 更 多 的 成 分 . 所 以 对 于 全 
曲率 向 量 上 的 假定 是 一 个 过 定 条 件 ， 但 是 ， 还 是 可 以 问 许多 几何 直观 的 问题 . 

一 个 自从 Rauch[170],Klingenberg/113], 和 Berger|12] 的 时 代 以 来 的 就 非常 
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热门 的 研究 问题 是 有 关 正 曲率 流 形 的 结构 。 Toponogov 比较 定理 [213] 是 这 个 
领域 里 的 重要 工具 .下 面 的 基本 问题 还 没有 回答 ， 当 维 数 足够 大 时 ， 拓 扑 意义 
下 是 否 存 在 具有 正 曲 率 的 非 局 部 对 称 流 形 . 

在 低 维 时 ， 双 重 陪 集 空间 的 构造 给 出 了 许多 非 局 部 等 距 的 例子 ， 它们 一 般 
是 从 同调 群 的 扭 元 素 发 现 的 . 了 解 是 否 这 些 流 形 的 实 同调 群 和 局 部 对 称 的 流 形 
一 样 将 会 很 有 趣 . 特别 的 ， 一 个 有 趣 的 问题 是 是 否 Betti 数 的 总 和 被 同样 维 数 
的 环 面 所 控制 ， Gromov 确实 给 出 了 一 个 只 依赖 于 维 数 的 上 界 [76]. 

我 们 熟知 在 非 负 曲率 和 正 曲 率 度量 之 间 有 非常 微妙 的 差别 . 著名 的 Hopf 问 
题 问 是 否 S x 5? 容许 一 个 正 曲 率 度 量 . 也 许 我 们 应 该 问 一 个 更 一 般 的 现象 . 如 
果 一 个 流 形 M 容许 一 个 环 面 T* 在 其 上 的 局 部 自由 的 作用 ,是否 任何 非 负 曲率 
的 度量 必须 容许 一 个 点 p ,使 得 截 曲率 在 所 有 切 空间 的 二 平面 组 成 的 Grassmann 
流 形 G(2, Tp(M)) 的 一 个 子 集 K 上 等 于 零 ， 其 中 dim(K) > dim(G(2,R*)) ? 

一 个 相关 的 问题 是 Gromoll-Meyer 试图 在 怪 球面 上 构造 正 曲 率 度量 的 工作 
[75]. 它们 构造 了 非 负 曲 率 的 度量 ， 其 中 截 曲率 在 一 个 瘦 集 上 等 于 零 . 

D. Moore 和 M. Micallef[150] 注意 到 Sacks-Uhlenbeck[177] 的 著名 定理 可 以 
用 来 研究 具有 正 的 各 向 同性 曲率 ( 这 是 说 各 向 同性 平面 的 截 曲率 为 正 ) 的 单 连 
通 流 形 的 同 伦 群 . 特别 的 , 这 就 可 以 推出 Klingenberg 的 著名 的 拼 挤 定理 [113], 
这 个 定理 原来 的 证 明 依赖 于 三 角形 比较 定理 ， 有 趣 的 是 ， 从 变 分 的 论证 中 可 以 
获得 更 多 信息 . 

我 们 还 不 知道 一 个 具有 正 曲 率 算 子 的 流 形 是 否 是 一 个 球面 ， 这 是 很 邻 人 篮 
LEN. Hamilton 用 他 的 Ricci 流 的 理论 分 类 了 具有 正 的 各 向 同性 曲率 的 四 维 流 
形 ， 并 且 证 明了 具有 正 曲率 算 子 的 四 维 流 形 是 一 个 球面 [88]. 

给 定 一 个 定义 在 流 形 的 切 丛 的 二 维 平面 的 Grassmann 流 形 上 的 函数 ,什么 
时 候 它 成 为 某 个 Riemann 度量 的 曲率 函数 ? 


B. Ricci 张 量 ， 取 曲率 张 量 的 迹 就 得 到 Ricci 张 量 ， 它 和 度量 张 量 有 相同 
的 类 型 ， 它 也 从 数量 曲率 的 第 一 变 分 得 到 ， 这 个 非凡 的 事实 用 来 给 了 广义 相对 
论 一 个 变 分 的 处 理 方法 . 著名 的 Einstein 方程 是 从 Ricci 张 量 出 发 , 构造 一 个 等 
于 物质 张 量 的 无 散 度 的 张 量 .已 经 有 人 试图 推广 全 数量 曲率 的 变 分 到 曲率 张 量 
的 L? 范 数 的 变 分 .得 到 的 方程 阶 数 更 高 ， 从 几何 上 更 难 理解 . 不 过 它 确实 推广 
了 Einstein 方程 ， 很 可 能 最 后 会 发 展 成 为 一 套 丰富 的 理论 . 


附录 II 几何 与 分 析 回 顾 . 419 - 


当 Ricci 张 量 是 度量 张 量 的 常数 倍 ,这 个 流 形 就 被 称 为 Einstein 流 形 . 这 也 
许 是 几何 学 中 最 目 然 和 最 美妙 的 一 类 流 形 . 几何 学 中 最 基本 的 问题 是 决定 哪些 
流 形 可 以 容许 Einstein FR. 如果 它 们 存在 ， 又 有 多 少 ? 这 些 是 有 意义 并 且 困 
难 的 问题 . 

当 流 形 的 维 数 大 于 5 时 , 不 知道 任何 存在 性 的 阻碍 . 也 许 每 个 这 些 维 数 的 流 
形 都 存在 一 个 Einstein 度量 . 很 难 断 定 是 否 , 对 一 个 给 定 的 紧 流 形 , 所 有 Einstein 
度量 的 模 空间 有 无 穷 多 个 连通 分 支 ， Einstein 度量 的 连续 族 存在 ， 已 知 的 例子 
与 具有 特殊 和 乐 群 的 度量 有 关 . 最 著名 的 是 来 自 Kihler-Einstein 度量 . 

当 维 数 不 大 于 4 时 ，Einstein 流 形 更 具 刚 性 . 要 求 例 如 (参看 Hitchin[93] ) 
x(M) > 3|7(M)|, A x(M) 和 7(MM) 分 别 是 流 形 的 欧 拉 数 和 指标 .也 许 存在 
这 样 一 般 性 的 结构 定理 ， 每 个 四 维 流 形 都 是 通过 连接 (1)Einstein 流 形 ， (2) 曲 
面 上 的 曲面 从 (也许 有 类 似 Seifert 纤维 化 的 可 控制 的 奇 点 )， 和 (3) 三 维 流 形 上 
的 圆周 从 ， 都 是 沿 着 球面 或 环 面 上 的 圆周 丛 连接 而 成 . 这 个 可 以 看 作 Thurston 
纲领 在 4 维 情形 的 推广 . 

我 们 希望 在 三 维和 四 维 情形 ， Hamilton 的 方程 可 以 用 来 证 明 Thurston 的 
双 曲 化 猜想 和 上 面 的 推广 (参看 [89] )， 关 键 的 问题 是 理解 Hamilton 方程 的 解 
发 展 时 奇 点 的 相应 变化 . 

Einstein 方程 的 解 的 构造 是 一 个 困难 的 任务 . 物理 学 家 首先 用 了 对 称 ( 群 
作用 ) 的 方法 来 降低 维 数 ， 这 已 经 成 了 一 个 非常 重要 的 工具 .不幸 的 是 ， 大 多 
数 这 些 解 都 是 局 部 的 并 且 有 奇 点 . 当 度 量 是 正定 的 ，Mckenzie Wang,Ziller 等 人 
已 经 作 了 系统 的 研究 ， 并 且 找 到 了 许多 重要 的 Einstein 流 形 (参看 [219] )， 最 
近 Bohm 发 现 了 5 到 9 维 的 球面 上 的 非 齐 性 Einstein 度量 的 例子 . 

对 于 具有 轴 向 对 称 并 稳定 (stationary) 的 四 维 满足 Einstein 场 方 程 的 Lorentz 
度量 ， Geroch[67] 引入 了 Backlund 变换 ， 把 一 个 解 变 到 另 一 个 解 . 这 些 变换 是 
极度 不 平凡 的 . 不 幸 的 是 大 多 数理 论 都 是 局 部 的 .我 们 非常 希望 了 解 从 这 些 变 
换 构造 的 度量 哪些 是 完备 的 . 研究 Backlund 变换 在 正定 度量 下 如 何 操作 也 是 
非常 有 意思 的 ， 

HX, 在 70 年代， Hawking 和 其 他 学 者 [68] 提议 了 一 条 途径 (PA Wick 
旋转 )， 把 Lorentz 真空 解 解析 延 拓 到 正定 的 Einstein FH. 把 一 个 Einstein F 
程 解 的 奇 点 用 Wick 变换 进行 修正 ， 是 非常 了 不 起 的 . 特别 的 ， Schwarzschild 
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解 变 成 了 92? x R? 上 的 一 个 漂亮 的 非 奇 异 Rici 平坦 度量 ， 其 上 没有 Kahler 结 
构 ， 不 过 Wick 旋转 不 是 一 个 良 定义 的 过 程 ， 因 为 它 依赖 于 局 部 坐标 的 一 个 巧 
妙 选取 ， 系 统 的 研究 Wick 旋转 对 Einstein 方程 的 作用 对 物理 学 和 几何 学 都 是 
非常 值得 的 . 

Penrose 的 扭 子 纲领 和 辛 约 化 的 思想 在 理解 超 Kihler 的 Ricci 平坦 度量 上 
都 是 非常 有 效 的 [95]. 这 些 方法 ， 和 度量 的 全 局 理解 一 样 ， 都 存在 同样 的 问题 . 

到 目前 为 止 , 构造 Einstein 度量 最 有 效 的 方法 是 基于 Kabler 几何 . 在 这 个 
几何 中 ， 度 量 是 并 guzusnedze, Ricci 张 量 是 Ry = -Eeen 

正 是 Ricci 张 量 的 简洁 的 表达 式 使 Calabi 确信 构造 Kahler 几何 中 的 Ein- 
stein 度量 要 简单 的 多 ， 如 果 我 们 通过 也 稚 ; 形变 一 个 给 定 度量 gg, HP y 
是 一 个 标量 函数 ， 那 么 Einstein 方程 Rg = cog 可 以 写成 


6? O29 
一 一 一 一 ] 
et (= + 9,00%8 ame) 
O20 
=C 区 十 5 


如 果 有 一 个 体积 元 Vdz! A- dz” Adz! A--- A de” 使 得 


OlogV o 
B29035 “Fos 


我 们 也 可 以 把 这 个 方程 写成 
D? o O20 et 
520%; {log act (5.3 + sae) V + oe} = 0. 
在 一 个 紧 流 形 上 ， 我 们 必定 可 以 推出 
det (iaz + sas} = Ae? V, 


其 中 4 是 可 以 被 V 吸收 的 常数 .体积 元 Y 的 选择 成 了 构造 Kibhler-Einstein BF 
量 的 非常 重要 的 部 分 ， 特 别 对 非 紧 流 形 而 言 (参看 [41,207] ). 

从 偏 微分 方程 的 观点 看 , 明显 的 c < 0 是 如 上 方程 的 最 简单 的 情形 . 在 这 个 
EE, M 容许 一 个 负 常 数 曲率 的 Kihler-Einstein 度量 的 充 要 条 件 是 流 形 M 
的 典 则 线 从 是 丰富 的 [6, 225]. 当 c= 0 ,假设 条 件 就 成 为 存在 一 个 体积 元 V ， 
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使 得 eV = 0. 在 这 个 情形 下 ,每 个 Kihler 类 都 容许 一 个 惟一 的 Ricci 曲率 为 
零 的 Kahler-Einstein 度量 [225].Ricci 曲率 为 零 的 Kahler 度量 空间 可 以 被 复 结 
构 的 模 空 间 和 每 个 这 样 的 复 结构 的 Kahler 锥 参数 化 . 

两 个 非常 重要 的 Kähler-Einstein 度量 存在 性 的 结果 是 有 关 陈 数 和 切 丛 稳定 
性 的 一 些 关 系 . 全 纯 从 的 稳定 性 是 Mumford 用 复 流 形 M” 的 极 化 定义 的 [159]. 

(一 个 极 化 是 由 一 个 Kahler 类 [w] 给 出 的 . ) 对 每 个 秩 > 的 向 量 从 V V 的 相 
对 于 w 的 次 数 是 由 deg(V) = cl(Y) Aw"! 定义 的 ， 且 V 的 斜率 定义 为 SV) 
M V 称 为 是 Mumford- AER, WR V 的 任何 凝聚 子 层 的 斜率 都 小 于 VV 的 斜 
率 ， 验 证 一 个 给 定 从 是 否 稳定 不 是 件 平 几 的 事情 .注意 到 取 子 从 使 曲率 减少 ， 
Liibke[143] 证 明 一 个 容许 Kaihler-Einstein 度量 w 的 流 形 的 切 从 相对 于 w 定义 的 
极 化 是 稳定 的 ， 当 数量 曲率 不 为 零 时 ， 所 以 , 极 化 不 是 c1(M) 就 是 -ci(MM). 在 
这 样 的 情形 下 ， 决 定 切 从 相对 于 其 它 的 极 化 是 否 是 稳定 的 就 很 有 意思 . 

我 们 注意 到 甚至 当 w 不 是 闭 的 时 候 也 有 稳定 性 的 概念 . ct ana 
义 相 差 一 个 657 ,其 中 f 是 一 个 整体 定义 的 函数 ,只 要 06(w"-!) = 0, fy cal) 
wl 就 是 良 定 义 的 .。 Gauduchon[61,62] 研究 了 具有 这 个 ae 的 Hermitian BF 
E, 他 证 明了 方程 00(w"-!) = 0 总 是 可 以 用 一 个 给 定 的 w 的 共 形 形变 解 出 来 . 

就 在 作者 70 年 代 中 期 关于 Kahler-Einstein 度量 的 工作 后 不 久 , 作者 和 其 他 
学 者 试图 找到 全 纯 向 量 从 上 类 似 的 典 则 度量 ， 自然 的 概念 是 一 个 Hermitian 的 
Yang-Mills R28. 考虑 向 量 丛 了 上 的 Hermitian 联络 . 缩 并 曲率 F 的 两 个 基本 
指标 ,那么 tr(F) 就 成 为 V 的 自 同 态 . 我 们 要 求 tr(F) = cly ， 其 中 ec 是 一 个 常 
数 ， 六 是 一 个 恒 等 自 同 态 . 

还 有 另 一 个 概念 ， Gieseker 稳定 性 ， 从 几何 不 变量 理论 的 角度 看 也 是 同样 
的 自然 一 个 全 纯 从 VV 相对 于 一 个 正 线 从 工 是 Gieseker 稳定 的 ， 当 且 仅 当 对 
V d S; 


i i k 

-a Bie )'dimH’(M,S ® L") 
1 i i k 
< av h (—1)’dimH’*(M,V ® L°) 


对 足够 大 的 上 成立. 
从 Riemann-Roch 定理 ， 我 们 知道 >;(-1)'dimH'(M,S @ L*) 是 一 个 关 
F k 的 多 项 式 给 出 的 ， 称 为 9 相对 于 LAW Hilbert 多 项 式 . Gieseker[69] 与 
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Maruyama[145] 证 明了 一 个 射影 曲面 上 的 Gieseker 稳定 向 量 从 空间 构成 一 个 拟 
OE. 

为 了 解释 Gieseker 稳定 性 是 如 何 产生 的 ， 我 们 注意 到 存在 一 个 只 依赖 于 站 
的 大 整数 ko, WEI k > ko 时 , X} i > 0 成 立 Hi(M,V@L*) =0, HA VOL 
是 由 整体 截面 生成 的 . 考虑 具有 固定 Hilbert 多 项 式 的 全 纯 从 V 的 族 , 使 得 Ar 
同 构 于 一 个 固定 的 线 从 五 ，( 这 里 + =rankV. ) + W = H°(M,H@L"). 

那么 从 Riemann-Roch 定理 ，dimH?(M,V @ L*) 是 常数 且 H°(M,V @L*) 
可 以 与 一 个 固定 的 向 量 空间 等 同 . 我 们 有 一 个 自然 的 同 态 


Ms—w 


决定 了 V 的 全 纯 结构 . 群 SL(S) 作用 在 Hom(A"5, W) 上 ， 得 到 的 商 空间 ， 合 
适 的 加 以 定义 ， 就 是 所 有 这 样 的 V 的 模 空间 . 

Gieseker 证 明了 在 几何 不 变量 理论 的 意义 下 ， Gieseker 稳定 性 等 价 于 这 样 
的 SL(S) 的 一 个 作用 . 

我 以 前 的 学 生 Conan Leung[121] 在 他 的 博士 论文 中 考虑 了 从 上 的 西联 络 的 
空间 U ， 来 解释 Gieseker 的 工作 . 设 Da 是 从 VV 上 的 这 样 一 个 联络 , OBS 
C 是 UU 在 D4 的 切 疝 量 . AH, + w 是 流 形 上 的 Kahle BR, Hk >0 是 一 
个 整数 .那么 我 们 定义 UU 上 的 一 个 如 下 2 形式 

Q%(Da)(B,C) = f tr [B h elkwlv tae Ra) 和 c| Td(M) 
M sym 
这 里 [ ]sym 表示 形式 的 分 次 对 称 积 ， R4 是 Da 的 曲率 2 形式 ，w 是 Kahler 形 
A, Iv 是 恒 等 自 同 态 ， 及 Td(M) 是 Todd 类 . 

X k PBK, kw 控制 Ra, HO, 成 为 非 退 化 辛 形式 .规范 群 G 相对 
于 这 些 辛 形式 辛 作 用 在 U E. 

力矩 映射 可 以 计算 出 来 如 下 


Hk : U — (G)* 
(Da) = [ebro Rara], 


其 中 (9) ， G 的 李 代数 ， 可 以 等 同 于 M 上 的 自 同 态 值 的 最 高 次 形式 . 
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一 般 来 说 ys (0) 可 能 为 空 。 所 以 我 们 选择 wr 的 一 个 常数 倍 ， 且 力矩 映射 
方程 如 下 给 出 


| Ta(M)| a 


= ay XM V® hh 

这 是 Leung 的 方程 . 他 注意 到 当 k 一 co 时 ,方程 就 成 为 Donaldson-Uhlenbeck- 
Yaul[5] 方程 . 他 证 明了 如 果 V 不 可 约 ， 上 述 方程 对 足够 大 的 大 的 一 致 有 界 曲 率 
解 的 存在 性 就 本 质 上 等 价 于 Gieseker 稳定 性 . 

Todd 类 的 引入 也 许 对 分 析 本 身 不 是 本 质 的 ， 虽 然 它 确实 给 出 了 引导 我 们 通 
Ih] Gieseker 稳定 性 概念 的 Hilbert EHA. 如 果 我 们 把 Todd 类 用 其 他 的 类 代 
替 ， 比 如 4 类 ， 我 们 也 许可 以 得 到 其 他 的 稳定 性 概念 . 

WR V RIE M 的 切 从 且 V 上 的 背景 Kihler-Einstein 度量 是 用 来 定义 
Donaldson-Uhlenbeck-Yau 方程 的 度量 ,我 们 就 得 到 Kahler-Einstein 方程 . 因此 
我 们 可 以 把 Donaldson-Uhlenbeck- Yau 方程 解释 为 完全 非 线 性 的 Kihler-Einstein 
方程 的 ( 半 ) 线性 化 ， 既然 俭 的 稳定 性 是 前 者 方程 的 存在 性 标准 ， 作 者 很 清楚 
的 看 到 Kahler-Einstein 度量 的 存在 性 会 和 流 形 的 某 种 非 线性 稳定 性 有 关 . 所 以 
在 八 十 年 代 初 期 ， 我 提出 具有 正定 第 一 陈 类 的 代数 流 形 的 Gieseker-Mumford 稳 
定性 应 该 是 Kihler-Einstein 度量 存在 性 的 标准 (参看 [227] )， 这 个 观点 最 近 被 
田 刚 重新 研究 [204]. 虽然 他 考虑 了 一 个 稍微 不 同 的 稳定 性 概念 ， 我 想 我 的 最 初 
的 猜测 是 正确 的 . 

如 果 我 们 设 流 形 上 的 Hermitian 度量 为 9 且 切 从 的 度量 为 h ， 那 么 g 不 一 
定 是 Kahler 的 . 然而 ， 根 据 我 与 李 验 的 工作 [129] (参看 Buchdqahl[21] 中 的 二 
维 情形 )， Hermitian-Yang-Mills 方程 tr(F(h)) = XT 在 9 非 Kihler 时 仍然 有 意 
义 . 从 相对 于 度量 g 的 稳定 性 概念 仍然 有 意义 , 只 要 (w) Aw! =0, HE wg 
是 9 的 相配 (1,1)- 形式 . 如 果 从 相对 于 w 是 稳定 的 ， 依 然 可 以 证 明 存 在 一 个 满 
Æ Hermitian-Yang-Mills 方程 的 Hermitian 度量 h. 经 过 一 个 h 的 共 形 变换 ， 我 
们 得 到 记 满 足 条 件 (6) 和 wr-1[61]. 因此 如 果 是 切 从 , 那么 我 们 就 有 一 个 满足 
(3ðwg) A w31 = 0 Hy Hermitian 度量 9 的 空间 到 它 自 身 的 映射 ， 我 们 忍 不 住 相 
信 这 个 映射 的 不 动 点 的 存在 性 和 Kahler-Einstein 度量 的 存在 性 有 关 ， 了 解 是 否 
存在 其 它 的 非 Kahle 的 不 动 点 会 很 有 意思 . 在 流 形 合适 的 稳定 性 条 件 下 ， 上 面 
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Hermitian 度量 空间 自 映 射 的 迭代 可 能 收敛 到 一 个 不 动 点 ， Uhlenbeck-Yau[215] 
中 的 论证 也 许可 以 加 强 来 得 到 所 需要 的 估计 .这 是 一 个 有 价值 的 方案 : 它 不 仅 
仅 提供 了 Kahler-Einstein 度量 存在 性 问题 的 解答 ， 而 且 可 能 给 出 非 Kahler 流 
形 上 的 典 则 Hermitian 度量 . 

虽然 只 有 有 限 多 个 非 Kabler 曲面 ， 很 明显 高 维 情形 存在 更 多 的 非 Kahler 
RIE. 此 外 , 当 我 们 下 面 给 出 更 详细 解释 时 , JE Kahler 流 形 上 的 典 则 Hermitian 
度量 会 在 弦 论 里 发 挥 作用 ， 因 为 根据 Reid[172] 的 一 个 想法 ， 这 种 流 形 可 以 用 来 
连接 所 有 Calabi - 丘成桐 三 维 流 形 的 模 空 间 . 

用 这 种 从 度量 来 寻找 非 Kabler 曲面 上 的 典 则 Hermitian 度量 的 想法 早已 被 
ER, KARAR [103] 在 给 出 Bogomolov 定理 [17] 的 第 一 个 全 面 证 明 中 用 到 
了 ， 即 不 包含 全 纯 曲 线 的 VIlo 类 曲面 是 Inoue 曲面 [105]. 这 里 一 个 很 重要 的 
观察 是 全 纯 曲 线 的 非 存 在 性 其 实 可 以 帮助 我 们 建立 切 从 在 李 骏 和 我 在 [129] 里 
描述 意义 下 的 稳定 性 .一 个 还 没有 解决 的 问题 是 分 类 包含 有 限 多 条 全 纯 曲 线 的 
VIb 型 曲面 ,这 不 禁 吸 引 我 们 去 考虑 一 个 类 似 的 论证 可 以 应 用 到 余 切 从 ， 其 上 
具有 沿 着 这 些 曲 线 的 极点 . ; 

对 有 很 多 子 簇 的 流 形 ， 切 从 稳定 性 的 证 明 不 是 一 件 平凡 的 任务 .特别 是 对 

于 我 们 在 [129] 中 介绍 的 稳定 性 概念 . 
”Rotek 在 他 的 收录 于 镜像 对 称 工 文集 [173] 的 文章 中 , 提出 了 一 类 容许 (2,2) 
超 对 称 的 非 Kabler 流 形 . 他 所 加 的 条 件 非 常 强 以 至 于 至 今 无 法 得 出 有 价值 的 例 
F. 一 个 条 件 是 流 形 M 的 切 从 必须 分 裂 为 两 个 从 Vi @ Vo, FEAR det, 同 构 于 
det~*V2. Yb, Vi 和 Vo 要 求 定义 M 上 一 个 保证 叶子 是 Kahler 的 叶 化 , 即 M 
容许 一 个 整体 的 Hermitian 度量 ， 当 限制 到 叶子 上 时 是 Kahler 的 了解 这 样 一 
类 流 形 的 限制 到 底 有 多 大 是 很 有 意思 的 问题 . 

当 流 形容 许 具 有 负数 量 曲率 的 Kihler-Einstein 度量 ， 我 能 够 刻画 那些 被 球 
和 其 它 Hermitian 对 称 域 单 值 化 的 流 形 [224, 228]. 前 者 的 刻画 只 依赖 于 陈 数 , 而 
后 者 依赖 于 某 些 丛 的 非 平凡 全 纯 截面 的 存在 性 ， 陈 数 刻 画 已 经 被 广泛 的 使 用 . 
然而 ,一 个 非常 有 趣 的 问题 还 没 解决 . 也 就 是 , 我 们 怎样 从 几何 上 刻画 那些 由 算 
术 群 定义 的 秩 一 Hermitian 局 部 对 称 流 形 ? 我们 当然 可 以 用 许多 Hecke 对 应 ， 
不 过 这 些 条 件 不 容易 验证 . 

对 可 以 被 对 称 域 覆 盖 的 流 形 找 一 个 拓扑 刻画 是 一 个 非常 有 趣 和 困难 的 任 
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务 . 在 三 维 流 形 当然 已 经 有 Thurston 的 深入 的 定理 . 自然 的 我 们 可 以 通过 假定 流 
形 是 Einstein 的 来 简化 问题 . 是 否 有 一 个 Riemann 几何 中 的 合适 的 稳定 性 概念 
来 帮助 刻画 局 部 对 称 流 形 ?直到 最 近 ， Besson 等 人 [13] ，LeBrun[119],Gursky- 
LeBrun[86] ， 和 C. Leung[123] 能 够 在 是 秩 一 对 称 空间 的 Einstein 流 形 的 刻画 方 
面 做 出 了 进展 . 第 一 项 工作 是 基于 重心 的 概念 ， 后 面 的 工作 都 依赖 于 Seiberg- 
Witten 不 变量 且 只 应 用 于 四 维 流 形 . 如 我 们 前 面 提 到 的 那样 ， 主 要 的 问题 是 缺 
少 一 个 深入 的 Einstein 流 形 的 存在 性 定理 . 


最 近 ，Taubes[198] 证 明了 一 个 出 色 的 定理 , 一 个 四 维 流 形 在 经 过 有 限 个 点 
处 的 爆破 以 后 ， 有 一 个 具有 自 对 偶 曲 率 的 度量 ( 即 度 量 的 曲率 形式 在 星 算 子 作 
用 下 不 变 ). 这 是 由 一 个 非常 漂亮 的 奇异 摄 动 的 论证 得 到 的 . 然而 ,这 种 度量 的 
模 空间 很 难 控制 ， 它 们 的 存在 性 的 拓扑 含义 也 不 明朗 ， 如果 可 以 应 用 类 似 的 论 
证 来 产生 Einstein 度量 将 会 是 很 有 意义 的 . 要 指出 的 是 ， Taubes 的 定理 产生 出 
许多 复 三 维 流 形 ， 也 就 是 具有 Taubes 度量 的 四 维 流 形 的 扭 子 空间 . 什么 是 这 些 
三 维 流 形 上 的 典 则 非 Kahler 的 Hermitian 度量 ? 


现在 我 们 讨论 非 Kahler 的 Einstein 度量 的 几 个 问题 . 对 这 些 度量 ， 负 的 数 
量 曲率 的 情形 了 解 得 相当 多 ， 甚 至 是 非 紧 Kähler WH. 可是, 许多 问题 ， 特 别 
是 和 Arakelov 几何 的 关系 ， 还 需要 继续 研究 . 


在 复 的 一 维 情形 , 这 些 度量 就 是 Poincaré 度量 . 可 是 , 一 个 很 难 的 问题 是 , 用 
定义 射影 空间 中 代数 曲线 的 齐 次 多 项 式 来 给 出 这 个 度量 的 显 式 的 表达 式 . 这 个 问 
题 相 当 于 用 上 半 平 面 给 出 这 条 曲线 的 一 个 显 式 的 单 值 化 . 我 们 可 以 用 Weierstrass 
p 函数 单 值 化 C 上 的 椭圆 曲线 . 对 某 些 非 紧 曲 线 ， 可 以 在 Picard-Fuchs 方程 帮 
助 下 ， 通 过 超 几 何 级 数 找 出 单 值 化 . 在 他 的 论文 中 [53] ， C. Doran 详细 的 研究 
了 这 类 方程 ， 他 是 通过 观察 一 条 曲线 上 的 以 椭圆 曲线 或 K3 曲面 为 本 质 纤 维 的 
纤维 空间 . 

在 1979 年 我 在 普林斯顿 提出 的 一 百 条 几何 问题 , 其 中 一 条 是 猜测 代数 流 形 
上 的 这 些 度量 可 以 用 通过 典 则 线 丛 高 次 笑 来 射影 嵌入 到 射影 空间 中 所 诱导 的 度 
量 来 逼近 ， 其 目的 是 想 研 究 Kähler-Einstein 度量 和 几何 稳定 性 的 关系 . 在 我 的 
指导 下 ， 田 刚 在 他 的 哈佛 论文 [201] F, AT AE A AY O- 局 部 化 方法 
[191] ,证 明了 我 的 猜想 . Zelditch[233] 在 最 近 的 文章 中 用 渐 近 谱 分 析 方 法 改进 
了 估计 . 这 种 嵌入 在 Arekelov 几何 中 有 应 用 ， 如 张 寿 武 的 研究 [234]. 
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一 个 相关 的 对 象 是 拟 射 影 流 形 M\D 上 的 完备 Kahler-Einstein 度量 ,在 
1978 年 的 赫尔辛基 数学 家 大 会 上 我 指出 在 Ricci 平坦 和 Ricci 为 负 的 基本 做 法 
以 后 [229][230] ， 在 Ricci ARAM, HAIG - 丘成桐 做 了 研究 [41] ， 后 来 是 田 
Pall - 丘成桐 [207] 等 等 。 (这 里 M 是 代数 的 ，D 是 一 个 正规 相交 的 除 子 ， 以 及 
Km 8[D] > 0. ) 度量 在 D 附近 的 主 项 已 知 ， 应 该 可 以 找到 度量 沿 D 的 一 个 渐 
近 展 开 . 在 Ricci 平坦 和 非 紧 的 情形 ， 一 部 分 结果 由 田 刚 和 我 在 [208] 写 出 . 


Kähler-Einstein 度量 的 用 途 之 一 是 提供 了 研究 复 流 形 的 解析 工具 . 给 一 个 
射影 流 形 M ， 它 的 万 有 覆盖 是 一 个 非常 超越 的 对 象 . 可 是 ， 我 们 可 以 抓 住 它 的 
代数 含义 .作者 在 十 多 年 前 提出 的 一 个 自然 的 问题 是 ， 找 一 个 从 M 的 万 有 覆 
盖 到 另 一 个 代数 流 形 N 的 开 子 集 的 亚 纯 映射 使 得 M 的 履 秋 变换 可 以 延 拓 为 
N 的 一 个 双 有 理 变 换 ， 虽然 这 个 命题 也 许 对 所 有 射影 流 形 来 说 太 过 于 乐观 , 但 
是 它 应 该 不 会 差 得 太 远 .一 个 重要 的 问题 是 ， 怎 样 生成 具有 最 慢 增长 的 全 纯 函 
数 . 例如 ， 如 果 我 们 想 要 把 M 的 万 有 覆盖 实现 为 有 界 区 域 ， 我 们 需要 生成 有 界 
全 纯 函 数 . R. Schoen 与 作者 的 确 有 一 个 可 以 产生 覆盖 紧 流 形 的 流 形 上 有 界 调 
和 函数 的 方法 [187]. (对 具有 强 负 曲率 的 流 形 ， 这 个 问题 首先 由 Sullivan[196] 
和 Anderson[2] 做 了 研究 . ) 另 一 方面 ， 全 纯 函 数 有 更 强 的 限制 ， 还 没有 得 到 任 
何 处 理 它们 存在 性 的 方法 . 

在 负数 量 曲率 的 Kahler-Einstein 度量 理论 中 ， Kahler 类 是 典 则 的 ， 在 这 
个 情况 下 ， 度 量 是 由 复 结构 决定 的 ， 因此， 任何 Kihler-Einstein 度量 的 不 变量 
都 给 出 了 复 结构 的 内 蕴 不 变量 .例如 ， 这 种 度量 产生 的 Laplace 算 子 作用 在 流 
形 的 各 种 自然 从 上 . 和 这 些 Laplace 算 子 的 特征 值 相关 的 zeta 函数 应 该 具有 和 
复 结构 关联 的 有 趣 性 质 . 但 是 ， 除 了 Ray-Singer[171] 引入 的 全 纯 扭 矩 ， 对 这 些 
zeta 函数 所 知 甚 少 . 用 这 些 关 于 特征 值 的 信息 给 出 Kahler-Einstein 流 形 模 空 间 
的 一 个 紧 化 会 很 有 趣 . 能 否 用 微分 几何 方法 证 明 流 形 上 的 射影 结构 族 只 有 有 限 
多 个 分 支 ? Catanese-LeBrun[36] 和 Kotschick[117] 的 一 个 有 趣 的 结论 说 ， 确 实 
存在 两 个 微分 同 胚 的 Kihler-Einstein 流 形 的 例子 ， 其 上 的 数量 曲率 具有 相反 的 
符号 . Seiberg-Witten 理论 的 一 个 最 主要 的 成 就 是 证 明了 对 Kahler 曲面 ， 这 是 
不 可 能 的 [57]. ; 


为 了 理解 模 空 间 紧 化 的 问题 ， 一 个 自然 的 途径 是 研究 它 的 Weil-Petersson 
度量 . 一般 来 说 ， Weil-Petersson 度量 不 是 完备 的 ， 且 有 无 界 曲率 .可 是 ， 它 


附录 II 几何 与 分 析 回 顾 . 427 - 


的 Ricci 张 量 在 一 个 紧 集 外 可 能 是 负 定 的 ， 且 它 的 行为 应 该 反映 出 模 空 间 上 和 典 
则 Kahler-Einstein 度量 的 行为 . Kaihler-Einstein 度量 模 空间 的 具有 人 负数 量 曲 
率 的 Weil-Petersson 度量 和 Kaihler-Einstein 度量 模 空 间 上 的 Ricci 曲率 为 零 的 
Weil-Petersson 度量 有 很 大 的 不 同 . 在 前 面 的 情形 ， 我 们 很 可 能 期 望 Ricci 曲率 
有 一 个 上 界 ; 而 在 后 者 情形 ， Ricci 曲率 应 该 有 一 个 下 界 . 证 明 它 们 具有 有 限 体 
积 应 该 很 有 趣 . C.-L. Wang[217] 已 经 理解 了 Ricci- 平坦 Kahler 流 形 模 空 间 上 
的 Weil-Petersson 度量 在 模 空间 的 奇 点 处 完备 的 条 件 . 


能 否 紧 化 一 个 体积 有 限 且 Ricci 曲率 有 下 界 的 完备 Kabler MÉ? 许多 年 
前 ， 我 倡议 了 用 几何 手段 紧 化 具有 有 限 体积 的 完备 流 形 的 纲领 。 (参看 Siu- 
Yau[191] ) 我 建议 莫 毅 明 - 钟 家 庆 和 我 的 学 生 郑 方 阳 研究 这 个 纲领 , 虽然 这 个 网 
领 还 没有 完成 ， 已 经 有 了 很 多 进展 ， 如 Mok-Zhong[154], Mok[153], Yeung[232], 
以 及 郑 方 阳 与 我 的 未 发 表 的 工作 . 


自从 理论 物理 中 的 弦 论 革命 以 来 ， Ricci 曲率 为 零 的 Kahler 流 形 理论 ( 即 
Calabi - 丘成桐 流 形 ) 已 经 经 历 了 巨大 的 变化 . Candelas,Horowitz,Strominger 
和 Witten 的 基本 文章 [28] 研究 了 Kaluza-Klein 模型 ， 其 中 希望 把 一 个 十 维 时 空 
通过 具有 非 平凡 平行 转子 的 紧 致 六 维 流 形 来 紧 化 成 一 个 四 维 时 空 ， 最 后 的 分 析 
表明 ， 这 个 紧 化 是 由 一 个 具有 复 三 维 的 Calabi - 丘成桐 流 形 给 出 的 . 这 篇 著名 
的 文章 立刻 引起 了 大 量 的 构造 这 种 流 形 的 工作 ， 特 别 是 那些 欧 拉 数 等 于 土 6 和 
具有 非 平 几 的 基本 群 的 流 形 ， 刚 开始 ， 物 理学 家 认为 只 有 很 少 的 三 维 Calabi - 
丘成桐 流 形 . 在 弦 理 论 的 第 一 次 重要 会 议 上 [226] ,作者 描述 了 许多 构造 这 种 流 
形 的 办 法 ， 物 理学 家 们 非常 惊奇 地 发 现 至 少 存在 上 万 个 这 样 的 流 形 ， 作 者 提议 
通过 对 加 权 射 影 空间 中 的 超 曲面 作 完 全 交 来 得 到 一 大 类 这 些 流 形 ， 第 一 个 重要 
的 例子 是 CP? x CP? 中 的 两 个 三 次 曲面 和 一 个 (1,1) 次 超 曲面 的 完全 交 . 这 个 
流 形 的 欧 拉 数 等 于 一 18. 我 可 以 找到 一 个 无 不 动 点 地 作用 在 其 上 的 3 阶 群 . 那 
么 商 流 形 的 欧 拉 数 等 于 -6 且 具 有 非 平凡 的 基本 群 . 田 刚 与 作者 [206] 然后 用 类 
似 的 方法 发 现 了 更 多 的 例子 。 B. Greene 注意 到 所 有 这 些 构造 产生 出 的 流 形 具 
有 相同 的 拓扑 、 Greene 和 他 的 合作 者 甚至 讨论 了 我 所 构造 的 流 形 的 现象 学 含 
X [3]. 


Calabi - 丘成桐 流 形 的 第 一 个 一 般 性 理论 是 Piatetski-Shapiro 和 Shafare- 
vich 关于 二 维 曲 面 的 研究 [167](Burns-Rapoport[22] 关于 Kahler 流 形 的 情形 ). 
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他 们 发 现 K3 曲面 的 模 空间 的 周期 映射 是 单 的 ， 满 射 的 问题 很 晚 以 后 才 由 Ku- 
likov[118] 和 Pinkham-Perrson[166] 做 了 研究 ， 这 两 篇 文章 都 是 深刻 的 工作 ， 需 
要 大 量 的 代数 工具 . 


这 些 定理 由 于 Todorov 的 一 个 观点 得 到 了 彻底 的 简化 [210] , 即 应 用 作者 的 
Ricci- 平坦 度量 的 存在 性 定理 . 关键 之 处 是 Hitchin[93] 观察 到 , 这 些 度量 提供 了 
复 结构 的 一 个 52 族 . 这 条 复 结构 的 有 理 曲 线 提供 了 进入 模 空间 的 一 条 途径 . 

(更 严格 和 详细 的 讨论 由 萧 荫 堂 给 出 [190]. ) 我 们 期 望 把 这 些 方法 推广 到 高 维 
的 Calabi - 丘成桐 流 形 . 虽然 这 个 还 没有 实现 ， Bogomolov[17] 的 关于 全 纯 辛 
Kahler 流 形 的 无 阻碍 性 定理 已 经 被 Todorov[211] 推广 到 了 高 维 Calabi - 丘成桐 
RH. 在 同一 时 间 ， 田 刚 [200] 在 我 的 指导 下 ， 也 达到 了 Todorov 的 结论 . 这 个 
基本 定理 在 Calabi - 丘成桐 流 形 的 后 续 发 展 中 扮演 了 重要 的 角色 . (这 个 证 明 
无 阻碍 性 的 公式 的 一 个 类 似 被 Kontsevich,Fukaya 等 人 用 来 构造 高 阶 的 乘积 ， 以 
试图 给 出 镜像 对 称 的 代数 解释 [8,59]. ) 


弦 论 依赖 于 Calabi - 丘成桐 流 形 模 空间 上 大 量 的 计算 . 既然 局 部 Torelli 定 
理 成 立 , 最 高 维 全 纯 形 式 的 周期 就 决定 了 模 空 间 的 局 部 几何 . 物理 学 家 Candelas 
和 田 刚 [200] 注意 到 Kahler 位 势 可 以 写成 logll?l? ， 其 中 Q 是 最 高 维 全 纯 形 式 
的 一 个 局 部 全 纯 族 . 全 纯 n- 形式 定义 了 n 维 上 同调 类 的 (平坦 ) 从 的 一 个 子 
线 从 的 事实 可 以 用 来 计算 具有 额外 数据 的 Weil-Petersson 几何 . 这 个 平坦 从 相 
对 于 线 从 的 商 描 述 了 复 结构 的 无 穷 小 形变 ， 因 此 给 出 了 模 空 间 的 切 从 . 

有 两 个 团队 研究 了 这 种 几何 ( Candelas 等 [27] 和 Strominger[194] ). Stro- 
minger 称 它 为 特殊 几何 ( 他 起 初 称 它 限制 型 的 Kihler 几何 ， 作 者 建议 改名 为 特 
殊 几 何 )， 特 殊 几 何在 后 来 镜像 对 称 的 计算 中 扮演 了 很 重要 的 角色 . 

Gepner[66] 和 Greene-Vafa-Warner[74] 的 工作 勾勒 了 怎样 给 某 些 Calabi - E 
成 桐 流 形 对 应 上 一 个 共 形 场 论 和 一 个 道路 积分 . 不 久 以 后 ， Dixon[51] 和 Lerche- 
Vafa-Warner[120] 做 了 镜像 对 称 的 预测 ， 断 言 对 某 个 Calabi - 丘成桐 流 形 ， 可 
以 配 上 男 一 个 Calabi - 丘成桐 流 形 使 得 当 从 M 过 渡 到 镜像 M' ， 两 个 三 点 关 
联 函数 ( 一 个 和 复 形 变相 关 ， 另 一 个 和 Kahler 形变 相关 ) 互相 映 到 对 方 .， M 
的 复 形变 的 关联 函数 就 是 了 H1(Tm) 的 自然 的 三 重 乘积 ( 这 个 可 行 ， 因 为 A37 是 
FAK). Kabler 形变 的 关联 函数 要 复杂 得 多 .除了 H (Th) 上 经 典 的 拓扑 上 
积 (cup product) ， 还 需要 校正 由 于 在 有 理 曲 线 上 积分 产生 的 误差 . 
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B. Greene 与 作者 在 1990 年 的 Berkeley 举办 的 首届 镜像 流 形 会 议 上 ， 把 上 
面 的 三 重 乘积 称 为 量子 上 积 . Vafa 把 这 个 环 结构 产生 的 上 同调 称 为 量子 上 同 
调 . 

对 CP* 中 的 五 次 代数 艇 的 重要 例子 ， Greene-Plesser[73] 基于 共 形 场 论 的 
论证 证 明了 镜像 的 存在 性 . 很 快 ， Candelas 等 人 [29] 在 镜像 存在 的 基础 上 ， 对 
关联 函数 做 了 完全 的 详细 的 计算 . 把 特殊 几何 的 Kahler 和 复 的 方面 等 同 起 来 起 
了 非常 重要 的 作用 . 这 样 一 个 计算 是 数学 上 一 项 惊人 的 工作 . 它 依赖 于 研究 满 
足 一 个 Picard-Fuchs 方程 的 全 纯 三 次 形式 的 周期 ， 以 及 理解 和 复 结构 退化 相关 
的 单 值 化 . Candelas 等 人 的 工作 极 大 的 影响 了 过 去 十 年 的 Calabi - 丘成桐 流 
形 的 发 展 . 特别 的 ， 他 提供 了 计算 五 次 代数 化 上 有 理 曲 线 数 目 (需要 合理 的 加 
以 定义 ) 的 一 个 漂亮 的 公式 . 这 个 公式 的 存在 性 在 数学 文献 里 没有 想到 的 ， 以 
后 的 众多 数学 家 的 工作 导致 的 进展 基本 上 都 是 在 不 同形 式 下 重新 解释 Candelas 
的 公式 . 

当 复 形变 空间 是 一 维 时 ， Candelas 的 计算 方法 被 许多 数学 家 团体 所 采用 . 
当 形 变 空间 是 多 维 时 ， 计 算 需 要 一 个 新 的 方法 ， 这 是 分 别 由 Hosono-Klemm- 
Thiesen-Yau[99] 和 Candelas-de la Ossa-Font-Katz-Morrison[30] 独立 得 到 的 . 更 
进一步 的 推广 在 Hosono-Lian-Yau[100] F. 在 前 一 篇 文章 中 , 大 量 使 用 了 Frobe- 
nius 方法 和 Gelfand-Kapranov-Zelevinsky[64,65] 的 超 几 何方 程 组 ，Frobenius 方 
法 的 形式 参数 后 来 被 等 变 几何 中 的 超 平面 类 所 代替 , 这 就 给 了 Candelas 公式 的 
正确 的 等 变 几何 解释 . 

对 任意 Kahler 流 形 讨 论 量 子 上 同调 环 的 结构 是 有 意义 的 . 对 具有 正 的 第 一 
陈 类 的 流 形 而 言 ， 量 子 上 同调 的 结合 律 有 时 候 足 以 决定 瞬 子 和 .这 个 结论 来 自 
WDVV 方程 ， 是 一 群 物理 学 家 的 工作 (参看 [223, 54 )， 对 这 些 流 形 ， 数 学 家 
可 以 利用 量子 上 同调 的 结合 律 来 计算 瞬 子 和 . Frobenius 流 形 概 念 的 提出 是 为 
了 理解 这 些 计 算 ， 同 时 又 导出 了 齐 性 流 形 中 曲线 计数 的 公式 . 另 一 方面 ， 以 后 
证 明 量 子 上 同调 的 结合 律 的 方法 基本 上 是 将 物理 学 家 的 想法 严格 化 . 

这 个 结合 律 的 第 一 个 严格 证 明 ( 对 半 正 辛 流 形 而 言 ) eC - 田 刚 [175] 
给 出 的 ， 首先， 需要 定义 瞬 子 和 的 含义 ， 当 曲线 亏 格 为 零 时 ， 阮 勇 泌 [174] 对 辛 
流 形 定 义 了 一 些 特 殊 的 情形 ， 然 后 阮 勇 研 - 田 刚 把 这 个 扩展 到 任意 亏 格 的 曲线 
[176]. 想法 是 建立 在 Donaldson 的 关于 它 的 四 维 流 形 的 规范 不 变量 的 定义 基础 
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上 的 . 一 个 基本 的 构成 是 伪 全 纯 曲 线 的 紧 性 论证 , 本 质 上 是 Sacks-Uhlenbeck(177] 
的 工作 . Gromov[77] 注意 到 伪 全 纯 曲 线 可 以 用 来 研究 辛 流 形 的 刚性 ， 阮 勇 研 - 
田 刚 的 关于 量子 上 同调 的 结合 律 的 定义 和 证 明 只 在 相对 于 近 复 结构 的 一 个 一 般 
的 选择 的 擅 全 纯 曲 线 可 行 ， 然而 可 积 近 复 结构 远 不 是 一 般 的 ， 所 以 瞬 子 和 需要 
重新 定义 ， 如 果 我 们 仅仅 限制 到 射影 流 形 . 
基于 Sacks-Uhlenbeck[177], Gromov[77], Parker-Wolfson[165] 等 人 的 工作 ， 

Kontsevich{115] 定义 了 从 带 基点 有 理 曲 线 到 一 个 射影 流 形 有 理 映 射 的 模 空 间 的 
紧 化 . 当 这 个 射影 流 形 是 某 个 齐 性 空间 中 的 完全 交 ， 就 有 一 种 方法 可 以 定义 如 
上 紧 化 空间 上 的 某 个 阻碍 从 ， 如 果 阻碍 从 与 映射 的 模 空 间 有 相同 的 秩 ， 我 们 可 
以 取 从 的 欧 拉 数 . 一 般 来 说 ， 要 定义 这 个 欧 拉 数 ， 需要 用 到 李 骏 - 田 刚 [127] 做 
出 的 关于 虚拟 闭 链 的 构造 ， 对 射影 超 曲 面 的 一 个 一 般 选 择 ， 在 一 个 固定 拓扑 下 
的 曲线 数目 可 以 用 这 些 欧 拉 数 来 定义 ， 对 5 次 代数 艇 ,我 们 得 到 


Ka= 》 nark 3, 
k|d 
其 中 Ka 是 欧 拉 数 ，najs 是 有 理 曲线 的 期 望 数目 ， 这 个 公式 ， 称 为 覆盖 公式 ， 
是 由 Candelas 等 人 [31] 发 现 的 ， 并 且 由 Aspinwall-Morrison[5] 和 Manin[144] 严 
格 验证 . 数 ni 是 一 个 射影 不 变量 ， 应 该 和 上 面 提 到 的 辛 不 变量 有 不 同 的 称谓 . 
一 个 目 然 的 名 称 应 该 是 Schubert 不 变量 , 来 纪念 Schubert 在 一 个 世纪 前 做 的 基 
础 性 工作 . 
Candelas 的 五 次 二 维 艇 的 公式 是 如 下 的 关于 T BRERA EE: 


5T* ar 5 fife _ fs 
6 thee = 9% fo 和 


其 中 了 = 对 Ky 是 如 上 的 欧 拉 数 ， 且 对 i=0,1,2,3, 


5d 
fi ze a d Vja ô ed(t 十 五) [mai (52 T m) 
3 = d 。 
il dH 和 [1(H + m)s 


其 中 fi AKT Lif) = 0 的 解 空间 的 一 组 基 ， 其 中 工 是 如 下 的 超 几 何 微分 算 子 


pied ciel d 
b= (Gy abe +1) G5 +4). 
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许多 人 认真 地 试图 证 明 这 个 公式 .Witten[223] 定义 了 线性 o HAL, Plesser- 
Morrison[157] 试图 (未 成 功 ) 用 这 个 概念 证 明 Candelas 的 公式 . 不 过 ， 他 们 确 
实 表 明了 线性 o 模型 的 重要 性 . 不 久 以 后 ，Kontsevich 努力 试图 用 Atiyah-Bott 
局 部 化 方法 来 证 明 Candelas 公式 [115]. 虽然 他 成 功 计算 了 5 次 代数 得 的 次 数 为 
4 的 不 变量 ， 他 的 表达 式 过 于 复杂 ， 以 至 无 法 一 般 性 的 实现 . 很 重要 的 一 点 是 
TERE Ley H 在 Frobenius 方法 中 (参看 [99] ) 解释 为 等 变 超 平面 类 . 接着 
Kontsevich 的 工作 ，Givental[70] 做 了 另 一 个 尝试 , 用 到 了 Witten 等 人 的 想法 和 
引进 了 量子 微分 方程 ( 这些 就 是 决定 某 个 典 则 定义 的 联络 的 平坦 截面 的 方程 ). 
可 是 他 的 证 明 还 不 完全 . 最 后 , 基于 Witten,Kontsevich,Li-Tian 的 工作 以 及 一 些 
关于 欧 拉 数据 概念 的 新 想法 ， Lian-Liu-Yau[134] 在 1997 年 给 出 了 Candelas 公 
式 的 第 一 个 完整 的 证 明 . [134] 发 表 后 六 个 月 左右 , 两 项 试图 完成 Givental 纲领 
的 工作 出 现 了 . 第 一 篇 是 Procesi 等 人 [14] 而 另 一 篇 是 Pandharipande[164]. 第 一 
篇 文章 没有 宣称 证 明 Candelas 公式 的 最 终 形式 ， 第 二 篇 文章 用 了 Lian-Liu-Yau 
的 一 些 想法 . 


虽然 Lian-Liu-Yau 的 工作 没有 给 出 镜像 流 形 的 一 个 构造 ， 但 也 确实 所 出 了 
许多 有 趣 的 数学 问题 . 应 该 把 这 个 理论 解释 成 代数 流 形 的 映射 空间 o 模型 上 的 
示 性 类 理论 或 K- 理论， 这 种 o 模型 的 一 个 优点 是 它们 允许 我 们 把 映射 限制 到 
从 一 个 固定 拓扑 的 曲线 出 发 ， 从 而 得 到 一 个 有 限 维 的 映射 空间 . 


Lian-Liu-Yau 理论 中 的 一 个 重要 问题 是 : 给 定 一 个 代数 流 形 M 上 的 一 个 
代数 从 了 ， 以 及 从 亏 格 为 9 的 曲线 到 M 的 具有 同调 类 k e HC, fV) 的 全 
体 映 射 M(g,k) 的 稳定 模 空间 ， 我 们 可 以 构造 Mg, k) 上 的 一 个 虚拟 从 六， 方 
法 是 通过 观察 HC, f*V) - AC, f*V), 其 中 f:C 一 M 是 M(g,k) 中 的 一 
个 映射 ， 给 定 一 个 示 性 类 的 理论 ， 也 就 是 从 全 纯 向 量 从 环 到 同调 类 的 一 个 映射 
b( 可 以 改进 到 代数 闭 链 ) ， 我 们 可 以 考虑 (V), URA bV) 相关 的 几 个 数 . 例 
On, 我们 可 以 在 Li-Tian 类 [127] ( Li-Tian 定义 为 一 个 虚拟 模 空间 闭 链 ， 后 来 被 
Behrend-Fantechi[11] 用 不 同 的 方法 加 以 理解 ) 上 估计 b(V) 的 值 , 或 者 我 们 可 以 
考虑 b(V) 和 M(g,k) 上 的 tautological 线 从 的 陈 类 的 乘积 ， 然 后 在 Li-Tian 闭 
链 上 估计 这 个 乘积 的 值 . Lian-Liu-Yau 的 方法 可 以 对 很 大 一 类 从 VV 和 MM 计算 
这 些 数 ， 这 些 类 特别 的 包含 了 ， 例 如 ， 环 面 艇 或 气球 流 形 上 的 是 的 和 四 的 从 . 
OV) 的 计算 可 以 看 作 是 代数 流 形 的 o 模型 上 的 K- 理论 . 
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在 尽 可 能 一 般 性 的 情况 下 实现 Lian-Liu-Yau 的 计算 是 很 重要 的 . 同样 重要 
的 是 解释 计算 所 得 数值 的 几何 含义 ， 当 b 是 欧 拉 类 而 HC, f*V) = 0 时 ， 这 
个 数 解释 为 与 气 格 为 9 的 曲线 计数 有 关 . 这 就 是 我 们 计算 C 中 的 一 个 一 般 
5 次 代数 簇 上 的 有 理 曲线 数目 的 方法 .在 那个 情况 下 , WV 为 CP4 上 的 线 从 
O(5). 4 V 是 CP’ 上 的 O(-3) ， 我们 其 实 是 在 处 理 “ 局 部 镜像 对 称 ” 中 出 现 的 
数 , 也 就 是 CP? 中 的 嵌入 到 某 个 Calabi - 丘成桐 流 形成 为 超 曲 面 的 那些 有 理 曲 
线 的 数目 (参看 Vafa 等 人 的 工作 [112] ， 以 及 Chiang-Klemm-Yau-Zaslow 最 近 
的 工作 [42] ). o 模型 上 的 所 有 这 些 示 性 数组 成 的 集合 与 Gelfand-Kaspranov- 
Zelevinsky[64,65] 的 超 几何 级 数 密切 相关 . 了 解 这 些 数 作为 一 个 从 K- 群 到 M 的 
映射 的 内 在 结构 将 会 非常 有 意思 . 


当 b 是 欧 拉 类 ， Li-Tian 的 一 个 著名 定理 说 这 就 等 价 于 计算 一 个 和 给 定 辛 
结构 相 容 的 一 般 近 复 结构 的 伪 全 纯 曲 线条 数 ( 至 多 相差 一 个 符号 ). 用 Lian-Liu- 
Yau 的 证 明 ， 我 们 应 该 能 够 扩展 Li,Ruan 和 Tian 的 方法 ， 用 来 证 明生 成 函数 
的 系数 na 都 是 整数 ， 这 将 让 数论 学 家 和 组 合 学 家 都 很 感 兴 趣 . 从 超 几 何 级 数 
到 生成 函数 的 变换 称 为 镜像 变换 ， 一 个 同样 了 不 起 的 事实 是 ， 通 过 选择 正确 的 
坐标 系 ， 镜 像 变 换 有 一 个 很 好 的 9- 展开 ， 其 中 系数 都 是 整数 (如同 在 Hosono- 
Klemm-Thiesen-Yau[99] 中 实验 性 的 计算 ， 由 作者 们 公开 化 )， 当 镜像 流 形 的 形 
变 是 一 维 的 ， 这 个 整 性 条 件 由 Lian-Yau[138] 验证 . 这 是 一 个 非常 重要 的 事实 ， 
被 Lian-Yau 用 来 证 明 有 理 曲 线 数目 的 可 除 性 . 例如 ， 证 明了 ni, 5 RRR 
的 有 理 曲 线 数目 ， 当 i 不 能 被 5 整除 时 ， 可 以 被 125 整除 ， 可是， 镜像 映射 这 
样 的 整数 性 质 在 多 变量 情形 还 不 知道 ， 这 提出 了 一 个 富有 挑战 性 的 问题 ， 注意 
当 Calabi - 丘成桐 流 形 的 维 数 是 1 和 2 时 ， 镜 像 映射 和 j- 函数 相关 ， 其 实 ， 
Lian-Yau[135,136,137] 注意 到 当 Calabi - 丘成桐 流 形 是 K3 曲面 或 Calabi - F. 
成 桐 流 形 包含 一 族 K3 曲面 时 ， 镜 像 映 射 应 该 和 自 守 型 相 联 系 ， 这 出 现在 关于 
大 魔 群 的 月 光 猜 想 里 . 在 Chuck Doran 的 哈佛 论文 里 ， 他 在 这 个 问题 上 做 出 了 
重大 的 进展 ， 他 详细 研究 了 Painlevé VI 方程 及 其 代数 解 [53]. 


对 偶 性 猜想 在 弦 论 最 近 的 进展 中 在 数论 中 有 应 用 ， 正 如 Moore-Witten[156] 
的 工作 中 所 指出 的 那样 ， 同样 G. Moore 提出 了 由 变 分 原理 决定 的 模 空 间 上 的 
某 些 特殊 点 处 的 镜像 映射 值 的 一 些 问题 [155]. 所 有 这 些 问 题 预 示 着 在 镜像 对 称 
理论 中 蕴藏 着 数论 的 非常 丰富 的 结构 ， Klemm-Lian-Roan-Yau[11] 发 展 了 镜像 
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映射 中 许 瓦 兹 方程 的 一 个 推广 . 正 是 基于 这 些 方 程 我 们 发 现 了 有 理 曲 线 数 目的 
可 除 性 . 

虽然 Lian-Liu-Yau 的 理论 可 以 用 来 处 理 许 多 重要 的 计数 几何 问题 ， 它 不 能 
解释 镜像 流 形 的 几何 含义 . 如 同 我 们 在 上 面 提 到 的 ，Strominger-Yau-Zaslow[195] 
的 构造 ,确实 提供 了 这 样 一 个 框架 。 Vafa[26] 最 近 拓 展 了 SYZ 猜想 以 把 向 量 从 
包含 进来 .虽然 Gross[80,81] 和 Hitchin[93] 在 SYZ 猜想 上 已 经 作 了 重要 进展 ， 
离 对 SYZ 理论 的 完全 理解 还 很 远 .缺少 的 关键 环节 是 一 般 Calabi - 丘成桐 流 
形 中 特殊 Lagrange 子 流 形 和 边界 在 给 定 Lagrange 子 流 形 上 的 全 纯 圆 盘 的 显 式 
构造 . 

在 一 般 情况 下 ， SYZ 猜想 的 图 景 都 很 可 能 是 正确 的 ， 把 Lian-Liu-Yau 的 
严格 处 理 和 SYZ 的 图 景 联系 起 来 将 会 非常 有 趣 . 他 预测 了 Ricci 平坦 度量 的 构 
造 , 很 可 能 在 半 平 坦 度量 的 基础 上 ， 可 以 用 瞬息 子 知识 来 建立 Ricci 平坦 度量 . 

许多 年 以 前 ， Mukai[158] 注意 到 一 个 K3 曲面 上 的 SU(n) 从 的 模 空间 有 
自然 的 超 Kibhler 结构 . (这 可 以 推广 到 其 他 的 超 Kahler 流 形 上 去 . ) 他 引入 了 
Mukai 变换 的 概念 ， 很 明显 与 上 面 的 理论 有 联系 ， 我 们 有 足够 的 信心 ， 在 不 久 
的 将 来 ， 会 出 现 一 个 包含 上 面 所 有 思想 的 理论 . 

另 一 个 重要 的 问题 是 分 类 所 有 三 维 Calabi - 丘成桐 流 形 ， 以 及 那些 是 椭圆 
纤维 空间 的 四 维 Calabi - 丘成桐 流 形 ， 一 个 非常 相关 的 问题 是 ， 理 解 和 乐 群 为 
G2 和 Spin(7) 的 流 形 的 构造 . 

最 近 Joyce[106,107] 能 够 构造 这 种 流 形 的 非 平凡 的 例子 . 它们 是 通过 奇异 摄 
动 得 到 的 ， 类 似 于 C. Taubes 有 关 四 维 流 形 上 自 对 偶 SU(2) 联络 的 构造 ， 虽 然 
这 些 流 形 明显 的 在 最 近 弦 论 的 进展 中 扮演 了 重要 的 角色 ， 他 们 的 整体 结构 仍然 
非常 难以 了 解 . 我 们 如 何 对 它们 参数 化 ?是 否 它 们 以 系统 的 方式 与 Kihler 流 形 
相 联 系 ? 我 们 应 该 如 何 理 解 这 些 流 形 上 或 Calabi - 丘成桐 流 形 上 的 具有 特殊 和 
乐 群 的 从 的 模 空间 ? 

一 个 最 近 的 弦 论 进展 要 求 一 个 给 定 的 Calabi - 丘成桐 流 形 可 以 形变 到 另 
外 一 个 .既然 这 些 流 形 可 能 具有 不 同 的 拓扑 ， 我 们 必须 通过 奇异 流 形 来 达到 这 
个 目的 . 我 们 允许 把 给 出 相同 共 形 场 论 的 流 形 等 同 起 来 . Aspinwall-Greene- 
Morrison[4] 已 经 研究 了 Calabi - 丘成桐 流 形 的 共 形 场 论 的 形变 ,在 存在 一 个 改 
变 流 形 拓 扑 的 “Hop” 构造 的 情况 下 . Greene-Morrison-Strominger[72] 也 讨论 了 
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当 流 形 形 变 时 量子 场 论 的 变化 , 来 得 到 二 重 (conifold) 点 . 这 些 理 论 表 明 甚 至 当 
目标 空间 具有 奇 点 时 ， 仍 然 可 能 存在 好 的 物理 理论 .这 意味 着 甚至 当 流 形 具 有 
奇 点 时 ， 我 们 可 以 发 展 一 个 好 的 几何 理论 ， 这 包括 这 种 奇异 流 形 上 的 一 个 好 的 
度量 ， 一 个 好 的 Hodge 理论 ， 一 个 好 的 从 理论 ， 以 及 一 个 好 的 计数 几何 ， 这 些 
几何 应 该 能 够 反映 出 上 面 提 到 的 量子 场 论 ， 特别 的 ， 我 们 希望 找到 新 的 几何 不 
变量 来 捕获 当 一 个 光滑 流 形 趋向 一 个 奇异 流 形 时 的 量子 几何 的 极限 . 

在 联系 不 同 Calabi - 丘成桐 流 形 的 讨论 中 ， 一 个 特别 重要 的 过 程 是 由 M. 
Reid[172] 建议 的 (一 些 最 初 的 想法 可 以 追溯 到 Clemens[45] ). 我 们 可 以 通过 爆 
破 具 有 人 负 的 法 从 的 有 理 曲 线 来 消灭 一 个 Calabi - 丘成桐 流 形 的 第 二 上 同调 . 
有 Clemens[44],Friedman[56] 和 田 刚 [203] 等 人 的 关于 如 何 把 得 到 的 奇异 流 形 的 
复 结构 形变 到 一 个 光滑 流 形 的 复 结构 ， 这些 流 形 不 一 定 是 代数 的 ， 通过 这 种 过 
程 ， Reid 建议 把 所 有 Calabi - 丘成桐 三 维 流 形 连接 起 来 ， 这 是 一 个 相当 诱 人 
的 猜想 ， 但是， 通过 光滑 化 得 到 的 流 形 不 是 Kable 的 ， 需 要 定义 一 个 典 则 的 
Hermitian 度量 来 说 明 那 些 类 似 于 由 Ricci 平坦 度量 给 出 的 性 质 . 基于 这 种 典 则 
度量 的 模 空 间 上 的 Weil-Petersson 度量 将 会 很 重要 ， 因 为 它 能 够 帮助 识别 镜像 
映射 . l 

几 年 前 ， Zaslow 和 我 [231] 证 明了 K3 曲面 中 带 节 点 的 奇异 有 理 曲线 计数 
和 自 守 型 的 关系 ， 在 这 个 公式 启发 下 ， Gattsche[71] 对 更 一 般 的 Kabler 曲面 做 
了 如 下 的 猜想 : 

设 C 是 XX 上 足够 丰富 的 除 子 ，K 是 典 则 除 子 . 那么 |C| 中 的 通过 r = 
-KC +g - x(0x) 个 点 的 亏 格 为 g 的 曲线 数目 可 以 由 gC(C-K) 在 如 下 的 g 的 
FARURI H H RHE]: 

D?G, 


K? pCK r 
By By“ (DG2) (A(D2G2))xOx)/2? 


HH D= q , Go Æ Eisenstein 级 数 


G2(q) = -部 ODODO 
k>0 alk 
A 是 判别 式 
Ala) =q [[0- 4), 


k>0 
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当 上 同调 类 是 本 原 时 ，Bryan-Leung[20] 在 K3 曲面 的 Yau-Zaslow 公式 的 严 
格 证 明 上 走出 了 第 一 步 . 引 人 注 目的 是 最 近 刘 艾 克 [142] 得 到 了 对 一 般 的 Kahler 
曲面 的 公式 . (一 些 特殊 的 情形 是 与 李 天 军 合作 得 到 的 . ) 利 用 一 族 Seiberg-Witten 
不 变量 的 想法 ， 他 也 研究 了 同时 是 椭圆 纤维 空间 的 三 维 流 形 上 的 类 似 问题 ， 曲 
线 计数 的 生成 函数 与 自 守 型 的 关系 相当 神秘 .也许 这 些 形式 的 一 般 性 理论 在 不 
远 的 将 来 会 发 展 起 来 . 

除了 WDYVYV 方程 和 镜像 对 称 理论 , 还 有 Seiberg-Witten 方程 理论 ，Taubes 
[199] 最 早 证 明 Seiberg-Witten 不 变量 与 一 个 辛 流 形 中 的 伪 全 纯 曲 线 的 计数 相 
关 ， 这 个 定理 为 四 维 辛 流 形 的 结构 理论 打下 了 基石 . Taubes 定理 的 一 个 推论 
是 ，CP” 上 只 有 一 个 辛 结构 . (还 不 知道 这 是 否 对 同 伦 CP? 也 成 立 ， 我 证 明了 
5 CP? 同 伦 的 Kabler 流 形 一 定 与 CP? 同 构 . ) Taubes 关于 CP? 的 定理 被 刘 艾 
克 和 李 天 军 推广 到 了 其 他 的 有 理 曲 面 上 [126]. 

回 到 Calabi - 丘成桐 流 形 的 分 类 ， 了 和 解 这 些 流 形 间 的 几何 配 边 理论 是 很 有 
趣 的 . 什么 时 候 Calabi - 丘成桐 流 形 是 同一 个 具有 Go 和 乐 群 的 七 维 流 形 的 边 
FL? 对 G2- 流 形 ， 我 们 也 可 以 问 它 什么 时 候 是 Spin(7) 流 形 的 边界 . Go 流 形 
和 三 维 或 四 维 的 Calabi - 丘成桐 空间 有 密切 的 关系 ， 如何 描述 呢 ? 我 们 很 可 能 
需要 容许 带 奇 异 点 的 空间 . 

对 Ricci 曲率 为 正 的 流 形 ， Calabi 猜测 的 解 给 了 正 Ricci WZ Kahler Fi 
形 的 拓扑 的 一 个 很 好 了 解 . 当 流 形 不 是 Kihler 的 ， 问 题 的 解 并 不 一 样 . 甚至 对 
怪 球面 ， 这 个 问题 也 还 没有 全 部 回答 .一 个 诱 人 的 猜想 是 如 下 的 : 

一 个 怪 球面 容许 正 的 数量 曲率 当 且 仅 当 它 是 一 个 旋 量 (spin) 流 形 的 边界 . 
一 个 怪 球面 容许 正 Ricci 曲率 度量 当 且 仅 当 它 是 一 个 可 平行 流 形 的 边界 .一 个 
怪 球 面容 许 正 截 曲率 度 量 当 且 仅 当 它 可 以 写成 一 个 紧 流 形 的 向 量 丛 . 

第 一 个 命题 从 Stolz[192] 定理 知道 是 对 的 ， 证 明 用 到 Schoen-Yau[184] 和 
Gromov-Lawson[78] 的 手术 结果 . 同样 , 第 二 与 第 三 部 分 的 充分 性 也 已 知 是 正确 
的 . 

Cheeger-Gromoll[37] 的 著名 定理 基本 上 把 非 负 Ricci 曲率 的 流 形 的 研究 简 
化 到 具有 有 限 基本 群 的 情形 .是否 每 个 有 限 群 都 可 以 作为 一 个 正 Ricci 曲率 紧 
流 形 的 基本 群 出 现 ? 特别 的 ， 还 不 清楚 是 否 正 Ricci 曲率 的 连通 和 容许 正 Ricci 
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曲率 度量 . Stolz[193] 建议 用 如 下 方法 把 著名 的 Lichnerwicz 定理 推广 到 环 路 
(loop) 空间 : WR M 的 Ricci 曲率 是 正 的 , H 3pi1(M) BE, 那么 M 的 Witten 
指标 等 于 零 . 注意 jp1(M) = 0 解释 成 M 的 环 路 空间 是 旋 量 的 . 但是， 对 这 样 
一 个 猜想 还 没有 足够 的 证 据 ， 一 个 有 趣 的 问题 是 怪 球 可 否 嵌 入 到 Calabi- 丘 成 
桐 空 间 里 面 成 为 余 维 数 为 一 的 极 小 子 流 形 . 

找到 一 个 条 件 来 看 是 否 有 对 正 Ricci 曲率 的 流 形 上 正 数 量 曲率 的 Einstein 
度量 存在 性 的 阻碍 将 会 很 漂亮 . 对 维 数 大 于 5 ， 很 可 能 没有 任何 阻碍 .甚至 当 
流 形 是 Kahler 的 ， 正 数量 曲率 Einstein 度量 的 存在 性 也 还 是 一 个 公开 的 问题 . 
虽然 有 自 同 构 群 是 可 约 的 ( Matsushima 的 一 个 定理 [146] ) 和 Eutaki 不 变量 
[60] 必须 为 零 两 个 已 知 的 阻碍 ， 作 者 相信 关键 的 阻碍 应 该 来 自 于 极 化 复 结构 的 
Mumford 和 Gieseker 的 几何 不 变量 理论 中 定义 的 稳定 性 概念 . 

有 可 能 R. Hamilton 的 方程 在 这 个 问题 中 有 用 . 他 的 方程 确实 保持 复 结构 ， 
曹 怀 东 [32] 证 明了 这 个 方程 的 长 时 间 解 的 存在 性 . 基本 的 估计 如 Harnack 不 等 
式 也 由 曹 怀 东 得 到 [33]. 一 些 孤 立 子 解 也 为 曹 怀 东 所 发 现 [34 .一 个 重要 问题 
是 分 类 所 有 这 样 的 非 紧 孤立 子 解 . Kihler-Einstein 度量 的 惟一 性 问题 分 别 由 
Bando-Mabuchi[7] 得 到 . Hamilton 方程 的 渐 近 行为 也 许 和 稳定 性 问题 相关 . 


C. 数量 曲率 . 虽然 数量 曲率 是 维 数 大 于 2 的 紧 流 形 上 最 弱 的 不 变量 ， 它 在 
广义 相对 论 中 扮演 了 重要 的 角色 . 4 Lorentz 度量 限制 到 一 个 类 空 超 曲 面 时 ， 
数量 曲率 基本 上 表示 质量 的 分 布 . ( 精确 的 质量 分 布 包括 来 自 类 空 超 曲面 的 第 
二 基本 形式 的 贡献 .) 

物理 学 上 的 解释 需要 数量 曲率 的 正 性 比 负 性 更 有 意义 ， 因 为 通常 的 质量 密 
度假 定 是 非 负 的 ， 物理 直觉 是 正 数 量 曲率 流 形 理论 发 展 的 非常 好 的 向 导 . 

第 一 个 成 果 是 狄 拉克 算 子 的 绪论. ”Lichnerwicz 证 明了 下 面 的 消 没 定理 
[139]: 对 旋 量 流 形 ， 从 Atiyah-Singer 指标 定理 ， 可 以 推出 流 形 的 某 个 KO 示 性 
数 必定 为 零 ， 在 很 长 时 间 里 ， 这 是 仅 有 的 知道 的 拓扑 常数 ， 对 几何 学 家 来 说 ， 
正 质量 猜想 的 问题 是 在 1973 年 斯 坦 福 大 学 微分 几何 会 议 时 提出 来 的 ( 在 广义 相 
对 论 来 说 ， 这 是 一 个 古典 的 问题 ). 很 快 就 注意 到 一 个 简单 的 问题 是 ， 三 维 环 面 
上 是 否 存 在 正 数量 曲率 的 度量 . Schoen 和 我 成 功 地 证 明了 这 样 的 度量 不 存在 
[182]. 证 明 依 赖 于 不 可 压缩 极 小 曲面 的 存在 性 定理 ( 这 也 由 Sacks-Uhlenbedk 独 
立 的 得 到 [177] ) 以 及 对 第 二 变 分 公式 的 细致 研究 ， 特 别 的 ， 我 们 证 明了 当 一 个 


附录 II 几何 与 分 析 回顾 -437 - 


三 维 流 形 的 基本 群 容许 一 个 子 群 与 亏 格 不 小 于 1 的 曲面 的 基本 群 同 构 时 ， 其 上 
不 存在 正 数量 曲率 的 完备 度量 [185]. 

到 1978 年 , 我 们 已 经 能 够 彻底 的 解决 正 质量 猜测 [183] , 我 们 也 能 够 把 关于 
正 数量 曲率 度量 的 定理 推广 到 高 维 [184]. 基本 的 证 明 原 则 是 对 维 数 进行 归纳 . 
我 们 发 现 对 一 个 具有 正 数 量 曲 率 的 流 形 中 的 稳定 极 小 超 曲 面 ， 我 们 可 以 (利用 
第 二 变 分 算 子 的 第 一 特征 函数 ) 把 度量 共 形 形 变 到 一 个 正 数 量 曲 率 的 度量 .外 
围 流 形 的 拓扑 性 质 必须 用 来 保证 这 种 极 小 超 曲 面 的 存在 性 .例如 ， 流 形 的 第 一 
上 同调 必须 有 足够 的 类 来 提供 非 平凡 的 相交 . 

同年 ， 利 用 我 们 证 明正 质量 猜测 的 想法 ， 我 们 证 明了 ， 直 到 余 维 数 3 T 
以 在 正 数 量 曲率 流 形 的 范畴 内 作 手 术 [184]. (这 个 基本 的 事实 后 来 也 被 Gromov- 
Lawson 用 一 个 不 同 的 构造 得 到 [78]. ) 这 个 手术 的 结果 使 得 旋 量 配 边 理论 的 工 
具 可 以 应 用 到 正 数量 曲率 流 形 的 研究 中 . Stolz[192] 证 明了 下 面 的 重要 结果 : 
Lichnerwicz 定理 中 的 阻碍 是 单 连通 流 形 类 中 惟一 的 阻碍 . 

~ 虽然 我 们 有 了 把 Lichnerwica 消 没 定理 扩展 到 具有 非 平凡 基本 群 的 流 形 的 初 

步 结 果 ，Gromov-Lawson 为 之 发 展 了 一 套 广泛 的 理论 . 他 们 认为 来 自 天 Ofmi] 的 
阻碍 的 消 没 对 正 数量 曲率 度量 的 存在 性 来 说 已 经 足够 好 了 [79]. 最 近 Schick[178] 
的 工作 显示 这 是 不 对 的 , 因为 Schoen-Yau 的 关于 极 小 超 曲面 的 阻碍 没有 考虑 进 
来 . 

一 个 公开 的 问题 是 , 找 出 一 个 流 形 容许 正 数 量 曲率 度量 的 充分 必要 条 件 . 一 
个 有 趣 的 问题 是 证 明 , 如 果 流 形 M 表示 H*(K(x,1),Q) 中 的 一 个 非 平凡 的 同调 
类 , 那么 它 不 容许 正 数 量 曲 率 的 度量 . 在 Schoen 和 我 于 1981 年 在 Berkeley 开设 
的 一 个 关于 正 数 量 曲 率 度量 流 形 的 课程 里 , 我 们 解决 了 这 个 问题 当 dim(M) < 4 
的 情形 ， 在 过 去 十 年 中 ， 有 A. Connes 等 人 的 利用 算 子 代数 想法 的 工作 (参看 
[9] ) 可 是 ,还 没有 最 后 给 出 这 个 问题 的 解 . 手术 的 论证 方法 在 dim(M) <4 时 
得 出 来 的 结论 不 足以 给 它们 非 类 . ”Schoen-Yau 的 结果 可 以 推出 正 数量 曲率 三 
维 流 形 必 是 具有 有 限 基 本 群 的 流 形 的 连通 和 [185]. 如 果 Poincaré 猜想 和 球面 空 
间 形 式 猜想 成 立 ， 那 么 相反 的 命题 也 对 . 

当 dim(M) = 4 ,最 好 的 结果 是 刘 艾 克 和 李 天 军 [125] 给 出 的 .他 们 给 出 了 
一 个 辛 流 形容 许 正 数 量 曲 率 度量 的 充 要 条 件 . 

除了 和 拓扑 有 关 的 问题 ， 正 数量 曲率 流 形 的 几何 也 是 一 个 富有 成 果 的 课 
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题 ， 既 然 它 和 广义 相对 论 的 问题 密切 相关 . 例如 ， 下 面 的 命题 (参看 Schoen- 
Yau[186] ) 在 黑洞 理论 中 有 重要 的 意义 : 

对 一 个 紧 致 三 维 流 形 M, ATF -Am +3Ru (具有 Dirichlet 条 件 ) 的 第 
一 特征 值 以 fe 为 上 界 ， 其 中 r 是 任何 沿 着 M PAAL HR o 的 管子 的 最 小 
半径 ， 要 求 o 在 管子 内 是 同 伦 平 凡 的 . 

应 该 可 以 把 这 种 结果 推广 到 高 维 流 形 . 

我 们 期 望 带 边 紧 流 形 的 正 质量 猜想 的 一 个 很 好 的 表述 , 可 是 现在 还 不 知道 . 
正 质量 定理 ， 以 及 Schoen 关于 著名 的 Yamabe 问题 的 解 [180] ， 被 Schoen 和 作 
者 用 来 研究 区 域 OC SN 的 共 形 平坦 的 ， 正 数量 曲率 度量 [187]. 

20 年 前 ， Penrose 做 了 一 个 广义 相对 论 中 的 猜想 ， 全 质量 在 相差 一 个 常数 
的 意义 下 ， 大 于 黑洞 面积 的 平方 根 . 当 类 空 超 曲面 具有 非 负数 量 曲率 ， 这 个 猜 
测 最 近 被 Huisken-Iimanen[103] 和 Bray[19] 所 解决 .处理 数量 曲率 不 是 非 负 的 
情形 还 是 一 个 公开 的 问题 . 8 

广义 相对 论 的 一 个 非常 有 趣 的 问题 是 如 下 的 : 对 一 个 非 负 数量 曲率 的 紧 致 
ZME, OM 的 Hawking 质量 不 会 大 于 OM 的 直径 的 一 个 固定 的 倍数 ， 除 非 
M 中 有 一 个 闭 的 稳定 极 小 曲面 当然， 上述 命题 有 一 个 到 非 正 数量 曲率 流 形 的 
推广 ， 这些 命题 和 黑洞 的 形成 有 关 . 


III. 结论 . 

我 想 在 这 里 总 结 一 下 这 个 报告 中 的 最 重要 的 部 分 ， 提 出 一 些 重要 的 问题 也 
许 是 比较 合适 的 . 

1. 理解 n 维 流 形 到 MEY 维 欧 氏 空 间 的 等 距 幅 入 的 存在 性 与 惟一 性 的 准 
确 内 涵 ， 当 流 形 是 紧 致 无 边 的 ， 是 否 存在 非 平凡 的 等 距 形 变 ? 

明显 的 , 在 n=2 和 允 > 2 ， 局 部 和 整体 的 代入， 度量 的 实 解析 和 光滑 的 
假设 之 间 存 在 差异 . 对 n = 2 HBA, A Weyl[221]，Nirenberg[162] 和 
Pogorelov(169] 的 工作 ， XARA, AMPH BE CHE [140].n = 2 时 的 整 
体 惟 一 性 是 由 Cohn-Vossen 研究 的 [46]. 相应 的 线性 化 算 子 的 惟一 性 问题 也 非 
常 重要 ， 有 Cohn-Vossen 做 了 研究 .虽然 线性 化 的 问题 本 身 是 有 趣 的 ， 它 明显 
的 和 非 线性 问题 有 关系 ， 对 这 样 的 线性 算 子 ， 有 可 能 既 不 是 椭圆 的 又 不 是 双 曲 
的 ， 发 展 一 套 整 体 的 理论 . 假定 M” 的 度量 是 一 般 (generic) 的 而 曲率 算 子 是 正 
EM, FHARATER™ 2 中 .是 否 线性 化 算 子 的 核 是 只 由 无 穷 小 刚体 运动 组 
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成 ? 是 否 在 这 个 情况 下 有 任何 应 用 指标 定理 的 方法 ? 

等 距 典 入 问题 要 求 在 抽象 法 从 上 找 一 个 Riemann 联络 ， 通 过 (未 知 的 ) 第 
二 基本 形式 与 切 从 上 的 Levi-Civita 联络 结合 ,一 个 平坦 联络 就 形成 了 ，( Gauss 
方程 和 Codazzi 方程 都 需要 用 到 . ) 从 这 个 观点 看 ， 注 意 到 n > 2 时 法 从 一 般 是 
可 以 拓扑 分 解 的 .这 也 许 是 等 距 岁入 并 非 惟 一 的 一 个 原因 .也许 需 要 把 法 从 分 
解 为 几 个 子 从 ,然后 根据 法 从 的 分 解 分 几 个 部 分 来 构造 所 需 的 Riemann 联络 和 
第 二 基本 形式 .几何 上 来 说 ， 我 们 考虑 等 距 嵌 入 结构 化 的 可 能 性 ， 通 过 把 M” 
AZ MM CMM CC. CR" h, Hp n< ma <n <- < zt 如 
果 我 们 在 等 距 租 入 上 加 入 某 种 结构 化 ， 也 许 会 迫使 惟一 性 和 存在 性 定理 变 得 更 
容易 证 明 . 例如 ， 可 以 首先 把 一 张 任意 亏 格 的 曲面 代入 到 合适 的 双 曲 三 维 空间 
中 . 我 们 也 可 以 把 亏 格 为 一 的 曲面 通过 一 个 合适 选取 的 三 维 流 形 等 距 幅 入 到 R4 
H, 

应 该 有 一 种 有 效 的 方法 来 验证 是 否 M” LAA EAT SRA BI 
个 维 数 < “ED 的 流 形 中 去 ， 当 n > 2 ， 当 余 维 数 不 大 于 n 一 1 时 我 们 有 相当 
多 的 惟一 性 定理 . 当 > 2 时 几乎 不 知道 任何 存在 性 定理 . 

一 个 有 趣 的 余 维 数 为 一 的 整体 存在 性 定理 可 以 作为 我 与 Schoen 的 工作 的 
推论 得 到 [183]: 给 定 一 个 三 维 流 形 上 强 渐 近 平 坦 的 度量 ( 质量 为 零 )， 假 设 对 
某 个 在 无 穷 远 处 二 次 衰减 的 对 称 张 量 hi; ， 下 面 的 不 等 式 成 立 


1 


2 


elre] 


那么 这 个 度量 可 以 等 距 典 入 到 平坦 Minkowski 时 空中 ， 作 为 一 张 类 空 超 曲 
面 . 

2. 理解 一 个 完备 流 形 的 Laplace 算 子 的 谱 . 什么 是 R+ 中 的 一 个 离散 数 集 
成 为 某 个 流 形 的 Laplace 算 子 的 谱 的 精确 条 件 ? 目前 ， 只 知道 必要 条 件 . 当 流 
形 有 一 个 特殊 结构 ， 例 如 ， 它 有 一 个 Einstein 度量 或 是 一 个 极 小 子 流 形 ， 我 们 
期 望 存在 更 多 的 对 称 . (对称 性 也 许 在 相关 的 zeta 函数 中 体现 . ) 

BE {Q1,… ,an …} 是 一 列 非 负数 ，( 某 些 ai 可 能 重复 有 限 次 . ) 它们 要 成 
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为 谱 ， 有 两 个 熟知 的 重要 条 件 . 

(a) 有 一 个 正 整 数 n (RO 使 得 >)i21exp( 一 Qit) 有 渐 近 级 数 展开 t7? . 
Doin ait’. 

(b) 由 O52, exp(i./Ajt) 定义 的 分 布 有 奇异 的 紧 支 撑 ,， 在 一 列 可 数 的 数 {1;} 
中 . 

(a) 和 (b) 都 是 关于 序列 {Qi;} 的 渐 近 信息 . 第 一 个 是 热 不 变量 , 第 二 个 是 波 
不 变量 . 除非 我 们 有 更 多 的 关于 流 形 的 先 验 信 息 ( 比如 是 一 个 极 小 超 曲 面 [38] ), 
我 们 不 知道 其 它 的 使 {ai;} 成 为 流 形 的 谱 的 约束 . 

既然 这 些 都 是 渐 近 约束 , 一 个 有 趣 的 问题 是 研究 当 它 们 是 一 个 流 形 的 谱 时 ， 
序列 的 有 限 部 分 会 提供 多 少 信息 .如果 a 和 Bi 是 可 以 实现 为 两 个 流 形 的 谱 的 
序列 ， 如果 t"/? (SO, em? et) = 00) 对 任何 m > 0 当 t 一 0 并 且 如 果 
Y(t" — eV8i*) 作为 一 个 分 布 没有 奇 点 ， 我 们 能 否 断 定 oj = B; 对 所 有 j 
成 立 . 

热 不 变量 是 局 部 几何 量 的 积分 ， 而 波 不 变量 更 具 整 体 性 且 与 闭 测 地 线 的 长 
REX. 能 和 否 通过 考察 其 它 的 关于 Laplace 算 子 的 函数 ， 通 过 研究 特征 值 的 子 
序列 空间 ， 或 者 通过 从 特征 值 构造 新 的 序列 ( 比如 取 特 征 值 的 差 )， 来 构造 更 多 
的 几何 不 变量 . 

当 我 们 说 我 们 可 以 “ 听 到 ”一 个 几何 量 9 ,我 们 应 该 是 指 对 所 有 的 s > 0 ， 
有 一 个 整数 集合 {n1,… ,nk} 使 得 ni; 只 依赖 于 和 1,… An, 和 ， 且 存在 一 个 
定义 在 RYH 上 的 函数 满足 
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目前 ， 还 不 清楚 如 何 “ 听 到 ” 流 形 的 任何 几何 量 ， 除非 我 们 对 流 形 有 一 个 
先 验 的 了 解 ， 其 至 还 不 清楚 我 们 能 否 听 到 流 形 的 维 数 . 对 一 个 凸 区 域 ， Peter Li 
和 作者 确实 找到 了 听 到 它 的 面积 的 方法 . 在 我 们 知道 Ricci 曲率 是 有 下 界 的 情 
况 下 ， 能 否 听 出 流 形 的 体积 将 是 非常 有 意义 的 问题 . 

完成 已 知 的 Einstein 流 形 和 闭 子 流 形 的 完整 的 谱 是 很 重要 的 ， 只 有 少数 的 
例子 已 经 得 到 了 计算 ， 它 们 是 由 群 论 的 方法 构造 的 . 

3. 找到 一 个 显 式 的 方法 来 给 出 R”" BS” 中 的 一 大 类 极 小 子 流 形 ， 是 否 所 
有 的 校准 极 小 子 流 形 可 以 用 这 样 一 个 显 式 的 方法 得 到 ,在 具有 特殊 和 乐 群 的 外 
围 流 形 中 生成 它们 将 会 特别 有 趣 .，( 在 Calabi 丘成桐 流 形 的 情形 ， 我 们 考察 特 
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Ik Lagrange 子 流 形 . ) 计算 这 些 极 小 子 流 形 的 模 空间 ， 三维 的 双 曲 闭 流 形 可 否 
与 Calabi- 丘成桐 流 形 里 面 的 特殊 Lagrange 子 流 形 同 胚 ? 

找 出 一 类 由 一 阶 椭圆 方程 组 定义 的 常平 均 曲 率 超 曲面 也 许 是 很 有 意思 的 . 
在 大 多 数 类 中 ， 我 们 也 许 需 要 参数 化 那些 具有 某 些 几 何 结构 的 校准 子 流 形 . 例 
wW, 在 Calabi - 丘成桐 流 形 中 的 特殊 Lagrange 子 流 形 的 情形 ,我 们 和 酉 平坦 线 
从 一 起 参数 化 . 在 其 他 的 情形 , 它 可 以 是 某 些 扭 化 的 调和 转子 . 找到 这 些 具 有 外 


在 结构 的 子 流 形 的 模 空 间 的 一 个 好 的 紧 化 是 一 个 有 趣 的 问题 . Weil-Petersson . 


度量 在 奇 点 附近 的 行为 应 该 很 有 意思 . 注意 极 小 子 流 形 的 序列 总 是 在 几何 测度 
论 的 意义 下 收敛 到 一 个 极 小 流 ， 问 题 就 是 如 何 推广 定义 在 这 些 极 小 流 上 的 平坦 
线 丛 或 扭 化 调和 转子 . 我们 希望 紧 化 的 模 空 间 有 额外 的 结构 ， 例 如 ( 可 能 奇异 
的 ) 代数 结构 .它们 能 和 否 实现 为 某 个 代数 几何 对 象 的 模 空 间 ? 

4. 分 类 容许 Einstein 度量 的 紧 致 光滑 流 形 ， 如 果 dimM > 4， 是 否 M 总 
是 容许 一 个 Einstein FR? 如 果 是 的 ， 我 们 能 否 对 其 参数 化 ? 

是 否 有 条 件 保 证 Einstein 度量 的 模 空 间 具 有 有 限 多 个 分 支 ? 对 奇数 维 > 5 
的 流 形 ， 有 Wang-Ziller 在 Journal of Diff. Geom.,1990 的 例子 ， 其 中 找到 了 
无 穷 多 个 分 支 ， 这 个 问题 在 维 数 等 于 4 和 6 时 已 经 很 有 趣 了 . 当 我 们 改变 M 
的 拓扑 ， Einstein 度量 的 模 空间 的 拓扑 如 何 变 化 ? 大 多 数 具有 非 平凡 连续 族 的 
Einstein 度量 的 流 形 来 自 于 Kahler-Einstein 流 形 上 的 环 面 从 或 具有 特殊 和 乐 群 
的 流 形 . 是否 还 有 其 他 的 ? 在 4 维 情形 ， 能 否 把 M 分 解 成 如 下 形式 的 开 的 片 
(a)Einstein 流 形 (b) 常 曲率 3 维 流 形 上 的 圆周 从 (c) 另 一 张 曲 面 上 的 曲面 丛 . 

上 面 的 开 片 据 推测 会 沿 着 S? 或 了 2 上 的 圆周 从 的 三 维 流 形 彼此 连通 . 对 维 
数 3 ， 有 Thurston 几何 化 猜想 的 类 似 命题 . 

5. 分 类 具有 特殊 和 乐 群 的 紧 致 Riemann 流 形 .主要 的 和 乐 群 是 SU(n) ， 
Spin(7) 和 Go. 证 明 在 每 个 维 数 都 只 存在 有 限 多 个 这 种 流 形 的 形变 类 型 . 

非常 可 能 的 是 ， 和 乐 群 为 Spin(7) 和 Go 的 流 形 可 以 从 那些 和 乐 群 为 SU (n) 
的 流 形 的 几何 构造 得 到 ， 所 以 ， 找 一 个 这 些 模 空间 上 的 类 似 于 Calabi - 丘成桐 
流 形 上 的 特殊 几何 的 典 则 结构 ， 将 是 很 有 意思 的 . 这些 流 形 上 还 有 校准 子 流 形 
和 具有 特殊 和 乐 群 的 从 ， 什 么 是 这 些 流 形 的 “镜像 对 称 ” 的 确切 含义 ?例如 ， 
在 这 种 几何 下 ， 能 否 找 一 个 计数 校准 子 流 形 的 方法 . 一 个 和 乐 类 被 某 个 校准 子 
流 形 表 示 的 条 件 是 什么 ? 在 Kihler-Binstein 曲面 中 的 Lagrange 极 小 曲面 情形 
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下 ， 已 经 由 Schoen-Wolfson 作 了 广泛 的 研究 . 

6. 证 明 如 果 M” 容许 一 个 近 复 结构 上 且 n > 2, 那么 它 也 容许 一 个 可 积 近 复 
结构 . 当 n = 2 时 ， 存 在 熟知 的 阻碍 . 任何 第 一 Betti 数 为 偶数 的 复 曲 面 可 以 形 
变 到 一 个 代数 曲面 ， 任 何 代数 曲面 容许 一 个 Lefschetz 纤维 化 ( 可 能 经 过 几 次 爆 
Be). 所以， 找到 一 个 使 曲面 从 (具有 Morse 型 奇 点 ) 容许 一 个 复 结构 的 充分 条 
件 是 很 有 意思 的 .找到 一 个 四 维 流 形 同 伦 型 容许 一 个 奇异 曲面 从 结构 的 条 件 也 
WER. 这 个 方向 上 可 以 研究 的 一 类 很 有 意思 的 流 形 是 复 球 的 商 ， 我 们 知道 它 
是 整体 刚性 的 ， 一 个 相关 的 问题 是 怎样 把 复 流 形 粘连 起 来 . Seiberg-Witten 不 
变量 和 相对 的 伪 全 纯 曲线 理论 也 许可 以 帮助 我 们 理解 这 个 粘连 ， 另 一 个 方向 是 
对 分 支 覆 盖 在 CP? 或 CP! x CP’ 上 的 四 维 流 形 找 一 个 容许 复 结构 的 充分 条 件 . 

从 Bogomolov 和 Li-Yau-Zheng[130] 的 工作 , 我 们 知道 怎样 分 类 没有 曲线 的 
小 平 VI 型 曲面 . 还 剩 下 分 类 那些 具有 曲线 的 情形 . [124] 中 的 论证 也 许 会 有 
用 . 

一 个 重要 的 问题 是 , 找到 一 大 类 合适 的 具有 典 则 Hermitian 度量 的 非 Kahler 
复 流 形 ， 改 论 也 许 为 寻 找 这 种 Hermitian 度量 的 可 能 方程 的 提供 了 一 些 指 导 . 
特别 重要 的 是 找到 对 Calabi - 丘成桐 流 形 的 奇 点 光滑 化 后 得 到 的 复 流 形 上 的 典 
WU Hermitian 度量 ， 而 这 些 Calabi - 丘成桐 流 形 是 通过 沿 着 一 条 具有 人 负 法 从 的 
有 理 曲 线 爆破 得 到 的 .我 们 希望 找到 的 流 形 具有 超 对 称 性 质 ， 使 得 镜像 对 称 仍 
RFE. 

7. 找到 一 个 复 流 形容 许 Kihler 结构 的 必要 和 充分 条 件 . 

对 一 个 Kahler 流 形 来 说 ， 我 们 有 关于 上 同调 的 著名 的 Lefschetz 和 Hodge 
定理 . ”Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan 定理 也 要 求 有 理 同 伦 型 形式 上 是 确定 
的 . 这 些 是 除了 它 是 复 流 形 以 外 的 不 太 知 名 的 必要 条 件 ( 它 也 基于 指标 定理 给 
出 了 关于 陈 数 的 可 积 性 条 件 ). 如 果 一 个 复 流 形 在 它 的 同 伦 型 上 满足 所 有 这 些 条 
件 , 它 是 否 就 同 伦 等 价 于 一 个 Kihler 流 形 ? 对 应 的 关于 微分 同 胚 型 的 问题 要 微 
CH. 例如， 作者 用 陈 数 刻画 了 和 具有 常 全 纯 截 曲率 的 代数 流 形 同 伦 等 价 的 
Kahler WÉ. 

8. 给 定 第 一 陈 类 为 (k,k) 型 的 代数 流 形 上 的 一 个 复 向 量 从 VV ， 如 果 我 们 在 
K 理论 意义 下 对 V 加 上 或 减 去 全 纯 丛 , 是 否 Y 容许 一 个 全 纯 结构 ? 证 明 Hodge 
猜想 ， 即 有 理 (k, k) 类 Poincaré 对 偶 于 代数 闭 链 . 
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构造 复 向 量 丛 上 的 可 积 复 结构 的 仅 有 的 进展 属于 C. Taubes[198] , AT 
一 个 四 维 流 形 上 反 自 对 偶 联 络 的 存在 性 ， 可 是 这 没有 告诉 我 们 太 多 关于 高 维 流 
形 的 情况 ， 甚 至 在 四 维 流 形 情形 ， 我 们 也 必须 限制 到 当 丛 是 通过 彤 泡 过 程 拓扑 
的 构造 出 来 的 ， 我 们 非常 希望 有 一 个 从 已 知 数据 出 发 ， 不 用 奇异 摄 动 的 构造 方 
法 . Uhlenbeck-Yau[215| 中 的 关于 Hermitian-Yang-Mills 联络 的 构造 应 该 可 以 
应 用 到 更 一 般 的 拓扑 从 中 去 ， 从 上 可 积 复 结构 的 构造 可 能 会 遇 到 来 自 代数 闭 链 
的 阻碍 .对 他 们 关系 的 深刻 理解 是 非常 有 益 的 . 

9. 什么 是 一 个 椭圆 变 分 问题 的 奇异 集 的 结构 ?特别 的 ， 什 么 是 一 个 面积 极 
小 得 的 奇异 集 的 结构 ? 是 否 这样 一 个 奇异 集 在 外 围 度量 的 摄 动 下 是 稳定 的 ? 什 
么 是 平均 曲率 流 和 Ricci 流 的 解 的 奇异 集 ? 

对 双 曲 系统 ， 最 重要 的 是 广义 相对 论 中 Einstein 方程 奇 点 的 发 展 问题 . 方 
程 组 的 非 线 性 性 已 经 展示 了 物理 与 几何 之 间 壮 观 的 丰富 联系 . 

很 长 时 间 以 来 ， 几 何 学 家 一 直 都 对 微分 不 等 式 的 过 定 系 统 感 兴趣 ， 例 如 ， 
流 形 上 正 曲 率 度量 的 存在 性 是 很 长 一 段 时 间 的 活跃 中 心 . (还 不 知道 ， 比 如 ， 
当 维 数 足够 大 时 ， 是 否 只 有 局 部 对 称 空间 容许 正 截 曲 率 度量 .现在 仍 不 知道 是 
否 存 在 任何 容许 正 截 曲率 度量 的 非 平凡 乘积 流 形 . ) 一 个 自然 的 问题 是 研究 ， 是 
否 可 以 从 微分 方程 的 观点 发 展 截 曲率 的 稍 弱 形 式 的 概念 . 这 种 想法 是 为 了 这 种 
度量 的 弱 收 全 ,了解 这 些 度量 的 奇 点 应 该 也 是 很 有 趣 的 .当然 也 可 以 对 定 态 的 
系统 提出 这 个 问题 ， 例 如 Ricci 张 量 . 

10. 给 一 个 完整 的 和 严格 的 关于 Calabi - 丘成桐 流 形 的 镜像 对 陈 概念 的 几 
何 解释 . 是 否 它 在 其 他 不 具有 特殊 和 乐 群 的 几何 结构 中 也 存在 ? 解释 瞬 子 数 的 
生成 函数 的 结构 和 来 自 镜像 对 称 的 镜像 映射 的 结构 . 什么 是 这 些 函 数 的 算术 含 
X? 

Lian-Liu-Yau 的 称 作 镜像 对 称 : 1,II 和 III 的 工作 (Asian J.Math.,1997,1999) , 
开始 了 由 镜像 对 称 激发 的 对 计数 几何 的 系统 了 解 . Strominger-Yau-Zaslow[195] 
的 工作 开创 了 镜像 对 称 的 几何 理解 。 Lian-Yau[136],[137] 开始 了 对 镜像 映射 算 
术 本 质 的 研究 . 
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一 县 把 复数 看 作 一 个 域 ， 那 么 考虑 仅 依赖 于 全 纯 变量 z 的 函数 就 是 很 自然 
的 .因为 它 不 依赖 于 z ， 所 以 


这 些 全 纯 函 数 有 着 令 人 惊讶 的 丰富 的 性 质 . 全 纯 函 数 存在 全 纯 延 拓 的 可 能 , 使 我 
们 不 得 不 考虑 多 值 全 纯 函 数 . 引入 Riemann 面 的 概念 就 是 为 了 理解 这 些 现象 . 
分 文 割 线 和 分 支点 的 想法 直接 地 把 这 些 曲面 的 拓扑 与 复 变 量 联系 了 起 来 . 

十 九 世 纪 的 时 候 ， 就 已 经 认识 到 两 个 同 胚 的 Riemann 面 有 可 能 不 相等 ， 其 
中 Riemann 对 单 连通 曲面 证 明了 非凡 的 单 值 化 定理 . 虽然 很 多 年 后 Hilbert 才 
把 Riemann 关于 变 分 原理 的 工作 严格 化 ， 用 来 构造 调和 函数 以 及 全 纯 函 数 的 
Dirichlet 原理 直到 现今 仍然 有 着 巨大 的 影响 . 

Koebe 最 终 证 明了 每 个 抽象 定义 的 单 连通 Riemann 面 是 圆 盘 ， 复 直线 或 
Riemann 球面 三 者 之 一 .现在 已 经 有 了 基于 复 变 函数 论 ， 变 分 原理 和 几何 形变 
方程 等 的 多 种 证 明 . 单 值 化 定理 使 得 我 们 可 以 把 复 结构 空间 与 SL(2, 民 ) 的 离散 
子 群 空间 等 同 起 来 ， 通 过 分 式 线性 变换 作用 在 圆 盘 上 .如 何 参 数 化 具有 固定 拓 
扑 的 所 有 可 能 的 Riemann 面 是 数学 中 最 有 趣 的 问题 之 一 . 

二 维 几 何 与 高 维 几何 的 一 个 非常 重要 的 区 别 是 每 个 二 维 可 定向 Riemann 流 
形容 许 一 个 复 结构 , 使 得 度量 具有 形式 h(dz* 二 dy”). 当 亏 格 大 于 1 时 ，Poincar6 
发 现 每 个 这 种 度量 都 可 以 共性 形变 到 惟一 的 曲率 等 于 -1 的 度量 ， 所 以 亏 格 为 
g 的 曲面 上 的 共 形 结构 空间 和 常 负 曲 率 等 于 -1 的 度量 空间 是 相同 的 ， 如 何 实 
现 作 用 在 这 个 空间 上 的 微分 同 胚 群 当然 是 很 重要 的 ， 它 的 商 空 间 是 共 形 结构 的 
Ra, AM, 表示 . 如果 我 们 限制 到 与 恒 等 映射 同 痕 的 微分 同 豚 ， 那 么 商 空 
间 称 为 Teichmüller 空间 ， 用 T) 表示 . 

了 history and its future - Personal perspective.) 是 丘成桐 


教授 在 2004 年 6 月 华东 师范 大 学 数学 研究 所 建 所 十 周年 暨 复 几何 及 相关 的 数学 理论 国际 会 
议 上 所 作 的 演讲 辞 ， 由 徐 浩 翻译 ， 丘 成 桐 校订 . 
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很 自然 的 ，79 覆盖 了 Ms, 且 覆 生变 换 是 上 面 两 个 微分 同 胚 群 的 商 的 映射 
类 群 。 不 难 证 明 Ty 是 可 缩 的 . M, 的 拓扑 与 几何 要 复杂 的 多 . 

Teichmüller 通过 引入 Riemann 面 间 的 极 值 共 形 映照 的 概念 广泛 研究 了 Tg. 
Bers 证 明了 可 以 把 Ty RAB C3- 中 ， 成 为 一 个 全 纯 域 .把 极 值 共 形 映照 有 
意义 的 推广 到 高 维 复 流 形 将 会 是 有 趣 的 问题 . 然而 ， 对 Bers KAHHAR A 
多 坏 ， 还 没有 精确 的 描述 . 现在 也 还 不 清楚 什么 是 Ty 到 C WRIA. 

除了 几何 性 质 外 ， M, 还 有 代数 性 质 ， 它 是 拟 射 影 的 ， 即 是 说 有 一 个 代数 
fe M。， 使 得 M,\M。 APRA. M 的 最 基本 的 构造 是 Deligne-Mumford 
给 出 的 ， 他 们 引入 了 稳定 曲线 的 概念 ( 从 几何 不 变量 理论 得 出 的 稳定 流 形 的 概 
念 ). 

现在 知道 ， 对 于 大 的 亏 格 , 很 难 描述 Me。 ， 即 它 是 “普通 类 型 ” 的 ， 且 不 存 
在 从 复 射影 空间 到 M, 的 非 平凡 全 纯 上 映照 . M 的 研究 是 复 几 何 乃 至 一 般 数 学 
中 的 一 个 基本 主题 . 

M, 上 有 许多 自然 的 复 从 结构 . 其实， Ms 上 有 一 条 万 有 曲线 ， 即 M, 上 的 
一 个 纤维 化 复 流 形 ， 使 得 每 根 纤 维 都 是 给 定 的 Riemann 面 . 在 万 有 曲线 上 ,我 
们 可 以 沿 着 纤维 取 切 从 ， 并 且 我 们 可 以 通过 沿 着 纤维 取 全 纯 1 形式 的 方法 来 构 
造 Hodge 从 .这 些 自然 从 的 陈 类 给 出 了 My 的 重要 的 上 同调 类 . Mumford 猜 
想 说 My 的 低 维 ( 相对 于 9 MA) 上 同调 是 由 陈 类 生成 的 . Madsen(22) 最 近 
解决 了 这 个 问题 .但 是 理解 非 稳 定 情形 的 这 些 上 同调 仍然 是 一 个 有 趣 的 问题 . 

这 些 从 的 陈 数 可 以 很 好 地 组 织 起 来 ， 并 已 经 成 为 一 个 活跃 的 研究 领域 ,在 
过 去 15 年 中 ， 弦 论 在 对 这 些 数 的 理解 方面 作出 了 很 大 的 贡献 . 我 们 有 Witten 
猜想 (被 Kontsevich 证 明 (13) ), Mariiio-Vafa 公式 (由 刘 秋 菊 - XI Tee - JA 
坚 证 明 (16) ) 以 及 许多 其 它 令 人 激动 的 工作 . 

单 变量 全 纯 函 数 的 概念 可 以 很 容易 地 推广 到 多 变量 函数 . 单 值 化 的 简单 推 
广 是 完全 失败 的 ， 因 为 方程 Zo 对 所 有 i 构成 了 一 个 过 定 方程 组 . 

我 们 称 一 个 流 形 M 是 复 的 ， 如 果 存 在 坐标 (z1,… , zn) ， 使 得 它们 的 坐标 
变换 是 全 纯 的 . 一 个 复 流 形 M RAEM, 它 的 复 化 切 从 容许 一 个 线性 算 子 了 使 
得 J = - 恒 等 , A {v|Jv = V-1v} 构成 全 纯 切 空间 {及 :} {vlv = 一 V-1v} 
构成 反 全 纯 切 空间 .一 个 流 形 若 容 许 这 样 一 个 算 子 J, PRE AER. 

我 们 称 它 满足 复 的 Frobenius 条 件 ， 如 果 对 任何 复 向 量 场 vj 使 得 Jv; = 
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V 一 1vj , 我 们 有 
J[v;, ve] = V—1[v;, vk]. 

著名 的 Newlander-Nirenberg 定理 说 ， 满 足 复 的 Frobenius 条 件 的 近 复 流 形 是 复 
流 形 ， 虽 然 有 一 个 有 效 的 方法 来 决定 哪些 光滑 流 形容 许 一 个 近 复 结构 ， 一 个 非 
常 神秘 和 基本 的 问题 是 ， 找 到 一 个 决定 偶数 维 定向 流 形 可 以 容许 复 结构 的 拓扑 
条 件 . 

许多 研究 复 流 形 的 工具 来 自 于 Kahler 几何 . 

Kahler 注意 到 存在 满足 


d(v—1 >》 gigdz" A dz?) =0 


的 Hermitian 度量 》9gijdz:dzi 的 重要 性 .Kaihler 度量 具有 重要 的 性 质 ， 即 有 
一 个 全 纯 坐 标 系 ， 使 得 它 可 以 用 平坦 度量 作 一 阶 逼 近 . 

自从 产生 复 流 形 的 概念 以 来 , 第 一 个 重要 的 贡献 是 陈 类 的 引入 . 与 Riemann- 
Roch 定理 的 经 典 理论 以 及 层 论 相 结合 ， 陈 类 被 Hirzebruch(8) 用 来 证 明 高 维 代 
数 流 形 的 Riemann-Roch zt. Hirzebruch 的 公式 被 Grothendieck 在 函 子 的 框 
架 里 作 了 解释 和 推广 ，K 理论 作为 一 个 基本 的 工具 得 到 了 发 展 . 

基于 这 个 公式 和 Bochner 的 消 没 公式 的 思想 ， Kodaira(12) 证 明了 对 特殊 
类 型 Kabler WB MRA CH. 注意 到 如 果 一 个 Kabler 流 形 全 纯 嵌 入 到 复 射影 
空间 中 ， 周 炜 良 的 一 个 基本 定理 说 它 一 定 是 由 一 个 齐 次 代数 多 项 式 的 理想 定义 
的 . 所 以 它们 是 代数 流 形 . 

周 炜 良 也 引入 了 基本 的 工具 来 研究 代数 闭 链 . 例如 周 坐 标 ， 周 徐 的 概念 是 
现代 代数 与 算术 几何 的 最 重要 的 概念 之 一 . 

Hodge 在 Kahler 流 形 的 Hodge 结构 方面 的 工作 被 Kodaira 广泛 使 用 . 同 
时 也 把 Picard 和 Lefschetz 的 古典 理论 置 于 新 的 理论 框架 内 . Hodge 的 关于 代 
数 闭 链 的 猜测 也 许 是 代数 几何 中 最 精彩 和 重要 的 问题 ， 由 于 它 与 算术 问题 的 联 
系 ， 许 多 数论 学 家 对 这 个 问题 作出 了 贡献 . 

Hodge 结构 的 发 展 归 功 于 许多 人 的 工作 :Hodge，Atiyah，Grothendieck， 
Deligne, Shafarevich, Borel, Dwork, Katz, Schmid, Griffiths, Clemens 4. 一 个 非 
常 重要 的 问题 是 它 与 单 值 性 (monodromy) 和 Torelli 定理 的 联系 ， 建 立 Torelli 
定理 的 合适 的 形式 是 一 个 重要 的 方向 . 它 已 经 成 为 了 Calabi - 丘成桐 流 形 研究 
中 的 一 个 基本 工具 . 
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Kodaira 证 明了 每 个 Kihler 曲面 可 以 形变 到 一 个 代数 曲面 . 

根据 Kodaira 的 分 类 ( 以 及 后 来 萧 戎 堂 (27) 关于 K3 曲面 的 工作 )， 仅 有 
的 未 知 非 Kabler 复 曲 面 就 是 所 谓 的 VIIo 类 曲面 . 

这 种 曲面 不 是 Kihler 的 ， 有 必要 对 它们 进行 分 类 . 这 种 曲面 有 两 个 子 类 : 

( 1 ) 那些 不 包含 全 纯 曲 线 的 . 已 经 由 Bogomolov MER - 丘成桐 - MIT 
阳 (9) 作 了 分 类 . 

( 2 ) 那些 包含 有 限 多 条 曲线 的 . 

ÆR -丘成桐 - 郑 方 阳 的 方法 很 可 能 可 以 用 来 前 明 这 个 剩 下 的 非 Kahler H 
面 类 型 .如何 描述 代数 曲面 的 拓扑 ? 

Riemann-Roch 公式 和 Atiyah-Singer 指标 公式 已 经 发 挥 了 基本 的 作用 . 
4b 关 0 ， 这 些 公式 提供 了 关于 全 纯 1 形式 的 信息 ， 所 以 我 们 可 以 通过 对 
1 形式 积分 来 得 到 非 平凡 的 信息 . 

Van de Ven(42) 最 早 发 现 从 Riemann-Roch 公式 可 以 推出 


8C2(M) > C2(M). 


Bogomolov(3) 用 他 的 关于 稳定 从 和 对 称 张 量 的 想法 改进 了 Van de Ven 不 
等 式 
4C2(M) > C?(M). 


此 后 不 入， 我 (45) 用 最 新 发 展 的 Kabler-Einstein 度量 存在 性 ， 证 明了 
3C2(M) > C?(M). 


这 个 不 等 式 是 最 优 的 ， 因 为 复 球 的 商 取 到 等 号 . 

Miyaoka(21) 也 通过 改进 Bogomolov 的 方法 得 到 了 类 似 的 不 等 式 . 

然而 到 目前 为 止 ， 我 们 只 能 用 上 述 我 发 现 的 解析 方法 来 证 明 3C2(M) = 
Ci(M) 可 以 推出 M 只 能 是 CP? , 或 是 复 球 的 商 . 这 种 不 等 式 到 迹 形 (orbifold) 
的 推广 是 很 直接 的 , 已 经 由 郑 绍 远 - 丘成桐 (4), Kobayashi(11) 和 田 刚 - 丘成桐 
(37) 所 得 到 . 

我 发 现 当 3C2(M) = C?(M) 时 ，Kihler-Einstein 度量 成 为 常 全 纯 截 曲率 度 
量 ， 这 使 我 注意 到 和 Mostow .刚性 定理 有 关 . 这 就 立刻 推出 这 个 流 形 上 仅 有 的 
复 结构 就 是 标准 结构 . 
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所 以 我 猜想 具有 负 曲率 的 紧 致 Kaihler 流 形 具有 惟一 的 复 结构 . 我 建议 用 调 
和 映照 来 解决 这 个 问题 ， 想 法 就 是 目标 流 形 的 曲率 应 该 可 以 决定 调和 映照 的 刚 
性 . 这 是 受到 了 用 Dirichlet 原理 证 明 单 值 化 定理 的 启发 . 我 向 萧 戎 堂 (28) 提出 
了 这 个 建议 , 他 注意 到 Kabler 度量 曲率 的 特殊 形式 可 以 用 来 解决 我 的 猜想 的 一 
个 重要 情形 . 

应 用 调和 映照 来 证 明 不 可 压缩 极 小 曲面 的 存在 性 是 Schoen 和 我 (25) 在 更 
早 的 时 候 发 起 的 . 在 那个 理论 中 ， 用 到 了 Linda Keen 的 项 圈 (colar) 定理 . 
Schoen 和 我 发 现 调和 映照 的 能 量 可 以 回 过 来 提供 Teichmüller 空间 的 一 个 重要 
的 穷竭 函数 . 在 我 于 1976 年 犹他 大 学 的 演讲 以 后 ， 这 个 想法 被 其 他 一 些 人 所 采 
用 . Michael Wolf(44) 的 工作 示范 了 调和 映照 可 以 怎样 用 来 给 出 Teichmüller 空 
间 的 Thurston 紧 化 ， | 

Jost 和 我 发 现 调和 映照 能 够 用 来 证 明 从 一 个 紧 致 Kihler 流 形 到 高 亏 格 曲 
线 的 拓扑 映射 可 以 同 伦 于 一 个 全 纯 映 射 ， 如果 我 们 改变 曲线 的 复 结构 . 

虽然 调和 映照 对 具有 大 的 基本 群 的 流 形 很 有 用 ， 它 对 单 连通 流 形 的 存在 性 
还 不 知道 . 

令 fi: MN RAP ARM Kahler 流 形 间 的 一 个 映射 ， 使 得 在 II2(M) 上 的 
诱导 映射 是 非 平 几 的 . 我 猜测 总 是 存在 一 个 从 M 到 N 的 调和 映照 , 它 在 (M) 
上 的 诱导 映射 是 非 平凡 的 . 

这 有 可 能 成 立 的 原因 是 对 于 二 维 球面 间 的 调和 映照 的 Sacks-Uhlenbeck 定 
理 的 理解 . 

MAMER (33) 在 Frenkel 猜测 的 证 明 过 程 中 , 研究 了 Sacks-Uhlenbeck $R 
面 的 起 泡 结构 .类 似 的 研究 后 来 被 Parker-Wolfson(23) MMAR - 田 刚 (24) 用 
来 了 解 稳定 映射 的 紧 化 和 Gromov-Witten 不 变量 . 最 后 的 阐明 是 Kontsevich(10) 
关于 稳定 映射 的 模 空间 的 概念 . 

其 至 当 调 和 映照 的 存在 性 定理 是 可 以 证 明 的 ， 仍 然 需 要 找 出 这 种 调和 映照 
的 性 质 ， 在 什么 情况 下 ， 这 些 映射 在 相差 M A N 的 全 纯 自 同 态 意义 下 是 惟一 
的 ? 

一 般 来 说 ， 来 自 线性 和 非 线性 偏 微分 方程 的 方法 可 以 用 来 产生 全 纯 对 象 . 
但 是 , 对 特征 p 上 的 代数 得 的 类 似 构造 将 会 很 难 实现 . 这 将 是 一 个 有 趣 的 方向 ， 
比如 Mori 能 够 通过 特征 p 的 方法 来 构造 有 理 曲 线 . 这 个 了 不 起 的 方法 仍然 党 
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要 用 解析 方法 加 以 理解 . 

我 在 1973 年 时 提出 了 一 个 高 维 空间 单 值 法 的 纲领 : 

(1) (Frankel 猜想 ) : 双 截 曲率 为 正 的 Kahler 流 形 与 射影 空间 同 构 . 

(2) 基于 Greene-Wu 的 一 些 工 作 ， 我 猜想 非 紧 而 双 截 曲率 为 正 的 Kahler 流 
形 与 欧 氏 复 空间 同 构 .最 近 朱 喜平 对 此 问题 有 深入 研究 . 

(3) 单 连通 而 且 负 曲率 的 Kahler 流 形 可 以 全 纯 的 浸入 到 欧 氏 空间 里 的 一 个 
有 界 域 ， 假 如 流 形 覆 盖 一 个 空间 ， 这 个 映射 可 能 是 藤 入 的 ， 这 问题 几乎 毫 无 进 
展 . 

我 们 现在 讨论 来 自 非 线 性 分 析 的 思想 . 

Kähler-Einstein 度量 是 Kahler 度量 ， 使 得 


当 c < 0 ， 如 果 我 们 固定 Kabler 类 ， 它 是 惟一 的 . 当 c > 0 ， 它 在 相差 流 
形 的 自 同 构 下 是 惟一 的 ， 这 是 Bando-Mabuchi(1) 的 工作 .所 以 当 度量 存在 ， 它 
提供 了 流 形 复 结构 的 重要 不 变量 . 

不 难 证 明 Kahler-Einstein 度量 其 实 决定 了 底 流 形 的 复 结构 ， 除 非 它 是 超 
Kahler #9. 这 可 以 通过 研究 Kahler 形式 在 等 距 下 的 拉 回 得 到 ， 所 以 Kähler- 
Einstein 度量 的 存在 性 提供 了 从 度量 研究 复 结 构 的 途径 . 

一 个 非常 重要 的 问题 是 , 作用 在 (p, 9) 形式 空间 上 的 Laplace 算 子 的 完全 谱 
应 该 能 够 决定 复 结构 (如果 c = 0 时 是 极 化 复 结构 )， 这 些 谱 的 贡献 可 以 给 出 流 
形 的 重要 不 变量 ， 比 如 全 纯 扭矩 ， 虽 然 我 们 可 以 把 复 结 构 的 模 空 间 骨 入 到 谱 空 
闻 中 ， 没 有 明显 的 办 法 给 出 后 者 空间 上 的 复 结 构 ， 使 得 这 个 嵌入 是 全 纯 的 . 

c <0 时 的 Kihler-Einstein 度量 是 理解 流 形 的 复 结构 的 强大 工具 .有 下 面 
的 主要 方法 : 

(1) 利用 陈 类 的 曲率 表示 ， 我 们 可 以 用 曲率 的 L 积分 来 表示 cow"? ， 前 
者 显然 是 非 负 的 ， 且 仅 当 流 形 平 坦 时 为 零 . MR w= 二 cl , WA cod? Fez 
闻 存 在 不 等 式 ， 其 中 等 号 仅 当 流 形 是 复 射影 空间 或 复 球 的 商 时 成 立 . 

(2) 利用 曲率 递减 性 质 ， 我 们 可 以 证 明 切 从 在 Mumford 意义 下 是 倾斜 稳定 
的 . (这 个 工作 是 受到 了 Bogomolov 工作 的 启发 . ) 从 切 从 和 余 切 从 ,我 们 可 以 
取 张 量 积 和 外 积 ， 以 及 从 GL(n,C) 的 自然 表示 构造 自然 从 . 它们 都 有 从 切 丛 诱 
导 的 自然 的 Kähler-Einstein 度量 . 
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如 果 自 然 从 VV 来 自 GL(n,C) 的 一 个 不 可 约 表 示 且 ci(Y) = 0 , 那么 V WE 
何 非 平凡 全 纯 截面 是 平行 的 ， 且 原始 联络 的 和 乐 群 必定 可 以 约 化 到 更 小 的 群 . 
用 这 种 办 法 ， 我 们 可 以 刻画 局 部 对 称 的 Kahler 流 形 . 

我 们 可 以 给 出 Shimura 簇 的 一 个 完全 的 代数 几何 刻画 . 它 提 供 了 证 明 Shimura 
簇 的 伽 罗 华 共 轿 仍然 是 Shimura 的 方法 . 这 是 Kazhdan 用 表示 论证 明 的 一 个 定 
理 . 

应 该 有 可 能 刻画 诱导 度量 是 Kihler-Einstein 的 子 流 形 . 也 应 该 会 很 有 趣 的 
是 在 代数 几何 意义 下 刻画 局 部 对 称 的 子 流 形 . 

(3) 利用 平行 形式 作 复 结构 的 形变 . 

对 Ks 曲面 ， 我 们 可 以 通过 混合 (2,0) 形式 ， (0, 2) 形式 和 (1,1) 形式 来 找 
到 复 结构 的 P! 族 . 

Bogomolov(2) 观察 到 对 超 Kahler 流 形 ， 复 结构 是 无 阻碍 的 紧 接着 田 刚 - 
Todorov[38][40] 用 基本 相同 的 论证 得 到 ， Calabi - 丘成桐 空间 的 情形 也 是 正确 
的 . 

(4) 既然 我 们 知道 这 种 流 形 的 Ricci 曲率 ， 我 们 可 以 应 用 Schwarz 引 理 来 研 
究 Kahler 流 形 间 的 全 纯 映 射 . 

我 们 应 该 能 够 计算 与 标准 KE 度量 相 联系 的 Weil-Petersson 度量 . 模 空间 应 
该 有 丰富 的 性 质 值得 研究 . 包括 Weil-Petersson 几何 的 体积 和 它 的 L 上 同调 . 
对 Calabi - 丘成桐 流 形 ， 上 同调 类 被 称 为 BPS 状态 ， 是 弦 论 里 很 有 兴趣 的 研 
FEMA. 

(5) 当 流 形 具有 Kahler-Einstein 度量 时 ， 切 从 明显 是 稳定 的 ， 可 是 这 还 没 
有 完全 发 挥 Kihler-Einstein 度量 的 全 部 威力 ， 当 我 应 用 KE 度量 研究 代数 几何 
时 ， 我 发 现 KE 度量 的 存在 性 应 该 等 价 于 流 形 的 在 几何 不 变量 理论 意义 下 的 稳 
定性 . (除了 来 自 第 一 陈 类 符号 的 明显 阻碍 . ) 

最 近 ， Donaldson 在 这 个 问题 上 作出 了 决定 性 的 贡献 . 

虽然 最 近 有 一 些 关 于 极 值 度量 和 常数 量 曲率 度量 的 工作 ， 但 其 重要 性 不 如 
具有 非 正 数量 曲率 的 KE SR. 具有 正 数量 曲率 的 KE 度量 的 情形 和 上 面 提 到 
的 问题 以 及 理解 Ricci 平坦 流 形 的 问题 有 一 定 的 关系 , 但 是 到 目前 为 止 , 我 们 不 
能 确定 这 种 KE 度量 的 代数 几何 意义 . 

在 1978 年 赫尔辛基 数学 家 大 会 上 ， 我 (46)(47) 略 述 了 完备 非 紧 Ricci 平坦 
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流 形 的 存在 性 . 证 明细 节 后 来 和 田 刚 (41) 一 起 写 出 ， 具有 正 数量 曲率 的 KE 度 
量 在 这 些 构造 中 发 挥 了 作用 . 

到 目前 为 止 ， 没 有 发 现 这 些 正 数量 曲率 的 KE 度量 在 代数 几何 中 的 重要 贡 
献 ， 当 我 的 稳定 性 问题 被 解决 时 ， 情 况 也 许 就 会 不 同 了 . 

为 了 理解 Kihler-Einstein 度量 的 几何 稳定 性 ， 我 们 希望 把 这 个 度量 和 射影 
找 入 诱导 的 度量 联系 起 来 . 我 在 20 年 前 发 起 了 这 个 纲领 ,通过 丰富 线 从 的 高 次 
FESR BRA, KE KE 度量 . 

我 的 几 个 学 生 从 事 这 个 纲领 的 研究 ， 在 我 的 指导 下 ， 田 刚 的 博士 论文 (39) 
DO FARA BA EE (34) 有 关 刻 画 等 于 C 的 非 紧 Kihler 流 形 的 思想 . 他 证 明了 这 
种 嵌入 是 可 能 的 . 有 关 的 摄 动 分 析 被 Lu(18), Zelditch(48), Phong-Sturm 继续 研 
究 ， 田 刚 在 Donaldson 工作 的 基础 上 对 我 的 稳定 性 问题 作出 了 一 些 工作 ， 但 直 
到 Donaldson 在 (6) 中 的 重要 工作 , 我 们 才 对 KE 度量 和 稳定 性 有 真正 的 了 解 . 

在 我 的 指导 下 ， 罗 华章 (19) 和 王 晓 伟 (43) 的 博士 论文 中 继续 了 有 关 平 衡 
条 件 的 研究 ， 事 实 上 ， 罗 华章 引进 的 平衡 条 件 在 Donaldson 的 工作 中 起 了 很 重 
要 的 作用 . 

基本 上 ， Donaldson(6) 解决 了 我 的 猜想 中 重要 的 必要 性 部 分 ， 最 近 有 一 些 
工作 和 环流 形 上 正 数量 曲率 KE 度量 存在 性 有 关 . (最 近 Zhu 和 Wang 的 贡献 ， 
证 明了 来 自 Donaldson 约 化 的 实 Monge-Ampére 方程 的 存在 性 . ) 

Donaldson 的 工作 应 该 用 来 了 解 具有 非 正 第 一 陈 类 的 流 形 ， 对 来 自 算术 几 
何 ， 模 问题 以 及 和 代数 闭 链 与 代数 从 相关 的 问题 的 流 形 尤其 如 此 . 

极 化 代数 流 形 的 模 空 间 应 该 支持 具有 复数 量 曲率 的 Kahler-Binstein 流 形 . 
它 也 许 容许 迹 形 类 型 的 奇 点 ， 当 形变 空间 是 阻碍 的 ， 描 述 奇 点 的 度量 结构 将 会 
极 富 挑战 性 . 

当 模 空间 是 紧 化 的 ， KE 度量 应 该 具有 渐 近 的 合理 形式 ， 能 否 用 积分 的 周 
期 来 理解 这 种 行为 是 很 重要 的 问题 . 

这 种 类 型 的 最 简单 的 问题 早 就 在 一 维 情形 出 现 过 了 .直到 最 近 ， 刘 克 峰 - 
孙 晓 峰 - 丘成桐 (17) 能 够 识别 Teichmüller 空间 上 的 KE 度量 的 行为 

虽然 Teichmiiller 空间 的 边界 可 能 在 复 解析 来 说 非常 复杂 , 但 是 有 趣 的 是 ， 
基于 Shi(26) 的 工作 ,我 们 证 明了 曲率 和 它 的 所 有 协 变 导 数 是 有 界 的 . 这 与 先前 
的 我 和 郑 绍 远 (5) 的 有 关 严 格 拟 凸 域 上 的 KE 度量 的 工作 形成 鲜明 对 比 . 
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除了 KE 度量 ，Bergman 度量 也 是 模 空 间 上 需要 研究 的 自然 度量 . 它 与 KE 
度量 和 覆盖 空间 的 关系 应 该 会 很 有 趣 . 我 们 证 明了 KE 度量 ， Bergman 度量 ， 
Teichmiiller 度量 和 Carathéodory 度量 都 是 等 价 的 . 

模 空 间 有 许多 有 趣 的 子 徐 ， 其 至 在 一 条 曲线 的 情形 . 刘 克 峰 (14) ， 孙 了 晓 峰 
(31) 和 其 他 人 应 用 Schwarz 引 理 ， 左 康 研究 了 Hodge 结构 的 变化 ， 他 们 得 到 
Shimura 曲线 在 模 空 间 浸 入 的 条 件 . 

一 个 令 人 着 迷 的 问题 是 ,刻画 模 空 间 是 Shimura 簇 或 者 Calabi - 丘成桐 空 
间 的 模 问 题 . - 

代数 闭 链 以 及 相 联 系 的 稳定 从 组 成 的 模 空间 应 该 是 一 个 很 有 趣 的 研究 专 
题 . 

基于 来 自 弦 理 论 的 想法 ， 在 下 面 对 偶 情况 下 理解 模 空间 将 会 很 有 意思 


从 M 到 N，MM 到 NN 的 映射 是 可 能 带 奇 点 的 全 纯 纤维 化 ， 应 该 有 一 个 
M x M 上 的 秩 1 的 全 纯 层 , HEN Poincaré BM. 借助 这 个 层 应 用 Fourier-Mukai 
变换 ， 我 们 应 该 把 上 面 的 模 空间 从 M RA TT 

在 上 面 的 图 中 , 我 们 可 以 允许 环 面 是 实 的 特殊 Lagrange 子 流 形 . 在 这 种 情 
况 下 ,我们 得 到 从 M 到 M 的 镜像 映射 ， 这 被 称 为 SYZ 构造 (35). 假如 环 面 是 
复 的 ， 我 们 可 以 要 求 M 的 复 纤维 束 模 空间 映射 到 M 上 的 复 纤维 束 模 空间 . 

弦 理 论 提供 了 研究 Ricci 平坦 度量 几何 的 非常 丰富 的 背景 ,对偶 概念 提供 
了 非常 强大 的 工具 .， SYZ 构造 需要 做 更 加 深入 的 研究 ， 不 仅 在 特殊 Lagrange 
闭 链 的 构造 方面 ,而且 根据 全 纯 圆 盘 从 半 平 坦 Ricci 平坦 度量 摄 动 到 Ricci 平坦 
度量 . 

复 几何 中 有 很 多 基本 问题 ， 这 里 可 以 提出 以 下 几 点 : 
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“(1) 找到 一 个 使 得 近 复 流 形容 许可 积 复 结构 的 拓扑 条 件 . 
(2) 找到 一 个 办 法 , 可 以 决定 哪个 近 复 结构 容许 Kabler 度量 , 或 弱 形 式 的 Kahler 
度量 ， 例 如 平衡 度量 .存在 Hermitian 度量 w ， 使 得 


d(w"") =0. 


(3) 找到 一 个 办 法 ， 把 Kahler 流 形 形 变 到 射影 流 形 . 
(4) 用 代数 几何 数据 来 刻画 可 以 定义 在 Q 上 的 射影 代数 流 形 . 
(5) 研究 代数 闭 链 和 代数 向 量 从 (或 更 一 般 的 ， 代 数 流 形 的 导出 范畴 ). 
(6) 理解 代数 结构 的 模 空 间 与 其 上 的 代数 对 象 . 
当 dimc > 3 ， 所 有 这 些 问题 和 dime = 2 时 有 很 大 不 同 . 
(i) 当 dimc > 3 时 ， 是 否 每 个 近 复 流 形容 许 一 个 可 积 复 结 构 ? 
(ii) 对 平衡 流 形 ， 我 们 应 该 研究 Strominger 引入 的 方程 组 ， 其 中 耦合 的 全 
纯 丛 是 与 Hermitian 度量 相 联系 的 . 


A. Strominger. 


具有 Hermitian 度量 的 复 三 维 流 形 上 存在 一 个 全 纯 从 了 ， 它 的 曲率 Fr W 


O06w = V—1tr Fp A Fh - V—-1trF, A Fy 
BSF 0 
tr F, =0 


FHA w 是 共 形 平衡 的 . 

我 们 期 望 这 类 流 形 上 也 存在 “镜像 对 称 ”. 

李 骏 和 我 在 Calabi - 丘成桐 流 形 的 一 个 小 邻 域内 能 够 解 出 Strominger 方 
程 组 .应 该 也 能 够 整体 有 和 解 . 

复 几何 中 有 几 个 重要 的 运算 . 


(1) 向 上 爆破 
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(2) 向 下 爆破 
(3) 形变 ( 局 部 或 整体 ) 


在 这 些 运算 下 ， 不 论 是 射影 还 是 Kihler 几何 都 不 保持 . 我们 当然 希望 找到 
某 种 允许 这 些 运算 的 几何 . 

特别 重要 的 是 如 果 我 们 从 一 个 射影 流 形 开始 ， 接 连 的 执行 这 些 运算 . 我们 
能 否 得 到 所 有 Kihler 流 形 ? (注意 Voison 确实 构造 了 不 能 形变 到 射影 流 形 的 
Kahler MÆ. ) 什么 是 用 这 种 方法 可 以 得 到 的 最 大 范畴 ? 

基于 扭 子 的 构造 ， 从 Taubes 的 关于 所 有 四 维 流 形 上 反 自 对 偶 结构 的 存在 
性 的 工作 ， 经 过 与 足够 多 的 9 x S? 作 连 通 和 ， 可 以 构造 许多 非 Kihler 的 复 流 
形 . Clemens 的 构造 是 通过 向 下 爆破 具有 负 的 法 丛 的 曲线 ， 然 后 光滑 化 爆破 得 
到 的 流 形 ， 这 使 得 我 们 可 以 构造 许多 有 趣 的 非 Kihler 复 流 形 . 我 们 不 能 再 忽视 
JE Kahler 复 流 形 的 理论 . 

在 研究 Kahler 结构 时 ， Hodge 理论 起 了 最 基本 的 作用 . 重要 之 处 在 于 作 
FATE k - 形式 上 的 Laplace 算 子 协 变 地 分 裂 成 (p,q) BA, HP k=pt+q. ER 
许 我 们 把 Kahler 流 形 的 拓扑 与 流 形 的 复 结构 联系 起 来 . 对 更 一 般 的 复 流 形 找到 
类 似 的 陈述 ， 也 许 包 括 了 那些 支持 Strominger 结构 的 流 形 ， 这 将 是 一 个 重要 的 
问题 . 

M. Reid 猜测 Calabi - 丘成桐 流 形 的 模 空 间 是 连通 的 ， 如 果 我 们 允许 通过 
JE Kahler 结构 的 形变 ， 是 否 这 种 结构 可 能 支持 Strominger 的 结构 . 

代数 几何 中 最 突出 的 问题 是 Hodge 猜测 .希望 找到 代数 闭 链 的 用 (p,q) 型 
Hodge 类 的 刻画 是 非常 基本 的 . 

如 果 我 们 放大 几何 的 范围 ， 我 们 也 许 不 得 不 放大 Hodge 猜测 的 范围 . 这 方 
面 最 显著 的 例子 是 在 Calabi - 丘成桐 流 形 的 情形 ， 我们 有 协 变 的 常 n - 形式 . 
我 们 可 以 找 那 些 Lagrange 闭 链 , 使 得 这 些 n - 形式 的 限制 成 为 体积 形式 的 常数 
i. 这些 被 称 为 特殊 Lagrange 闭 链 . 

在 Strominger-Yau-Zaslow 关于 镜像 流 形 的 构造 中 ， 特 殊 Lagrange AH 
挥 了 午 要 的 作用 . 一 个 基本 的 问题 是 ， 对 n 维 Calabi - 丘成桐 流 形 中 的 一 个 n 
维 的 同调 类 ， 是 否 它 的 某 个 整数 倍 可 以 被 特殊 Lagrange 闭 链 所 表示 . 

我 们 相信 特殊 Lagrange 闭 链 与 镜像 流 形 上 的 稳定 全 纯 从 是 互 为 镜像 的 . 所 
以 这 种 闭 链 的 构造 可 以 对 理解 Hodge 猜测 有 所 帮助 Thomas-Yau(36) 建议 从 
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合适 意义 下 稳定 的 特殊 Lagrange 闭 链 出 发 , 我们 可 以 通过 平均 曲率 流 把 它 形 变 
到 特殊 Lagrange 闭 链 . Mu-tao Wang(32) 已 经 对 这 个 问题 作出 了 重要 的 进展 . 

一 个 同样 基本 的 问题 是 构造 复 向 量 从 上 的 全 纯 结构 .在 与 平凡 从 作 稳定 化 
以 后 ， 这 个 问题 也 许 会 容易 处 理 . 仅仅 在 复 2 维 情形 ， Taubes 和 Donaldson 的 
工作 给 出 了 有 效 的 答案 Gieseker-Li(7) 的 工作 对 了 解 代 数 从 的 模 空 间 的 几何 
作出 了 重要 的 贡献 . 

特殊 Lagrange 环 面 在 Calabi - 丘成桐 流 形 上 有 很 重要 的 地 位 ， 它 们 可 以 
给 出 一 个 纤维 化 . 在 复 3 维 情形 ， 这 个 纤维 化 的 基底 可 能 是 如 同 S3~、G ,其 
中 G 是 一 个 三 价 的 图 . SYZ 几何 要 求 SG 上 的 平坦 仿 射 结构 的 存在 性 ， 其 
中 需要 解 某 个 实 的 Monge-Ampere 方程 且 单 值 群 属于 SL(3,Z). 最 近 ， Loftin- 
Yau-Zaslow(20) 能 够 在 具有 非 平 凡 单 值 群 G 的 一 个 邻 域 里 解 出 这 些 方程 . 

当 流 形 是 Kihler-Einstein 的 且 具 有 不 等 于 零 的 数量 曲率 , 特殊 Lagrange 闭 
链 应 该 被 那些 平均 曲率 形式 是 调和 的 Lagrange AARE. 对 这 些 闭 链 发 展 对 应 
的 SYZ 几何 应 该 会 很 有 趣 . 它们 的 模 空 间 会 给 出 Kaihler 流 形 的 新 的 不 变量 . 
对 于 边界 构成 这 些 Lagrange 闭 链 的 同调 类 的 全 纯 曲 线 , 更 好 的 了 解 它们 也 是 很 
重要 的 . 

Donaldson-Uhlenbeck-Yanu 的 关于 稳定 全 纯 从 上 的 Hermitian-Yang-Mills 
联络 的 存在 性 定理 ， 当 存在 特殊 结构 时 已 经 得 到 了 推广 一 个 重要 的 推广 是 C. 
Simpson 的 Higgs 从 结构 ， 它 与 Hodge 结构 的 变化 有 关 ， 当 基底 流 形 是 非 紧 的 
且 拟 射影 的 ， 这 个 理论 并 不 完全 令 人 满意 . 

一 个 富有 挑战 性 的 问题 是 ， 构 造 拟 射影 波形 上 的 具有 Ricci 平坦 度量 或 者 
Hermitian-Yang-Mills 联络 ， 其 中 余 除 子 不 是 光滑 的 ， 但 是 规范 交叉 . 

Hermitian-Yang-Mills 联络 可 以 用 来 约 化 一 个 全 纯 丛 的 和 乐 群 ， 当 合适 的 
代数 几何 条 件 被 验证 了 以 后 . 它们 应 该 在 从 的 模 空间 与 非 Kahler 复 流 形 的 研究 
中 被 广泛 使 用 . 

Smith, Thomas 和 我 (29) 研究 了 一 个 非 Kahler 复 流 形 的 可 能 的 镜像 流 形 . 
一 些 辛 流 形 的 具体 例子 被 构造 出 来 了 ， 也许 我 们 可 以 更 详细 的 研究 这 个 对 偶 . 

最 近 李 骏 (15) 对 代数 艇 上 的 稳定 映射 的 模 空 间 的 理解 作出 了 基本 的 贡献 . 
这 些 模 空 间 上 的 量 对 未 来 的 研究 非常 重要 . 
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序 言 

”我 们 知道 ,在 数学 的 各 个 分 支 中 ,几何 学 自古 以 来 一 直 被 数学 
家 们 所 重视 。 鞭 原因 在 于 : 几何 学 研究 的 是 自然 现象 的 某 种 表现 
”形式 ,而 富 然 现象 具有 很 真实 的 感觉 ,所 以 它们 一 直 是 数学 家 灵感 
的 重要 泉源 。 因 此， 几何 学 和 数学 的 其 他 分 支 有 着 极为 密切 的 天 
A; 当然 也 由 于 自然 科学 的 发 展 而 得 到 推动 。 本 世纪 三 十 年 代 
Einstein 提出 的 广义 相对 论 , 近 二 十 年 来 Yang-Mills 提出 的 规范 
场 论 ,等 等 ,就 是 几何 学 和 物理 结合 的 最 好 例子 。 

- 儿 柯 学 的 主要 部 分 是 微分 几何 学 。 近 代 微 分 几何 学 研究 流 形 
上 的 解析 结构 和 这 种 结构 所 蕴 合 的 几何 现象 。 这 些 可 以 说 是 由 
Gauss 和 Riemann ARARA. AAM Riemann 提出 Riemann 
几何 以 后 ， 局 部 几何 学 就 有 了 飞速 的 发 展 、 产 生 了 和 张 量 分析 . 局 
BE, Klein 发 表 了 著名 的 埃 尔 兰 根 纲领 ， 由 群 论 角 度 研究 空间 变 
换 群 的 不 变 景 ,从 而 引进 了 各 种 不 同 竟 几何 学 。 另 外 , 复 变 图 数 的 
单 值 化 理论 促进 了 Riemann 曲面 的 研究 . 这 各 种 理论 以 及 经 典 
BY HH BRIG ,构成 了 二 十 世 纸 微分 几何 发 展 的 基础 . 

在 二 十 世纪 ,微分 几何 的 发 展 极其 迅速 * 大 致 可 分 为 四 个 不 同 
方面 。 i z 
第 一 方面 ，Cartan 和 Weyl #T Lie 群 和 Riemann 对 称 空 
福 的 分 类 , Cartan 将 联络 的 概念 推广 ,将 Klein 的 理论 和 Riemann . 
几何 融合 ;又 引进 了 外 微分 ,发 展 了 Cartan-Kihler 理论 ,因此 ,使 
局 部 微分 几何 大 大 地 推进 了 一 步 3 
第 二 方面 ,。 直 于 拓扑 学 和 代数 几何 的 莲 勃 发 展 ， 由 Rham， 
Hodge, Kodaira, Hopf, Lefschetz, Whitney, Weil, PRG CS. 5. 
”Chern) 等 人 将 它们 和 微分 几何 建立 起 密切 的 关系 ,从 而 发 展 了 整 
体 微 分 几何 ; oo 


ù } +» 


第 三 方面 ,由 于 古典 几何 学 的 影响 ， 目 明 面 几何 学 .综合 几何 


学 、 积 分 几何 学 站 Alexandreff, Cohn-Vossen, Pogorelov, Buse- 
mann, Rauch, Santalo 等 人 的 领导 下 ,有 了 很 大 的 进展 ; 

第 四 方面 ,由 于 微分 方程 理论 的 逐 淅 成 熟 , 几 何 学 家 开始 应 用 
分 析 方 法 来 解决 几何 问题 , 反 过 来 ,微分 儿 何 理论 又 提供 了 大量 有 
意义 的 微分 方程 ,而 研究 这 些 方程 ， 往 往 要 提出 新 的 观点 和 方法 ， 
所 以 分 析 学 家 也 密切 注意 着 几何 学 的 发 展 ， 在 这 方面 的 领导 人 有 
Hadamard, Morse Lewy, Morrey, Bochner, Nash, Moser, Niren- 
berg，Etimov。 他 们 的 工作 ， BE Tt AED Z 
程 在 几何 中 的 应 用 的 基础 。 

本 书 将 介绍 于 述 的 主 变 工作 ,读者 可 以 发 现 , 微 分 几何 是 一 个 
整体 的 学 癌 ， 寺 述 四 个 方面 实际 上 是 很 自然 如 融合 在 一 起 的 ， 因 
tts AINE MEPS Riemann 流 形 上 整体 微分 方程 理论 ， 
并 且 导 型 曲率 与 执 扑 之 癌 的 关系 。 在 第 一 山中 ， 我 们 只 讨论 一 个 
方程 的 情形 。 在 陆续 出 版 的 第 二 册 和 第 三 册 中 ， 我 们 会 涉及 方程 
组 的 问题 ,例如 ;我 们 将 要 涉及 Hodge 理论 , 极 小 子 汶 形 , 调和 小 
SEH. Kabler 流 形 、Monge-Amperé 方程 ,其 中 将 讨论 几何 
与 拓 抓 ,代数 几何 、 广 饼 相 对 论 和 高 能 物理 之 间 的 关系 . 

第 一 册 包 含 六 章 内 容 , 前 四 童 讨论 Laplace 算 子 , 它 是 微分 几 
何 中 最 重要 的 算 子 。 这 是 由 于 很 多 重要 的 非 线 性 算 子 在 线性 化 
后 ,往往 是 某 个 Riemann 度量 的 Laplace BT. 在 具体 讨论 中 ， 
我 们 往往 要 用 线性 算 子 去 膛 近 非 线 性 算 子 ， 所 以 我 们 希望 给 出 尽 
BARR Riemann 度量 的 各 种 估计， 我 们 考虑 的 空间 , 可 能 是 
. 有 更 蝴 数 空间 ,也 可 能 是 平方 可 积 泪 数 空 间 。 我 们 知道 ,在 经 蓝调 
和 分 析 中 ,主要 是 考虑 R RPA AR LA wR, 它们 的 
推广 应 该 是 完备 Riemann 流 形 ,其 中 有 非 负 Ricci 张 最 的 流 形 对 
应 于 Enuciid 窄 闻 、 有 全 曲率 的 流 形 对 应 于 有 界 域 ， 原 则 上 来 说 ， 
经 典 调 和 分 析 中 的 主要 定理 在 访 形 上 都 应 该 有 相应 的 推广 。 本 书 
前 二 章 , 就 是 讨论 其 中 比较 重 票 的 推广 ”值得 注意 的 是 ,我 们 往往 


妥 提 出 新 的 方 涂 来 进行 这 种 推 | 。 同时 ， ,我 们 发 现 ,很 多 几何 问 是 


-~ ii « 
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a el 


又 都 可 以 用 这 种 分 析 方法 来 解决 。 当 Laplace 算 子 作用 在 平方 可 
积 函 数 空 间 时 ,最 重要 的 是 研究 此 算 子 的 谱 分 析 ， 当 流 形 为 紧 时 ， 
谱 是 离散 的 ,所 以 在 第 三 章 中 ， 我 们 研究 特征 函 煞 及 谱 的 性 质 ;在 
第 四 章 中 ,我 们 研究 热 核 ,目的 也 在 于 研究 谱 的 性 质 ， 也 希望 研究 
波动 核 的 性 质 ， 其 原因 自然 是 由 于 它 提供 了 谱 和 测 地 线 之 闻 的 关 
系 。 当 流 形 非 紧 时 ,我 们 对 谱 的 性 质 知道 得 仍然 很 少 ,特别 是 关于 
连续 详 的 情形 。 这 些 希 望 以 后 能 够 涉及 ， 

第 五 、 六 章 主 要 考虑 由 王 保 第 形变 所 导出 的 非 线 性 仿 微 分 方 
程 。 这 方面 ， 从 Poincaré 起 ， 就 不 断 有 工作 ,我 们 首先 讨论 了 
Yamabe 问题 ， 当 然 , 只 限于 紧 流 形 的 情形 。 在 非 紧 流 形 的 情形 ， 
Yamabe 问题 还 没有 完全 解决 ,希望 以 后 也 能 涉及 ， 在 第 六 章 考 处 
保 角 平坦 Riemann 流 形 的 性 质 ， 在 那里 ,读者 可 以 发 现 ， 在 纯 量 
曲率 框 正 的 情形 ,对 这 种 流 形 训 以 有 一 个 比较 清楚 的 了 解 ; 但 是 在 
鱼 纯 量 曲率 的 情形 , 则 仍然 是 一 个 困难 的 问题 . 

由 于 整体 微分 几何 方面 没有 一 本 比较 适合 的 教科 书 ， 特 别 是 
以 拓扑 ,代数 几何 为 基础 , 以 分 析 为 主要 工具 的 系统 教材 , 我 们 这 
”本 节 可 以 说 是 这 方面 的 一 个 尝试 ， 

本 书 是 作者 的 一 系列 演讲 ,其 中 前 部 分 是 1983 EE Princeton 
讲 的 四 章 , 由 钟 家 庆 整 理 讲稿 ,后 部 分 是 1984 年 及 1985 年 在 San 
”Diego 讲 的 两 章 ,第 五 章 由 许 以 超 和 耳 伟 艺 整 理 讲稿 ,第 六 章 的 主 
要 结果 是 作者 们 在 此 期 间 获得 的 ， 此 章 由 张 燕 庆 整 理 讲稿 。 整 理 
讲稿 的 各 位 数学 家 都 是 学 有 专长 ， 往 往 在 整理 期 间 加 上 他 们 极 宝 、 
贵 的 意见 ,使 本 书生 色 不 少 。 另 外 ,作者 的 学 生 田 刚 、 曹 怀 东 \ 李 俱 
等 人 进行 了 修改 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 由 于 水 平 有 限 , 书 中 错误 及 
不 要 之 处 自 属 难免 ,还 望 读者 多 多 提出 宝贵 意 现 


E (Shing-Tung Yau} 


孙 理 察 (Richard Schoen ) 
1986 年 2 月 1 日 于 加 州 大 学 圣地 亚 慷 分 校 
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第 一 章 比较 定理 与 梯度 估计 
$1. 比较 定理 


比较 定理 基 流 形 上 的 分 析 的 基本 工具 之 一 ， 其 本 质 是 通过 对 
Jacobi 场 与 流 形 曲率 的 联系 以 及 流 形 曲率 的 性 质 进 行 分 析 而 获 : 
SAT RE SRNR. 另 一 方面 ,从 Jacobi HRA, BM 
是 微分 方程 在 几何 中 的 应 用 。 例 如, 比较 定理 之 一 一 一 Bonnet 定 
理 , 就 是 应 用 Sturm-Liouville 理论 的 结果 。 在 几何 中 ，、 有 各 种 形 
式 的 比较 定理 ,例如 Rauch 定理 等 { 见 Cheeger, Ebin 的 书 ); 但 
基 由 于 本 节 旨 在 研究 流 形 曲率 与 调和 函数 的 关系 ， 在 此 我 们 内 给 
出 本 书 常用 的 比较 定理 Hesse 形式 的 比较 定理 ,以 及 相应 的 
推论 ， 

MEn 维 完备 的 Riemann #2: Riemann 度量 证 为 

ds = Sig datdx’, (i= 1, 2 mn) 

ERM, BAA (M,d) 上 上 有 一 常用 微分 算 子 
Bertrami AF, AEX 

Am A on (ve g gi 

其 中 ，8 一 delg; Ce?) = (gi;) 

M 上 有 一 个 自然 的 函数 , 即 关 于 一 辕 定点 的 距离 函数 ， 任 取 
Ales OM, FM 

p(x) = dist(o, x), Wee M, 

TR, o) 不 仅 是 连续 的 ， 而 且 满足 Lipschitz Rek Hal 
度 论 可 知 ，ptx)》 几乎 处 处 可 微 。 | 

对 图 定点 OEM, ZBER expo: ToM->M, KE 
在 性 是 熟知 的 “Hopf-Rinow 定理 以 及 M 的 完备 性 的 直接 推论 ， 
VXEToM. R YU 一 expo(tX), W Y: 尺 -> M 是 从 0 出 发 的 


Laplace- 


Ai 


+ | œ= 


沿 方向 区 的 光 消 测 地 线 , 当 上 | 很 小 时 ，7 是 连结 rO) Some 
一 级 沙漠 地 线 , 且 dexpo|:x: Tix(T oM) — TerpouryM 是 微分 同 
m. AE | 值 的 增 大 ,有 两 种 情形 可 能 发 生 ; O rO 不 再 是 
连结 口 与 光芒 的 极 小 测 地 线 ，(i) dopol 不 再 是 微分 局 胚 ,这 
时 我 们 称 Ft) RT oA (conjugate point), 
og a | 

n= sap{ily 是 连结 rO) 和 0 的 唯一 极 小 测 地 线 }。 
H aEeRU{ +t}, 如 果 acto, RNR ry) AMATO 
RB r Wee 《cut point), MAART OAAR (cat 
locus), MRS, WE se BPR OAM. MRA G) x 2B 
Y MAT OMS — TI, RA GO) 至 少 存 在 两 条 长 度 相同 
ASE BU Hee EEA OM x, RAH cut( 0). : 

”显然 ,对 于 任 一 XET OX, |X| — 1， 在 测 地 线 expy eX) 

(¢2>0) 上 至 多 有 一 制 点 ,因此 culo) 是 S*' h-HMTRER 
RUA expo FRIR ;所 以 其 s 维 测 度 为 0, 

进一步 ， 记 X) 一 dist (0, r(4)) 为 沿 7 至 制 点 的 距离， 
其 中 XE SCToM; 
E = {XI0 tt p(X), XE SCT OM}, 
RY expo:E —> expo(E) ERDER AS M 的 一 个 正规 标 
架 , 显 然 , 这 是 M 以 0 为 原点 的 可 能 的 最 大 正规 标 架 ， E 

M = exPo(E) Ucut(O), 


从 定义 可 看 出 ，expo (E) 是 以 0 为 中 心 的 星 形 区 域 (star de- 
main), 而 前 面 定义 的 相对 于 O AUE R AA p(x), 在 expo(E) 
EHKI. 作为 星 形 区 域 expo( E) ADIL FF » cut(O) 中 有 些 点 可 
能 为 不 同方 向 的 割 点 的 重合 点 ( 即 可 能 X.# 但 
exp of pt X} AX) 一 expo( p(X XI), 
在 eCe) 的 可 微 点 上 ;因为 测 地 线 以 弧 长 为 参数 Ga 
(Vel — ly 


Bl Depp = 1, 其 中 pi 为 P 沿 地 2- 方向 的 协 变 微分 . (关于 指 


MAT BT RE BEL Cheeger, Bbin BB.) 
AA E M 中 和 任意 一 点 ?处 的 Rici 曲率 是 一 个 双 线 性 型 
Ric: T,M X ToM 一 及 : 
F PARDEZA TM KREMER flesh, Ceis ej) = Fijs 
如 果 e = Ba'e Ml 
Riele, 2) = 2 Raa, Ra = Riele; e), 
如 果 取 emen, M 


Riele, e) = S? Klen e), 


其 中 六 feiy e) Be, of 所 张 成 的 二 维 平 面 所 对 应 的 截面 曲率 。 
设 f€C{M), FAY Hesse ER HOO, BMF: B 
X,Y 是 过 点 eM AR. KX. Y 扩 亮 成 在 = 的 邻 域内 
可 微 的 向 量 场 X,Y, HM 
HON(X, Y) = (RF) — we NG. (1.1. 1) 
Hoek V 表示 对 的 Riemann 联络 .容易 验证 ， HOX, Y) 不 依 
MTT Aw X,Y 的 选择 ， 

HE reM, 对 任何 8 的 割 迹 之 内 的 点 x， ES PMs 的 
极 小 测 地 线 为 o, 使 o(0) =p, ofr) =x, ER XE TM, CX, 
8/8) @®)=0, 因为 x 不是? 的 共 轿 点 ,我 们 可 以 将 站 扩充 成 
Ho 的 一 个 Jacobi HX, WE Ko) = 0, X(elr)) = xX 


1%, 2] 一 0 (0<: <7) (参见 Cheeger 的 工作 )。 这 样 ,有 


Hr )(X, X) = NRr 一 wae 


最 后 一 步 是 由 于 | 和 2] =0, 因此 ,在 x 点 上 ,有 


BCX, X) =| (3, va 3) är 
-| (|v.a 党 | 十 (Eve Ve K>) de. 
{rH X HE Jacobi HH, BN | 
VEVERER(R ZO) mo 
所 以 . E 
HX, X) 一 I"( lve. Xb 


— (R(x, 2) 2., ZY) e. 7 (1.12) | 


3: 在 Jacobi WABCO, LARARE Z Bow 
“指数 式 ”(index form) W(X). 《可 参见 Cheeger, Ebin 的 书 . ) 
比较 定理 ， ik M, 和 MM; 是 两 个 # 维 完备 Riemann WÉ, 
vi:(0,¢] 一 M: (i 一 1, 2) 是 了 条 以 弧 长 为 参数 的 涡 地 线 ， 记 
Mi 上 以 7,00) 为 起 点 的 醒 离 为 wm。 设 via) 在 700) 的 割 迹 
之 内 ,假定 VOS <a), 有 
截面 曲率 K (x, 2) > 截面 曲率 K,(¥, 2) 7 


? 
7 


其 中 X 和 了 分 别 是 TnoM 和 Tro, 中 与 切 向 量 2 正 交 的 


Yi 
单位 向 量 , 则 
Hla (Xi, X) < HP) (Xs, X), (1.1.3) 
此 处 X; 是 了 rw 中 的 单位 向 量 , 且 (x, 2 rte) = 0, 
证 明 ， 沙 Yi 作 正 交 的 平行 向 量 场 EW, -r JED 使 


a 
E=- (jm 1,2), 
ay, Ë a ) 


- 一 一 二 一 - 


B (1.1.2), 有 
AleX Xi) = | (| 二 六 


— (R (&., 2) 艺 ， RVers, 
其 中 x, Fey +; 的 Jacobi iH, KCrO) = 0, XiAriC@)) 一 X 
PAs (Xi, a) = 0， 所 以 名 在 六 的 各 点 都 和 BY 正 交 。 记 


z 


-F LEP. 
ae EW a) onan Bea) RE 
一 X (a) 一 > aj (ae, 
AMHR 7, 定义 向 量 场 Z. 
Z 一 > +E 


则 Z 和 名 有 相同 的 始 值 和 终 值 ,并且 12:| = |Z 及 
ive Xa) = | SA OEP | 


= | Sue? | 一 Ive Zl. 
ary 


根据 Jacobi 场 理论 中 的 基本 事实 《 见 Cheeger, Ebin HË) A 
一 条 无 共 斩 点 的 测 地 线 在 具 相 同 始 估 值 的 及 有 向 量 场 的 “指数 式 ” 
中 以 Jacobi 场 的 指数 式 为 最 小 ,由 此 即 得 

Hla (Xi, X) = CR) << Z) 


oc IV o z} —(R{z, £) 2. 2’) in 
-\(\v e l — (R(z, 2 2) 2. z))an, 
7; (iva BP (8 (Rg nE Z )) ar, 


= Hee) = H(e:)( Xi, Xa). 

RK SS Pe eR, 定理 至 此 证 毕 。 

在 讨论 流 形 上 的 分 析 间 题 时 ， 以 下 形式 的 Laplace 算 子 比 较 
定理 非常 有 用 ; 它 的 证 明 是 上 述 定理 的 直接 推论 ， 

R LLI (Laplace 算 子 比较 定理 )。 设 # 维 完备 Riemann W - 
E M, 其 Ric (M) 之 一 (zn — R 20), 再 设 NN 为 # ERE 
HOME (CP) 为 各 昭 率 的 空间 , 称 为 空间 形式 (space form)。 以 
pu 和 pw 分 别 记 M 和 六 上 相对 固定 点 的 距离 。 Qn: reM, YE 
N, 使 pu) 一 nO) s 则 当 x 是 px 的 可 微 点 时 > 有 

Apul). < Apn). . 人 
为 了 得 出 更 便于 应 用 的 形式 ， 我 们 需要 计算 常 曲 率 (一 K) 空 


(HAY Ap. 根据 《1.1.2)， 


H(p)(X, X) -klè 对 


~ (n(x, 2) 2 Ea 


其 中 T REUNIE y .的 Jacobi 场 ,满足 KO) = 0, 
X(r(e)) = X. 


因此 计算 .Ap 化 为 求 沿 极 小 测 地 线 的 Jacobi. HAIFA. 

”在 以 一色 为 常 临 率 的 空间 形式 中 ， 沿 任 向 正则 浏 地 线 x 的 
Jacobi 场 可 以 这 样 求 得 : 设 ?二 7(0)， q= Yle), XX 上 7(P)， 
将 X 沿 y 平 行 移动 得 到 的 向 量 场 仍 记 为 XO (0<¢ <p), 那么 
Hy RY Jacobi 场 YG), 如 果 满 足 Y(0) = 0, Yle) = = X, WA 
有 以 下 形式 : 

YE) = f@)X OM 

其 中 级 数 fx) 满足 经 典 的 Jacobi 方程 : 


a fie) 一 PIG) = == Ü, (1.1.5) 
ECO) = 0, Ke) = be 


YARD ULLS) 的 解 为 | | 
KO 一 = shes. | (1.1.6) 
HE 1.9.6) FRA (1.1.2), 即 得 
Ap = (n — 1) coth $o. (1.1.7) 


R12, 如果 #* A Riemann MBA Rica 曲率 > 
一 (一 人 


Ap<— La + ko), (1.1.8) 


证 明 : 根据 Laplace 入 于 比较 定理 及 (1.1.7), RITA 
Ap = (n — 1} coth Rp 


Tt 
=i 


: oth &p, 
a & pcoth kp 


k acoth ko & (1 + ko), 
AF ES 


Ap = 
系 LLI, Uor RRMA SORE ES. MEMEA Rica 
曲率 满足 Ric( 2, 2)>—c(r), AEROS AA 


H 


Ar g EOL ell cea. (1.1.9) 
证 明 ; HH (1-1.2), 知道 


HCX, X) -| Iv, XI 


aya 
—(R (x, 2) a” ZY) dts 
其 中 名 是 x 沿 极 小 测 地 线 Y 扩 充 而 成 的 Jacobi I. SEX Y 
平行 移动 得 到 向 量 场 E, 则 向 量 场 (£) 在 „oyi 


be ae e d H AL a pat a 


处 为 X. 同样 ARG 指数 式 的 极 小 性 ,有 


HOX, X) = WOR) SN (2. E) 


一 (iv 人 一 人 AR 人 E, 
al oF 
Eh pea 
2.) 6. £ Ea 
Or De f , 
ra i -一 A 人 eK(E,2-) dt. (1.1.10) 
r 六 ia Gs / 


现在 * 我 们 取 一 的 正 交 补 向 量 {Xs …… Xl， H X YE 
een eas EG =| 1, 2,+++,8—1), Æ C115) BU 
xX, REA X, ARRIER = 一 工 个 不 等 式 相 加 ， FER 


Ho) (2, 2) 一 0 的 事实 ,就 有 


Ar 一 > Hir): Xi) 


A= t 


a | a a 2) 
PK 2 dr 


1 
r? 
n — 1 ay ic (2 好 
we | OP Ric | =, -< | de 
r r? de Br ` Or 


#— 1 


TER 
f 


T 


最 后 一 步 是 根据 假设 ， 此 系 得 证 ， 
WAGE (1.1.9), HERY Rici 曲率 非 负 时 ,在 的 可 微 点 上 
总 有 


六 一 | 


Ars (1.1.11) 


+ 
fr 


不 幸 的 是 ,上 式 在 割 点 处 失去 意义 。 热 而 ,在 研究 流 形 整体 性 
AST a 由 于 M = expo(E)UcutlO), H expo(E) 是 手 形 区 域 ， 
所 以 对 的 拓扑 狂 质 表现 于 cut) 附近 ;致使 我 们 希望 在 cut(0) 


sae 


附近 Ap 仍 具 较 好 的 性 质 ，P 的 Lipschitz 性 质 促 使 我 们 在 分 布 
(distribution) WY FAB Ap 及 【1.1.117》， 对 于 Riemann 完备 
IE » WAT 

命题 1.1.4， 设 M 是 完备 的 Rieman H, = Ricci KJE 
fA. 尾 意 固定 一 点 PCM, WRAT PH SBR ps 则 在 分 
i RSP PAA SAR: 


Ao _ (1.1.12) 


证 明 : Wes P R, M = OUE, Hhek-BEER 
SR. Lipschiiz BR P EO PBA. Any 1.1.11) 在 台中 有 


n— ft 
Ap <7, 
P P 


A T HEHH (1.1.12), 我 们 取 任 意 pecstM), ped. AA 
mest E) = 06, 
因而 有 
| pag = | pA, 


取 一 族 星 形 子 域 Das 使 QER, im, = Q, 并 且 ü. tow 
P HARRER. 因为 Stokes. 公式 对 Lipschitz 函数 仍然 成 - 
立 * 再 注意 到 pe CoM), RATA 


{eap = 一 | ve "Yop 
= lim (—1) |, ve Ye. 
最后 一 步 是 因为 [vel 一 1 JLF MUE ve 是 有 界 的 ， 
H Green 公式 


7 ja Ye: ve = \,.4¢ re | 2e, 
其 中 > 是 89. 的 外 法 线 方向 。 因 为 之 0 以 及 a 是 由 8 沿 P 方 


向 内 缩 而 成 的 所 以 oe >0, 于 是 有 


-jn ve ves |, Ae 


最 后 得 到 
Je Aes tim | A 
-| 
ma — 1 
=| = e, 
命题 证 毕 ， 


ye: EXE ar ey LA ARE A Cheeger- -Gromoll 的 分 发 
EH, RE FHRA. 

替代 关于 一 点 的 了 距 离 函 数 ， 我 们 可 以 考虑 关于 一 子 流 形 的 研 
离 函 数 , 通 过 同样 的 讨论 不 难得 到 这 一 函数 的 若干 类 似 性 质 ,只 不 
过 涉及 子 流 形 的 平均 曲率 及 第 二 基本 形式 ， 

局 部 体积 及 驴 体 体积 的 大 小 ， 直 接 影 响 了 沪 形 的 许多 性 质 ， 
-例如 , 诡 形 的 谱 的 俩 计 , 热 方程 积分 核 的 值 计 、 以 及 Sobolev HRA 
带 数 和 等 周 常数 等 ， 痢 与 体积 有 关 . 尤其 本 书 的 许多 定理 都 是 以 
体积 元 的 估计 为 基础 的 ,因此 ,我 们 给 出 下 面 的 体积 比较 定理 。 首 
先 我 们 回顾 一 些 关 于 Jaoob 场 及 测 地 球体 积 的 着 干 基本 事实 ( 风 
Berger, Gauduchon, Mazet HBN 

设 x e MEWE M LEHER. rO 是 从 zx 出 发 的 一 测 
地 射线 , 7(0) = r, FO) ve TM, ME YO ÆA YHJ Jacobi 
场 ,满足 了 (00) 一 0, YC) 一 w € TyM , WEA x 网 指数 颇 身 
exp 在 rvE TsM 的 微分 在 向 量 v, v ERRER 

exp, (ve) = 7(), l 
expel w) = Y Ce), .1.1.13) 


根据 Gauss 引 理 ,如 果 v € TyM， (v, 2). =, MJO: 


TE ee ee oe Ta rL T a, 


| (epale), EXP a (9 = 0, 


& væ 7(0), w ter, w, 组 成 TM 的 一 组 正 交 基 ， 则 
FO) expy (wi) IY GG = 2, +--+. 8) 组 成 Treo 的 一 
Am, AR r@) REE YAT REA. APLAR St exp > TE te 
处 的 Jacobi 行列 式 Ate, 98) A 

Att, A) TOMY A e+ Arey, | 


= = del Yk -es Ye), C114) 


Ht o 为 在 * 处 的 正规 标 架 中 的 球 克 从 标 分 量 ， 满足 


ii =f. 


根据 上 式 及 经 典 的 Rauch 比较 定理 ， Bishop 证 明了 以 下 重要 结 
(EL Bishop-Crittenden, Geomeisy of Manifolds, Academic 
Press, 1964}, 和 
定理 (Bishop), HFA Riemann BIE M, WE Ric(M )> 
(n —1)K, Wl | 
Alt, OSE) 


是 + 鸭 非 增 涡 数 , 其 中 Sea) 和 = 满足 : 


AK ORT: Sxl} siaVKt ogg Z, 


1 E = 0 Ëf, EEEF 0 二 < 十 oo， 


sinh f—K e 
VK 

话 胃 见 上 述 引 文 。 如 果 我 们 把 以 冯 为 中 心 、 * 为 半径 的 测 地 
球 记 为 BAe), WEIR AG, 9) 实 为 用 * 处 的 正规 球 级 标 《1， 
0), GEST) RIK OBA) 的 体积 元 素 . 

现在 落 虑 曲率 为 常数 天 的 单 连通 常 申 率 流 形 ( 称 为 空间 形式 ) 
M*, WER SEG) 实 为 ME 中 半径 为 :的 测 地 球面 的 体积 元 


«ik « 


MKECOM, Sl) = 


素 . HSE) 改 记 为 Ue, N Bishop 定理 可 表示 为 


A(t,@) 
ME l. (1.1.15) 


wer ee > 0 时 , 上述 事 实 只 对 于 ， <7 才 成 立 ， 
K 


以 UCTyM 表 东 x 的 留 空间 中 相对 于 x 的 割 迹 的 内 部 。 以 
S,(0) 表示 T.M 中 半径 为 上 的 球面 : 则 (1.1.15) HS | 


| Att,@) 
en | (1.1.16) 


\ , ee) | 


可 能 存在 割 点 并 不 影响 《11.16) 的 成 立 ( 证 明 中 用 到 WG 与 8 
无 关 , 从 积分 的 定义 出 发 即 可 验 知 这 一 事实 ). 记 


OAN OO OAE O 


S400 


则 
VOIB = | fds, 
. Voll BAG) = | g(s)ds, 


其 中 BCs) 表示 空间 形式 M* 中 半径 为 + 的 测 地 球 。 ALE TP it 
将 证 明 的 命题 , 即 可 得 体积 的 比较 定理 . l 

定理 (体积 比较 定理 )、 设 M 是 完备 Riemann RE, 

Ricf M ) > (r — 1)K, 
R EM, D 
Voll B,(r 
eed) p, (1.1.17) 

其 中 VK, r) 是 空间 形式 M* dee) r 的 测 地 球 的 体积 ， 

命题 . 如 果 f(s), as) > 0, f(s)/es) 非 增 , 令 


ORE OLNE- OOTA 
则 POCO 亦 非 增 . 


e327 = 


BE BA 


ER ryan, HT 


FP'lry) > Fle) F's} Ag 
Gn) G'{t;) GA 
所 以 
| P(n) q DEUDA 
Gtr.) 9, G' C4; ) 22; 
EEO Fla) — F(r) 
|” GPS Gra) — Gri} 
RE ry 和 之 Fie i 
同 理 , 只 要 re %& fis KE) 
Flr) m Firn) ~ > PUD) 
Gl ri) —_ Grd G(r.) ° 


所 以 只 要 nn Zr MA 


Fry) 一 PFCra) -> 
Gr.) 一 GCrs) 


Flr) — Fin) | 
> G(r) — Gln} 


& rom 0, FOO} — G0) = 0, 即 得 


Fir) “> 一 F(r,) 
G(n) Gory 


命题 证 毕 . 
最 后 ,在 Bishop E (1.1.16) B, E Y > 0, 


{4G 0) | AG, 8) 
eS ge ek 一 
‘eco xcs) 


| Sri AG) 


再 对 上 积分 , 即 得 
定理 .对 于 完备 Riemann 流 形 M ， 如 果 Ric(M) > 
IK, <€M, M VR>O, 使 
Vol(B,(R)) & V(K, R), (1.1.18) 
其 中 V(K,R) 是 空间 形式 M* 中 的 半径 了 R 的 测 地 球体 积 ， 
至 于 Yol(8x(tR)) 的 下 界 ， 根 据 比 较 定 理 有 以 下 多 A E 


-js 


— 1, 


(s — 


Lami Bp i AAR ett aeons a ad oe 


如 果 Riemann #234 M 的 截 曲率 满足 Kuc, ER xe 
M, 而 (r。6) €R* x S (1) 表示 在 * 处 的 正规 测 地 坐标 系 ， 
iM At) EE J: A RH HY 


dë = dr + rg (946d, — (1.1.19) | 
则 当 + < 7 时 ,有 

` VERTETE (ery r (1.1.20) 
由 此 可 知 , 愉 Ku <2, N : 


Vol(B,(R)) > Cls, é, R) (1.1.21) 


常数 Cla sb, R) RIM x. 

注 ， 当 M 蚌 完 备 非 紧 流 形 时 ，Vol (B,(R)) OSE 
(R 一 十 oo) 是 很 有 意义 的 问题 , CERT M 在 无 穷 远 处 的 拓扑 
性 质 。 最 简单 例子 之 一 是 平坦 流 形 情形 ，。Vol(BA(R)) = O(R*) 
(及 一 二 co)， 其 中 = 一 站 是 MM 中 环 面 的 维 数 。 我 们 期 望 建立 一 
E Vol(B,(R)) 的 渐 近 估计 ， 且 估计 仅 依赖 于 流 形 的 曲率 及 a 
th 


$2. 432 (aplitting) 定理 


4 RMN FBI RSA AN. BBR 
RPAH, Re MLA Oe AER ALAS EI —A 
AWER AE. 微分 几何 中 的 分 裂 定理 给 出 了 实现 这 种 约 化 的 
一 条 途径 ， 本 节 中 要 证 明 Cheeger-Gromoll 的 定理 , 即 Riemann 
流 形 在 某 些 条 件 下 等 距 于 Rt 与 不 具 油 地 直线 的 流 形 的 积 。 应 指 
出 的 是 ,如 果 M 是 非 负 截 归 率 的 完备 流 形 , 则 Toponogov 证 明 : 
M 是 Rt 与 一 不 具 测 地 直线 的 流 形 的 积 ， 妇 Toponogov 分 裂 定 
理 (网 Cheeger, Gromoll AUX). 

Gheeger-Gromoll 分 烈 定 理 的 证 明基 于 Busemann ba BK AY 
研究 ， 首 先 我 们 来 介 组 这 一 概念 ， 


* 1 


hh yaek ee re; ae- - 


O ZEREM 上 一 条 测 地 直线 (相应 地 ,一 对 线 ) 指 的 是 一 正则 
测 地 线 ¥:(—00,+00) —> M (AM Hs r:(0, +co)—~M), 
得 7 上 性 何 两 点 的 距离 ( 指 在 M 上 的 距离 ) 恰 好 等 于 > 上 这 两 点 
URAC KEELER dr), VD 一 la al. 众所周知。 如 果 

M 32% BARR. RU M 上 任何 一 点 出 发 都 存在 这 样 的 射线 7. 
设 Y 是 从 某国 定点 出 发 的 一 射线 , 则 与 7 相 联系 的 Busemann — 

函数 定义 为 

BCe) 一 im (de, 1@))— 4), (1.2.2) 


如 果 记 BY) 一 d(x, rG 一 :， 则 由 三 角 不 等 式 ,显然 有 
FHOIRT CORSI 
因此 ,函数 族 {B+(x)} 在 任何 紧 子 集 上 是 一 致 有 界 的 ， 并 且 如 果 
s 过 :， 则 有 
Br(x) — BIC) = d(x, 72)) — aCe, r(s)) 
—d(r(s),7()) <0, 
PUB (BPD) 是 单调 递减 的 。 因 此 ，lm B+(s) = Bt) 


在 任何 紧 子 集 上 一 致 收 短 . 上 

同时 , 丙 为 对 任何 固定 的 :+。 He [BY Ca) 一 B O) < d(x,y), 
的 极限 ， 自 然 亦 有 [B E) 一 Bt) < dlx, Y), B B+C) 也 
是 Lipschitz 连续 的 ,因而 几乎 处 处 可 微 ， | 

根据 定义 , 当 * 曾 定 时 ,集合 {r| Bi) < 常数 } 正 是 以 rC) 
为 中 心 的 测 地 球 ， 因此 我 们 可 以 直观 地 把 集合 {xs1B+(x) 一 党 
数 } 理 解 成 以 700) 为 中 心 的 测 地 球 . 

nr 是 一 测 地 直线 ， 那么 我 们 还 可 以 业 似 地 定义 另 一 Buse- 
mann pe aX BGs): 


Bo (x) = jim (d€x, YOY) + D. (1.2.2) 
由 定义 及 三 第 不 等 式 , 易 风 
B+ 二 BB 一 0, ET t, (1.2.3) 


B+ + Bo > 0, : (1.2.4) 
| SUERTE EA Ae A, 


+ 5 . 


1 
sa pr ee ee i LH ee ee eS 


SREM (Cheeger-Gromoll，1971)。 设 M 是 一 完备 的 
Riemann 流 形 ,具有 一 测 地 直线 ， 如果 对 的 Ricci 曲率 非 负 , 那 
么 M 可 以 “分 裂 " 为 R 和 低 一 维 的 Riemann WII Fa th RR. RE 
Wf 一 R XN, “一 "号 在 这 里 表示 等 距 (isometry), 

证 明 : RIVA ERA, MADBRH RAL RIE 
为 命题 放 在 本 节 的 末尾 . 

ir M 中 的 测 地 直线 。 固定 P = ver, 根据 命题 
LLL, SER p ECa(M), p20 以 及 任何 固定 的 :, 有 


| pat ekx ra) —1) = |. photx, YO)) 
a— 1 
< 局 
令 1-» +00, 4 
|, PAB+ 一 | Ap - Bt<0, 
所 以 有 结论 ， FER AEM FE, AB’ SO, 同 理 、 在 同一 意义 下 ， 
AB- <0. ALG 
Bt+ Bo So, 
B+ + Bo =G, #27 上， 
. ALB? -+ BO) <0, FESR ME. 
‘Rie FBLA deal 1.2.1, 有 


(B+ + Bg) > 2 | (Bt + B`), 
R” J ige 


但 B+ 十 8- 在 Y 上 为 零 , 在 其 他 部 分 上 非 负 , 取 ger 即 着 出 
Bt+B =0, 
因此 ，ABt+ + ABU = ACB + B) =0, REDHMRAE 
l  ABt m0, AB =D, 
根据 二 阶 档 贺 型 方程 更 论 中 的 Weyl 518, Bt 和 B 实际 上 是 光 
滑 的 . 
因为 ive! =! 几乎 处 外 成 立 ; 因 而 1v83+1 一 1, 再 根据 下 


面 将 证 明 的 命题 1.2.2 及 其 系 , YB? 实际 上 是 M EK 
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BB) (VB+) 一 0， 然后 根据 de Rham JEE, M SFR 
地 分 解 成 VB* 的 积分 曲线 与 等 值 明 面 的 拓扑 积 。 定 理 证 毕 ， 
命题 121， 设 完备 Riemann WIE Mag Ricci WE S 0, 
Lipschitz B&B f > 0, Af <0 CESARE), ERR PEM, BCR) 
表示 以 ?为 中 心 . 充 分 小 的 RAK EEOAE RA 
TOF- 


其 中 co 一 Vol( s7 ‘a. 
注 ; 命题 1.2.1 就 是 次 调和 函数 的 平均 值 公式 . 
| 证明: 设 (r。6) 为 国 绕 点 的 正规 测 地 坐标 系 , 其 中 
Om {Oi ls 2 a m DESTA 

M 的 度量 8 可 表 成 Oo 

. dst ma Cdr)? + 3p, ,d0,d0,, 
记 Ge dei(gi;), RE Af < 0 LAR Divergence 定理 ， WEE 
何 Oma R, A 


— li fs (1.2.5) 


EJ Af 一 OF 人 VGN 


da -aB Or 


RA . 


WAH Ric(M) 20, HUA), ars ZOE, 因此 | 
"yo Ste 

于 是 有 

H wt, VE 

" Eir) 


abu Gy 


($f NEET COL 


fax i 


ew i7 « 


_ = is | | ABLE ive wo) 
Bks o 
0 = EJ Ve a. 
“注意 V G00) =1, HEA 


tani) 之 ao 1 VG d8 


geo | au l. 


将 上 式 由 0 到 RR 积分 ,得 


(o> a faa t 


命题 1.2.2, iz M xem Riemann 流 形 ， fe cM), 任 
a PEM, Yes} E e 点 处 的 正规 坐标 系 , 则 - 


O AFRO = 2 Èn a 
2ER dih + 2ER (1.2.6) 
其 中 所 是 相应 于 2 二 的 座 变 微分 ， Ry 是 M 的 Ricci 曲率 ， 


注 ， SRL LAAX Bochner 恒等式 。 由 此 可 以 证 明 许 多 
FH eu oe E, ~ 
: AS IVE 因此 在 ? 点 上 ， 有 


AUIVAID = ni awh, : 
->(S8), 
- 2 5 (Siti) 


yt + lene 
5 7 ie 


a= Ie n ee eed 
re ee Ee EE ra raa nem orp Te 


HRA fam je 及 Ricci AK: fi "m fi + Rolo Aii» 
| ACV EI) = 258 + 2 SiGe + Rah 


m= 2D) fy + 2 DEAN: 


+ 25K, tbs. (4.2.7) 
er BRIE, a 
KR. 如 果 lvi 1, Ric(M) 20, A Af 一 0 则 vf 是 平 
stam. Lape er 
| 证明: HA (1.2.6), 有 
Q = AlvHl? = 2357, + DER itd 


= 2Difie So i 

Mm fi 一 0， 对 于 一 切 1, 1 证 毕 . 

利用 归纳 法 ,分 裂 定理 可 条 述 如 下 : 

定理 WRM 是 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann 流 形 、 
UM SET Mx Ri。 其 中 泊 不 含 整 条 测 地 直线 ， l 

FIA A SE BEY A SA RI E A RF A eB: 

定理 . 设 M 是 其 非 负 Ricci HRAJ E Riemann Wi, RY 
n(M) 包含 一 个 正规 子 群 ,使 mi(M)1 由 是 有 限 型 的 。 对 的 
ERE M SMB Rt x M, HMB Ray, 

E: EREMIE Toponogov 相应 定理 的 推广 ， 更 进一步 
应 用 Cheeger-Grotmoll 定理 ; 可 以 给 出 非 紧 疲 形 基本 群 增长 率 
的 估计 , 且 在 相当 合理 假设 下 ， 证 明 尾 一 紧 . Riemann ATAU 
群 (Holonomy) 群 是 紧 的 ， 


$ 3 梯度 估计 


本 节 将 讨论 满足 一 定 方程 的 可 微 荔 数 的 梯度 估计 ,确切 地 说 ， 
我 们 要 给 出 logw 的 梯度 估计 ,其 中 u EWAN KERAP 


Yau (H, Yau, S. T., Harmonic: functions’ on complete Riema- 
nnian manifolds, Comm. Pure App] Math., 28 (1975), 201— 


+ 19 « 


208)， ÆR PIR ARMS Bochner ESAM AT RES 
将 数 ,详细 的 更 一 般 的 过 论 见 Yau 的 文章 . 作为 应 用 ， 在 本 节 中 
我 们 给 出 非 负 Ricci 曲率 流 形 上 的 Liouville 定理 , 及 Ricci 曲率 
具有 下 界 的 流 形 上 的 Harnack 型 相等 式 等 等 。 稍 后 ， 我 们 还 将 
应 用 此 方法 于 洲 形 谱 值 的 估计 . 

TW. if M 是 完备 的 Riemann WE, dimM = a Si, 
Ric(M) > ACA S 0), e EM LAO EMR HE M 的 任何 
测 地 球 Bola.) 中 :成立 


oie, Wal < c, (Lbs), as) 
其 中 C. 为 仅 与 = 有关 的 常数 ， 
证 明 : 1° 根据 (1.2.7) 的 计算 , 有 
Z AU wal?) = Yy a 


+ SF uC Au); 十 RicCYe Vu) 


> Dl A Val, (1.3.2) 


ire 


SAT SE BMH PARTI Mem Pr. 适当 选取 ?附近 
的 正 交 标 架 可 设 “iCp) = OF 2), mp) = (Falp 所 以 


V7 Ci vat) = 9 Cu; ~ i) 


之 Hi t Rij 
EAN Sy 
故 
TVu Vvu) = D ha (1.3.3) 


AC Wal?) = 219ml AUVs) + AVe, (1.3.4) 
HH (83.2), (1.3.3), 有 | 


* 270 + 


P ee a S 
valid hd ae 


Z Ol val?) — ivdivelj? + &lvel? 
== pa sli — Doe; 
= 2. “ty 十 >) 4h 


iv] 


> È wh 十 -= [02 ay. 


HA Aw = 5 na = 0, PEEL mi 一 (£ wi) . RAER, 得 


2 AC | Val?) — |i vel + ki val? 


=. 1 _ivivel iP. (1.3.5) 
nt 一 上 


最 后 一 步 是 由 于 (1.3.3), 由 (1.3.4) 和 (1.3.5), 得 


lIvulAClvel) = -H Ivlvell?—alvals 13.6) 


此 式 对 于 M 上 的 任何 点 都 成 并. 


2。 令 p=., akah Ah 的 估计 


Fe = ¥ | wel E [valve | (1.3.7) 
i 


i? 
由 |\vel=o-e, Vee ORLA 
Al Vui = «Ad 十 pôu + 27o- Vu 
== yp + 27o Va 
Ap = A(|Vul) 一 2 V4. “Vu 


E H 
一 VA Va]? Vb" Ve 
[Vala on 


. 2» 


ve 


— 24h: Va. 
H 


I 2 
Ee wale |W ve |? — k$ 


_ Ne’ Vu 


H 


& em -5 >o, 则 由 (1.3.7), 有 


—?7 VP: NU 一 一 (2 =e) Vo: Vu 
H 至 


a 


) Vb: Ve — g Vive! -vu 
i 


> —(2—e) VP V4 e evel [vel 


> — = _ & 
2 [wee . 2 æ 

mm . 1 wival [a _, 1 op 
(an— 1) w|wul a—i > 


RA (1.3.8), 得 
-2 YÉ NH > — (2 : 
Tu bod 


{1.3.8} 


e Viya) e Yel oe ivivell | lve 
(| alae) wt 


viv 1 
(n 一 lal vel n—1 
最 后 得 


Ad —kp — (2 ~ 2) Ye ve 


十 Al p, (1.3.9) 


na — 1 
3° 在 BA xn ) He Ae Be DEY 
F(a) = (a — poe) (ep) WAL, 


Hep e Xh rn EIRWEN., Fle =9, WEE ve tO, W 
F(x) 必 在 Bx) 内 部 达到 极 大 值 . 在 极 大 值 点 上 Yu 0, B 
F veo 的 情况 , 则 定理 的 结论 自动 成 立 . 

ig nE B(x) A F(x) 的 极 大 信 点 ， 如 了 果 n 不 是 x, 的 制 
点 ? 则 由 极 大 忆 原 理 , 有 


YFG.) 一 0， (1.3.10) 

AF{(x,) S0 3-11) 
Æ x, HE, (1.3.10) 为 

_YP VP, 1.3.12 

Bp 由 ) 


fi (1.3.11) 为 


$$ -A pp 
其 中 \ve'l = 2ZelVel =2e, 理由 比较 定理 ( 系 1.1.2), 4 
Ric(M) > —k 


‘ a|2 
0 > ae Ae’ Ye (1.3.13) 


时 ,有 
Ag’ = 2pAp + 2\¥pe{? 
=2+ 2pAp 


. 2 .. 


Vko 


Sre ologi oj 


CU VE P), 
Hire e5 n 有 关 的 常数 . 将 上 述 估计 代 估 (1.3.13) HER 


(1.3.9) # 
cu + ite) _ be 


Om 42 L Pe 
2 (a? — py 

2 Vp: Va 

一 上 一 (2 一 cee [pel eee id 
> —k—-( Z -) Lye 

1 CU + ktp) 
十 gt — A ENPE 
n— 1 $ — a m 


一 -8 _ 
(a? — pj” 


BEA n E, (1.3.12) 成 立 , 所 以 
2 


YY Va _ 2eVe -ww、 > 
pus (a? — pi)u a — e 


4(n 一 2) P _ 由 + app’ 


Py 


o> TE et | 


一 1 


_Clthip) Bp 
a? 一 gt ` (a — oy 


把 上 式 两 端 乘 以 《a 一 PY， 由 于 Fae b, WE 点 


上 ,得 
OF Hp . 
#n— i n—i . _ | 


— C(1 + &4p)(a? — pp) — 801 — hla — py 


1 ~ FY CaF — CU + kip)a’ 
-一 


— Bat — Ra 


= 


> in F? — CaF — Gi + kta ya’, 
n — 


其 中 Co, GARS: SkA, AE 
Fir) = sup? 


Cia + Jer 77 十 kia) 
noo 
< rr Poe + 


(a 一 oF | 
< Call + he), (1.3.14) 
因此 , 当 限 制 在 Bayly) 中 对 ,有 
3 —a'sup [vel < Call + kta), 


4 Byty H 
Rj 
sup Iwel e c, 0 Lt Ka) 


By at* p ™ 


HEEN (1.3.1) sR, 

4。 剩 下 唯一 需要 讨论 的 是 F(x) (r — oL 的 极 
AAs 如 果 下 好 落 在 x 的 割 迹 之 中 的 情况 。 通常 讨论 这 类 问 
RaW) DURE RABI “support BRK" AVA. 

现 设 x, € cut locus (z,), i o HES r 和 的 一 条 极 小 测 
地 线 { 不 一 定 唯 一 。 但 固定 其 中 之 一 }， 根 据 割 点 的 定义 ，alixox, 
中 住 意 内 点 都 不 是 x FSA. Eo LAEE n 充分 近 的 另 一 
Ag. jË e= dist( xa; g) = Lt elisygi)- . 

取 油 地 线段 ohen 的 正则 邻 域 Ns。 使 任何 EN, WDE 
q ZLA. Vree Na RLL _ p(x) 表示 x 相对 于 和 的 距离 ,而 以 
pfs) 表示 相对 于 4 的 距离 , 则 由 三 角 不 等 式 , 有 

pair) + & = pls), 
pala) +e m planh °° (1395) 
当 x € N, RZE 


F(x} = (a* — (petx) + e)?) wal, 


MJH (1.3.15), F) 是 我 们 在 3° 中 讨论 的 函数 F(x) Es, EH 
“support Pat” RIPE 
F(x) < Fe), 
F(x.) = F(x), 
因为 pylx)》 在 x 的 一 个 邻 域 是 光滑 的 ;所 以 我 们 可 以 对 F(x) 在 
x 上 应 用 极 大 慎 原 理 .。 通过 同样 的 讨论 ,得 到 了 F(x,) 的 估计， 最 
后 再 令 e— 0, Basse ued. | 
系 1.3.1, Zä Riemann RIE, 如 果 Ricci 曲率 非 负 ， Wij AS 
存在 非常 数 的 正 调和 函数 ， 
WA: 在 (1.3.1 中 AK 0, GS a> o, 即 得 yul = J, 
卫 1.3.2. i M 3528 Riemann HE. 8.4 M PEE 
径 为 = 的 测 地 球 。* 为 B。 中 的 调和 谓 数 ，Ric(M) = —A, J 


supl vu| < c, (1 + kė supis| (1.3.16) 


Bas 
FEA: if A = sup|al, i) e =at d te >O, Av=o, 


sup |Vu| = sup Ive] 
Ban Bay2 


<= C, (+ë P) suplu HAF sl 


É 1.3.3 (Harnack 不 等 式 )， 设 M 为 完备 Riemann 流 形 ， 
Ric( M ) => 一 《、 如 果 是 测 地 球 Bx) PARRA H «> 
a, MI . 

sup t < -Elna k) inf u, - 1.3.17) 
Eyy Bayz 


其 中 C(x, a, k) 为 仅 依赖 于 na, k 的 常数 ， 
EW: 根据 定理 (1.3.1), 有 


sup Ye < Cinsa) 


n Ah 
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取 Xi, XE Bula), & a(x) —_ ae u(x)» u{ x5) "t inf “) i 
MUTE T 连结 an, a WHERE SARA, Y MIRE B, 
之 中 ;因此 

| < Cilaja, D| as 

| Cln, s, k)a, 


G Sea Le = eh. 


nx) = sup (2) < elC x, ) 


me pCR inf n(x)., 
Bory 


K134, AA (1.314), 它 可 以 写成 (当世 时 )， 
(R — et) sup (WE < CoR(L + AAR), 
即 
Rs Wa 1 
| Rr - sup [vl <C, (+ tva) 

因此 ,只 要 取 尺 充分 天 (例如 R>, W8 _ 
Wel < Crp k). . (1.3.18) 
系 1.3.5。 完 全 类 似 地 可 证 , 在 Ric( M) > 一 4 的 完备 Rie- 

mann 流 形 上 :如果 As == 1u, o> 0, AA 

Vel < (a, Jk, a), (1.3.19) 


其 中 CCn, VR 2) WR a v ko 2 的 常数 。 


$4 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann RY 


本 节 将 研究 具 非 负 Ricci 曲率 的 完备 Riemann IAAT 
问题 ,首先 从 这 类 流 形 的 体积 的 无 限 性 开始 ， 


当 Ric(M) 20, SFE reM, M 中 以 P 为 中 心 、 民 为 
“AER BR) 的 体积 ， 根据 体积 比较 定理 (1.1.18): 有 有 ， 
Vol BR) SOR | C40) 
Hc, 仅 与 # A, 
MF Vol BCR) 的 下 界 , 则 可 以 证 明 以 下 结果 : 
定理 14.1, 1M AMER n 维 完备 Riemann HW, 
Rici M) ~ 0, 
记 B,CR) 为 M 中 以 任意 固定 点 ?为 中 心 、 半径 为 尺 的 测 地 球 ， 
则 
Vol B,(R) = C(s, Vol B JA), (1.4.2) 
Hp Cle, Vol BD 为 仅 依 赖 于 # 及 Vol B) WAR. 
EW: (EME x,€ 6B,(R), BD dlp, x) = R,， 记 MM 上 
相对 x, ERARD ele) = dlr, x), AAA Ric (M) > 0, 
H $ tg (1.1.12), 在 分 布 意义 下 
E Ap' = 2pAp + 2% 2n, 
Bl Ype CIM), p 20, 有 


| PAP < 20 |, P| (1.4.3) 


用 CIM) ROGET AR RAY Lipschitz 连续 函数 。 上 
式 对 具 紧 支 集 的 Lipschitz 连续 函数 依然 成 立 ， 现 在 令 p) 一 
Wo), AA p(t) 为 以 下 形式 : 
. Ai, 0S SRL, | 


He) = romaa Ridge SR+1, 
O,12R+1, | 
显然 ， supp pcs, (R + D. 
因为 Stokes 公式 对 Lipschitz ‘RRL AR RL 


Ja pl x Agi = — | B, Eres) Vp- ve . 
= —2 |p cern PLO) elve 
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= |o, erno, cen P 
> (R—1) Vol (B,,(R * i)\B,(R — D). 
由 (1.4.3), 


fran pS in ja p= an [o æo P 


<a f; 1 = 2s Vol B,(R +1), 


E Rt 
但 显然 8,(1)C Bi(R 十 1)NB.,(R 一 1)， 内 而 
2a Vol BS(R+1) 
= (R — 1) Vol (B, íR + DNB (天 — 1)) 
> (R —1)VolB,(1), 
又 显然 BAR +1))DB AAR +1), 因此 
2a Vol B,(2(R + 1)) > (R — 1) Vol 8B,(1), 


— i 


Vol B, (HR +1)) > 全 一 Vol B,(1), 


EER, 

%. 具 非 负 Ricci 曲率 的 非 竖 完备 Riemann WEARER. 

注 1: (1.4.1) M (1.4.2) 写 在 一 起 为: 

CoR” > Vol B,(R) > C(n, Vol B,(1))R, 

当 Vol B {R} ~ R" ft, M 很 像 Euclid 空间 R*, R R" HAYS. 
而 VolB,(R)~R, MEUTRRE. AR PHBE 
Xt + Y= 1， 其 测 地 球 的 体积 界 于 4R > Vol BCR) 之 sR 之 
间 . | 

注 2 容易 想到 ,能 否 将 (1.4.2) 改进 为 

Vol B,(R) SCR, 

即 其 中 的 C 是 否 为 一 仅 与 # 有 关 的 常数 ? 一 般 而 言 ,这 是 个 对 的 ， 
Croke 曾 给 出 例子 ,表明 : 存在 完备 的 Riemann W, Ric > 0, 
但 inf VolB,(1) = 0, 


当 Ric(M) 2O 时 的 完备 Riemann 访 形 的 体积 无 限 性 是 由 


Calabi, $. T. Yau }EBAGU, SW, S. FT. Yau, Indiana, Math. 
Jour., Vol25, No. 7 (1976), 

对 于 具 非 负 截 曲率 的 完备 Riemann 旅 形 。 基 本 的 结构 定理 
是 Cheeger-Gromoll fa FREE Cay Cheeger 和 Ebin H45; 
BAE). 

定理 ， 设 M 是 具 非 名曲 率 的 完备 Riemann 流 形 , 则 M 的 基 
KE mM) 中 包含 一 有 限 正规 子 群 四 ,使 ma(M)/4 是 RRS 
dimM) ERKEN. 

对 于 Ricci 曲率 非 负 的 完备 Riemann MIE, 其 基本 群 的 结 
攀 尚 待 研究 。 主 要 的 问题 在 王 : 这 样 的 流 形 是 否 是 有 限 型 的 (fi- 
nite type)? BI M SEGRE T—TAR SI? miM) 是 否 有 限 生 
Cheeger-Gromoll 在 曲率 2 0 时 证 明 这 一 定理 的 方法 大 致 
如 下 : 在 M 上 取 射 线 >, 作 关 于 ?的 Busemann 函数 B,, 因为 
曲率 =O, 可 以 证 朋 B; 是 四 指 , 因 而 B= inf Br Æ, AR 


如 此 , 更 重要 的 是 证 明 8 还 是 逆 紧 的 (proper). (RE f:M oR 
是 逆 紧 的 , 指 对 R 的 任何 紧 集 ,其 逆 像 也 是 紧 的 )， 
在 Ric (M) > 0 的 情况 下 ,困难 在 于 难以 证 明 上 述 的 8 是 逆 
紧 的 。 因 此 , 对 Ric(M) 关 0。 基 本 的 问题 是 ， 进 一 步 了 解 函数 
五 ， 或 者 构造 一 个 较 好 的 穷 竟 且 上 调和 的 函数 。 换 名 话说 ,能 否 用 
一 串 紧 的 、 具 正 的 平 沟 起 率 的 超 井 面 来 穷竭 整个 M? 
在 这 一 方面 ,下 述 定理 对 解决 这 一 问题 或 许 有 所 帮助 。 . 
EHR 1.4.2， 设 M 是 完备 的 Riemann 流 形 ，Ric (M) > 一 
(k> 0), UM 上 存在 一 个 道 紧 的 COM) RT, 满足; | 
| Vil = C, f= Cw, [A < C 
其 中 C, Cis Ca Be) EP p=pls) = M 上 对 某国 定点 而 言 的 
EB. | ”i 
WW: AOL KIL: 
1° RE OEM， 对 0 而 言 的 距离 记 作 plx)， 以 0 为 中 心 、 
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DE a ee a.m ge auri a rs np a 


R 为 半径 的 测 地 球 记 作 BoR), 对 R> 1, 在 Bo RNB 
中 解 以 下 的 Dirichlet 问题 : 

Ahr (x) 一 4hn(x)、% HREM ERK, 

: R(x) fase = 0, (1.4.4) 

Ag€x)| 52,01 - l l 
RE CEER EEE, (1.4.4) BOE hrl) FETE» AK 
是 极 大 值 原理 ,因此 1 > Age) > 0, HAERRARSS AN 

hela) 用 为 常数 ,与 边界 条 件 不 合 。 即 
1 = helr) > 0, rE Bol R)\Bo(1). 

如 果 R> Ri, 而 x6 BCR), BW ae, — An, 在 Bol: Vn 
Bol) 上 ,满足 | 
Alg, 一 Ag, = AChR, -— has . 

(Ar, 一 Ae.) largu =, 

(Az, — Aa) laoo ™ A(x) > 0, 

FIR RAGE, Ar C) 一 Ae) > 0。 因 此 。 对 任何 固定 的 

x EM\Boll), (are) }e.. 是 一 单调 递增 和 的 有 界 序列 ,因而 
A(x) = lim hels) 


存在 ， 取 一 到 R;~> œ, 由 如 的 一 aR (0 hr <1), 
利用 糖 夺 方程 的 LL?- 舍 计 和 Schauder (ATF RT CL PHEW. BE 
Clm, i) 盖 0， 使 得 只 要 R >R +1 RA lärer <= 
Cim, i) 因此 ， 用 拙 取 对 骨 线 子 列 的 办 法 就 可 证 明 : 存在 子 列 
{het 在 M\Bot1) 的 每 个 有 春子 域 上 上 CG” Ur A AAA 
是 光滑 的 ， 并 在 M\Bol(1) 上 上 满足 A424, OS 4<1, UR 
#198Bol1) =], HEKERE, PLE M\Bol1) 内 有 0 AK 
l. 


2” FERH, A = olee, 
取 一 待定 常数 C> 0, Æ Bai R)\Bo(1) 中 应 用 Stokes 公 
式 ， 注意 Arlo 一 0, 有 


| . aiat FEET 
BoE gi 


+3 


Ok | 
~ ( peria) he -- 上 只 Vv et plz 'A h 
- Ëg i tir Af RS) ny R 
p e| Õhg 一 一 | cP“ hn . vp 
aBou) Or + Bg RNB gil) 


—_— | Pi ys | 
JEpt RAB, 


当 re dBo(l) 时 ， as 


= Ye Vr, BRR IT (1.3.19), 


[Vär] < Cr, sz, 2) [äri = Clin, Jk, 4), 
因此 上 式 中 右 端 第 一 项 是 有 界 量 。 由 Ahs fx， 得 


eC rte) fe, = | ot PP 


| BE (kneel) Fol REg 


<Cc+ec eH Tig lVe] - hr 


1 。 
~— | eem Thr i 
AG ENG AD | og 
因为 ivel 一 !1， 再 利用 不 等 式 24b 所 eq? 十 二 如 有 
CPL) 1 CPi] C n 
Ce?) TAg] < -一 2 P Ce|Vhe {4 4. H hi). 


Hee ff Sm, 出 3 os 


CADAR, 


| eee) £2 << € 十 C? | 
Bot RMB l 4 下 站 RAB) a 
Bi a 
Co 
人 
4 Bn RNA? 


& R= o, fF 


(2 — c^ { | elo BIC) at Č. 


4 fo. MS Epti) 


h(x) 在 M\Bo(1) 上 是 光滑 的 , LIAO SOAD ar aml. 
将 ACe) 光滑 地 拓展 到 整个 M, E he > 0， RP Aa 


e 24 


仍 记 为 4(*)， 适当 改变 Č, ove 
(2 一 E) | ech) << Č, 


”只 要 a>, 上 式 也 可 以 写作 


| eA Ce tO. (1.4.5) 
M 


4 plr) 充分 天 时 ,如 果 ve Be[1)， 风 由 三 角 不 等 式 
ety) = p(x) 7 I, 
HH (1.4.5), 有 
| č = |u á > p mi) ey) 


> ee Ay), 


Egil) 
因此 ， | 
e cate) (1.4.6) 


f Bi) < LC 
Vol ACI) Jan Os Vol 8.61) 


由 Aa 一 1h 的 梯度 估计 (1.3.19)。 有 
A | viogsl < CC, RD, 


所 以 ,只 要 da, yal, RA 


| log CY) 一 log hy) | < Cla, VER, A) 
由 世 , 得 
ACy) = CAs), 
其 中 C1 Ae ny Ry A, RERA (1.4.6), 得 
ACT 


et ences) me aa f 
Val B61) Vol #,{1)- 4. 
Cih Cæ} 
Vol B.(1) | 
= Ch lx). (1.4.7) 
现在 我 们 雪 引 用 命题 1.4.3, 其 证 明 放 在 本 节 的 末尾 . 
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命题 143, in Ric (M) > —å, WW VoliB (l) Be oo, 
其 中 Cy ALR kA n ERE. E 
利用 这 一 命题 ,由 (1.4.7), 有 PE 


O PEL Cla, SR, Le oP Vol BLYE i 


E <C(n, Jk, LJe ETE, 
下 此 ,只 要 一 开始 选择 待定 常数 C> C RARE 
re Č, 
4 

周 定 这 些 常 数 , 上 式 即 为 h(x) 一 OC eS), 

3° & fm — log 4, WS RARER CHR REA 
Al | | 

a) H Aget fe 一 log k > Ce, Him Loh S 


Bo (+), + ERES 


b) lvl = |v logh| < 常数 ,这 是 梯度 估计 (13.195 


c) 4 plz) > 1 时 ， apa — St + jvlog AP 一 — 1+ 


[vlog 4)? <= Rt. HH, 4 eG) <1 了 时, Aj BERK 
H. EIIE, - 
现在 我 们 给 出 定理 证 了 明 中 用 到 的 一 个 命题 : 
命题 1.4.4, 752% Riemann Hie M, G Ric(M) > 一心 ， 
则 存在 常数 CCA n, k, Vol BaO) A), tE 
Vol BCL) 六 ec) 
其 中 p(x) M 上 对 某 一 固定 点 x 而 言 的 距离 . 
WH: FER ce M. CAMs 计算 的 距离 函数 为 
aly) = d(x, Y), | 
把 以 z 为 中 心 、 = 为 半径 的 测 地 球 记 作 Fe). 首先 说 明 ， 当 
Le VR 时 ， | 
2 
re"? Vol BC) (1.4.8) 
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是 = 的 递 降 函数 ， 
出 (1.1.8) 和 (1.1.12)。 当 Ric(M) > 一 全 时 ,在 分 布 意义 下 


有 
Ad Sint ka (1.4.9) 
因此 ,对 Yt > 0, A 
| Avs \ aa + Vk fan 7» (1.4.10) 
而 


Brtrt 


aB,in OF 


{EER Co-Area 公式 
Vol (BA) = Sort | . (1.4.11) 
F gm; 


(1.4.10) Gog i A Ma pA 
| 27 = 22 Vol B,C), 
Beith 


Ji jk Vol BOO. 


Bale 


如 果 令 VCO) 一 Vol Bt), Wj 1.4.10) 成 为 


av Naa 
: (nt > : ) (4.12) 


但 易于 验证 ， £ EVU <0 的 充 要 条 件 是 
oV cay + coy, (1.4.13) 
az 
比较 (1.4.13) 5 (1.4.12), 可 见 ; 只 要 C > YE , 即 有 
re OV O1B A) 
wun sme CVA, PRs Se 
e © Vol B1) S et Vol BLA), 
取 medix) tl=—e@) +1, W 
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a Ms Mae rita ee gb. ae ewe ieee aae o n r 


e“E Vol BL(1) > (lpt ++ | ye COTY Vol Bl plr) +1). 
但 明显 有 3B。 (DCB-(eCz) +1). Rif | 
Vol B,(1) = (p(s) + Lytee Vol BLO) 
= e Cela) ， 


th Ok, n, Vol Ba) AHHH. TEL 
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第 二 章 ” 负 曲率 流 形 上 的 调和 函数 


关于 完备 Riemann 流 形 上 调和 了 困 数 论 的 研究 ,一 方面 对 一 些 
经 典 的 情况 (单位 阁 、R" bHAARC 中 的 有 界 对 称 域 ) 已 经 有 
了 众多 的 丰富 的 成 果 ( 例如 , 关于 单位 圆 的 Herglotz Wik, R” 中 
有 界 域 上 调和 函数 的 Marnin 表示 , AA RRR Hua, 
Fiirsteuberg 理论 等 )。 另 一 方面 ,对 于 一 般 的 完备 Riemann HH 
上 的 调和 函数 的 研究 只 是 近年 来 才 有 了 较 大 的 进展 ， 对 于 不 加 曲 
率 条 件 的 一 般 的 完备 Riemann MÉ, 8. T. Yau 证 明 , 不 存在 属 
F LeU <p) WAAR. HT P= +o, MAA 
函数 更 存在 性 M EI HR A H. 5. T. Yau 证 明 、 对 
ELAR (A Ricci 曲率 的 完备 . Riemann ME, PEETRE RA 
调和 函数 {第 一 章 $3, 系 1,3.1), 虽然 人 们 早 就 猜测 当 完 备 流 形 
的 曲率 Ky 满足 :一 中 过 Ky 之 一 下 之 0 时 ,应 该 存在 有 寞 的 
调和 函数 、 但 这 一 事实 直到 最 近 才 由 Anderson 及 Sullivan 加 以 
TEX. ARERR. mR SH Riemann HVA 天 w， 一 上 S 
Kya -@@<0, BAM 可 以 通过 赋 加 一 “无限 远 边 界 (sphere 
at infinity) S(oo) 而 紧 致 化 ， 对 于 带 边界 的 流 形 M=M USO), 
满足 预先 给 定 的 连续 边界 值 ( 在 S(oo) 上 给 定 ) 的 调和 函数 的 
Dirichlet 问题 可 解 。 本 章 第 一 节 将 对 这 一 事实 给 出 一 个 简单 的 证 
AA. 

这 单位 加 (其 Poincare 度量 的 曲率 三 一 1) OAR ie 和 
Martin SF ARAMA BARE, 在 负 曲 率 流 形 
上 可 以 通过 Green 函数 的 边界 性 状 定义 Martin WA A Pois- 
son $. IE Anderson 和 R. Schoen 的 工作 中 对 此 进行 了 详尽 的 
和 研究， 证 明了 好 的 几何 边界 Slo) 和 Martin WR 之 间 可 以 
建立 一 个 自然 的 同 胚 以 及 通过 用 Poisson 核 表 示 调 和 函数 的 Ma- 
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rtin 表示 公式 。 这 些 构 成 本 章 以 后 几 节 的 内 容 。 本 章 的 主要 参考 
文献 是 ，M，Andersom and R. Schoen, Positive harmonic func- 


tions on complete manifolds of negative curvature, 


$ 1 几何 边界 SC) 及 Dirichlet 问题 的 可 解 性 


本 节 始 终 假 定好 是 单 连通 .完备 的 = 维 的 Riemann Fi, 其 
截 曲率 满足 oi Ky Sa, 以 一 所 和 —ae? 为 常 曲 率 的 ( 单 
连通 ) 人 等 闻 形 式 记 作 AC — 6?) 和 ALa). 根据 Cartan-Hadamard 
定理 ;对 对 的 任何 一 点 P, epp TiM 一 M WER ae, BM 
Roa RR, 并 且 从 请 的 任 一 方向 出 发 都 决定 一 测 地 射线 . 沿 
荐 这 些 射 线 的 距离 及 射线 间 的 夹 角 与 空间 消 式 中 相应 射线 的 上 距离 
及 炎 角 之 间 的 比较 。 由 经 典 的 Rauch-Topologov 比较 定理 给 出 . 
具体 却说 : 

Rauch 比较 定理 ， 如 果 — b =< Ky <x 一， 任职 一 点 OE 
M, M 上 相对 O PFE RIC p, M 

(a coth (ap))(g — dpQ@dp) < D'p 
= dcoth(bp)(g — dp@dp), (2.1.1) 
其 中 8 RANMAY Riemann EF KE. . 
| Topologoy 比较 定理 . 设 —2'< Ky = —a’, E H(— 2’), 
M, He) P43 We BAA B'C’CR(— 2), AABCC 
M, QA “B'C"CH(—#), Ee A'B = AB = A"B", 
BC’ = BC = BC, CA = CA = C'A", 


my . 
LA a ZAK LAA", (2.1.2) 
类 做 地 ,如果 
A'B = AB = A”B”, AC = AC = A"C”, 
LA mm A m LA”, 
则 


BC’ > BC È B"C", (2.1.3) 
TE Zw HAR dS Ue Bg TRA I A, 
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See rr ` 


为 了 给 出 精确 的 估计 ， 我 们 需 计 算 常 负 曲 率 空间 形式 中 的 边 
HRA. 

考 虐 标准 的 曲率 为 常数 一 1 的 空间 单位 圆 D: {zs€ Cllsl 一 
l} EEE Poincare MH 

ie 4\dz\? 
(1 — lp 

由 此 度 最 计算 的 21, 2 € D 的 双 曲 工 离 记 作 p(s,, a). FEA 
$ jz) =r <1, H 


t 
e(0, 2) -| 二 二 一 iog at, (2.1.4) 


双 曲 变换 ste ASF tee r BH 0, ere? wey ED 


1 一 L— ret” 
Fa T AY Hh BB eg ZEON NR BE ARE Bl 
er, rei?) = of 人 , 7E? —1 ) 


1 — re 


+ Trae | 
rE 
= 一 "< (2.1.5) 


je 
! 


l— re ri. 


id plrs re) = s, D 


er De 
I 一 re? ce 十 | 
E; 
sh -5 $ 
ET tanh — a l (2.1.6) 
$ 2 
ch —- 
2 


类 做 好 ,在 《2.1.4) 中 如 记 o = (0, r), Al 


fT == 


将 (2.1.6) 变形 为 


2r? 一 2?r'cosd ( 5 y 
= tank 一 上， 
l + r* — 2r’ cos 2: 


g 
e — 1 == tanh 2. 
e+] 2 
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$ 
(1 _. ety? i — tanh? EJ 


par 一 -一 aaa! U L ee i. 


Gib rt treosd + anp E 
2 
= 
chs” 
H reant 得 ptm D, ppt A ER, 
2 ch? Z ch Z 
2 
得 
cos Osh? g =a ch? ¢ — chs. (2.1.7) 


(2.1.7) 就 是 D—H(-1) PRB A AK o RAR K 
顶 角 日 之 间 的 关系 式 。 | 

it CUBA SR RR .在 空间 形式 ACs") 中 的 三 
BBRWAKRA: 对 于 Ao) 中 的 测 地 三 角形 SABC, HR 
记 d(A, B) =r, dA, C) =o, BC 一 而 9 一 一 4 刚 
有 . 
cos) shar sheo = char ch sa — chas, (2.1.8) 
于 是 ,根据 Rauch-Topologov 比较 定理 ,我 们 可 有 以 下 命题 : 

命题 2.1。 设 M 是 单 连通 、 完 备 的 Riemann Ft, KAR 
Ku 满足 ESK <0, SFM PNM AB AABC, 
PURI el 4, B} =r, pA, C)—a, p(B, C) s, LAO, 
则 


chas 


cos@ => coth er coth aa 一 —— > (2,1,9) 
. . sharshao 
cos 8 < coth dr coth ba Pes > (2.1.19) 
shérshé g | 


命题 22， 设 M 为 单 连 通 、 完备 曲率 Kw 满足 一 所 在 Ke 
一 rr 之 0 RE, O, t a 为 对 中 三 点 ， 设 + 于 p (0, x)= 
PCO , m). EB O E rn HAR ro EOZ n RWA Ya rM 
Yi 在 点 的 夹 角 为 98, 刚 当 + 充分 大 ,8 适当 小 时 ,有 
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žr 十 2 Cin 8 — 1) << pla, x2) 
ag 


<2r +2 (ind + 1). (2.141) 


E K: E (2.1.9) 中 令 e= r, s = plx, ta}; 刚 有 
cos@ sh ar > ch ar — ch as, 
chas — 1 = sh’ ar (1 — cop), 


ash’ S > sh? ar + 2(1 — cos}, (2.1.42) ` 


ER e, 满足 1<。 < 二， 则 易 知 
2e7(1 一 cos?) 之 外 当日 充分 小 时 ， 
co 一 Se", Mee 充分 大 时 . 
后 一 式 即 sh ar 六 ce™', .因此 
sh? ar 2(1 — cos0) = 5k ar + 2e(1 — cos) 
> eg. 
GRY (2.1.12) 成 为 


tsh SE > ores, 


21n (e? 一 = 2(ar — 1) + 2inð. 
所 以 
as > lar 十 zinB- 一 3 


sI 2r + Z (nb — 1), 
a ' 


(2.1.11) 的 左 端 得 证 , 同 理 应 用 (2.1.10) 可 得 右 端 的 估计 . 

有 了 以 上 的 准备 ,现在 就 可 以 来 定义 负 昌 率 流 形 的 几何 边界 
一 一 "无限 远 球面 ”5(50). 

cM: 设 对 EAH. ENA SHE. 由 Cartan-Hada- 
mard EA, 有 从 流 形 上 任 一 点 出 发 的 切 向 量 都 唯一 地 定义 了 一 条 
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测 地 射线 r. PRU RTE vi M r RAAI, iY WE 
PEY, rO) S HR, We SO, 
SEM: MAER RE S0), TEMA 
S(oo) 一 测 地 射线 的 集合 / ~. 
如 果 了 同一 点 作为 测 地 射线 的 始点 ，ri(0) = 720), W ra 
7; 当 且 仪 当 7, 一 7;， 这 是 因为 由 (2.1.11)， 


2 十 三 (in8 一 1) 志 常数, 
a 


= “一 co ft, 一 0. 因此， 从 几何 上 说 ，S{o0) 一 由 一 点 出 发 
的 全 体 测 地 射线 二 ToM 中 的 单位 球面 So. oe 
ER OEM, vE ToM, EXEL Y Ao. AR Ae A 
Colv, &) 如 下 : 
Cole, 8) = {x€E M] Zlo, Tar) <}, (2.1.13) 
其 中 (r, Ta) 是 v 和 连结 0 与 * HHS RH. 又 以 
Bo(R) 记 以 0 为 中 心 ,RR 为 半径 的 测 地 球 ,我 们 称 
Tole, 8, R) = Cole, ABCR) (2.1.14) 
ARE MWE z 
{Tolv, 8, R); Blr} qE M} (2.1.15) 
给 出 了 M= MUSC) 的 锥 托 扑 的 一 个 拓扑 基 。 Skee 
了 好 的 一 个 紧 化 。 
$u 23. DREAD SC) 的 拓扑 结构 是 Ce 的 ,这 里 一 
ajk, ' : 
证 明 : 设 na,ne M EEM so) WARAH A FEI 
NBME, Ss = S(O) = Sy 其 中 SG =l, 2) 是 ToM 中 
的 单位 球面 。 设 ws ye Se ，8 一 Zlo, w) MRO, 7) 
是 以 2.0 为 始点 方向 的 射线 * 则 由 【2.1.1t)。 当 上 充分 大 时。 有 


ol Ae), Tult)) 二 到 十 Z notn, 
如 果 令 6: 记 FG), ods) 对 a MERMA Mh CLL), & 
+ 充分 大 时 ,有 | : 
42s 


| t Un, — 1) < plr,@), Taa) 一 各 十 常数 ， 


Tih is RF a, a. A., 
<< C0”, (2.1.16) 
& t+ co, HAM THR S, 一 3(co) 一 3 E CR 
r= rl, 

现在 我 们 转向 上 调和 陆 数 的 讨论 ， 报 据 前 一 章 由 梯度 估计 
导出 的 Harnack 不 等 式 (1.3.18), HAUR u, 是 对 上 的 调和 了 部 
APS HA (ee eK, WM {ws} 中 有 一 光 谓 收 毅 的 子 序 列 ,， 其 
极限 仍 是 M 上 的 有 界 调和 永 数 ,这 一 事实 今后 将 称 之 为 Harnack 
原则 . . 

另外 。 如 果 区 域 8CCM，x 是 口中 的 调和 函数 ， 并 且 we 
C2), WTR AGRE, supu = supu, BAERE. 这 一 极 
大 值 原理 对 OCM = M US) 仍然 成 立 。 

下 面 是 本 节 的 主要 结果 , 它 给 由 了 调和 方程 Dirichlet 问题 的 
可 解 性 。 l 

定理 21, 设 对 是 单 连通 .” 维 .完备 的 Rieman 流 形 ,曲率 
Ky 满足 : b < Ky —a <0, EA pe Ca(S(oo))。 则 存在 
唯一 的 请 和 函数 se C™CM IN CM), 使 elso = p. 

WER, ima OC M, FER Soo) 和 ToM 中 的 单位 球 
H 5o(1) = SS SRR. AY 8.01) 上 任何 棕 续 函数 可 用 光 
PARAE., TRAE RIE: 如 果 调 和 疙 数列 fe, € 
Co(M)N CMY) Æ Sco) LBA, M s REM E 
致 收效 到 调和 函数 ,因此 无 妒 假定 pe CSU). 
ADA Ky <—a', MGR exp, F MUSA, 记 iC, 
AleeS = LS} oo RERNE, WP aS E p= 
p(@), 9E SCI). Ro Rr RA MMO, BS 

pir, 0) = pU), Vr > 0, 

PRB ARTIS p, RiP MMO LAA Ate ee .…， 
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Ra 


引进 记号 ose YP 一 SP lpo) = ee) | Bem P FE BRR 
B.C) ERRER 


合理 的 证 明 分 以 下 儿 步 : 
AP osc 一 Ole), 其 中 ole) AAAI OMI AE 


数 。 
根据 的 定义 , 当 ye BLO) 时 ， 
lP — p) = let) 一 (9 < cle’ — 01, 
其 中 人 8。9 分 别 是 y 和 zx 测 地 球面 坐标 。 由 命题 2.2 可 得 


2e( + = Un (8 一 9) —1) < ply) <1, 


HA + 
le —O) Ce **™, 
RA CMRF a, 因此， 
ose gp Ce Pr (2.1.17) 


fc 


其 中 c 是 仅 依 赖 于 zs 四 的 常数 。 
2° OOF PRET EME, pos, 使 AG = Ole H+), 取 
XE CoR), lex >t, suppX%c(—i,1j, 


Ea 
ğa) = (x Xle ee) PCy) dy 
fee 
则 有 ; 
IEG) — Pla) = fam Xo) Cp — 96D oy 
Beta) Xt{pily) dy 

S SUP, ply) — pl) | 

= ot) ge — Oe"), (2.1.18) 
同时 


AG) 一 人 一 Le ae 


Xe) Wp? 一 Plr) dyi x. 
x jay 


(2.1.19) 

t At e o -~ Du - De — wAg 
a(g) Arem emnes 
+ 24 | Dol’, 

F 
此 处 u = XUE), v= |, XxX(pyCx))dy， 具 体 计算 CFH e 
E pylx))、 得 | | 

Vue = X'Cp") oP 

Au = 4PX UDV pl + 2X'C2) | Tel? + 20%’ Cp) Ap. 
me Ky > —h, WHR 112, 4 emo, <1 RY, AS 
常数 ， 至 于 Vu, Au 中 的 其 它 各 项 ; 当 <1 时 。 无 一 不 是 有 限 


的 。 同 理 对 ve, Ao ook, BH. PRR Ree 
《1.1.21) 式 ), 当 Ky SO 时，YolB,.(1) > 常数， 因此 


va) = | ZODA = | CG) Day 
> WM, VoB, (2) 之 常数 


总 结 以 上 所 述 。| 全 ( 芋 】】 有 界 , 代 人 (2.1.19), 即 得 


Lapel <= WH - ose p = Ge"), 《2120) 
3° 考虑 C™(M) 函数 game, AS, | 
AE 一 全 ee 和 AP 十 Fe PH! Tajn (2.1.21) 


WÄ Kys 一 于 时 ,由 比较 定理 ， 
Ap = (an — l)a cothap 
= {n — lja = C, > 0, 


-> 45 + 


C EHS n,a 有 关 的 正常 数 。 因 此 ,由 (2.1.21)， 
A Ee AE Vpl? — 8C < 0, (2.1.22) 
只 要 8 充分 小 。 
o 因为 AG = olt), 只 要 8 充分 小 ， H (2.1.22), 我 们 可 
以 找到 常数 C ,使 四 
ACC g) slag], 
Ml AlE Ce) E00, APE CR) IO | 
根据 经 典 调 和 消 数 论 的 Perron HR, p+ Cg 和 单一 Ce 
可 以 作为 保证 庙 和 消 数 存在 的 闸 (barrier) PER. BU AEE RAR u, 
E As = 0， 而 P= Ceu Cg. th « 满足 边界 条 件 ,这 
是 因为 ， 
le — glx) = |a — ë+ opik) 
Ss Cg) + lO el) 
en ot =Æ Ce te) + OC et?) 
—= 0 (H ele) - 00. AT). 
TLE (2.1.18), 定理 证 完 . 


52 Harnack 不 等 式 与 Poisson E: 


设 寻 是 单 连 通 、 完 备 的 ” 维 Riemann WE, — < Ky S — 
<0. MERA OC M， 相 对 口 的 距离 范 数 记 作 p(x)。 因为 
M EAEE, p) Æ M ERRAN., ALDH RIJE 
经 网 到 

一 e KADRE | Vel! _. Ap); 
由 G2.1.22) MK a, Ac 8 <0, SKEDA, H 
比较 定理 (CL.I. 8) A)» 


f 


Ap <x." fa + be) 


< 一 max (ApG), (6 + Dr — I}. 
.- Bal 1) 


因此 Ac Ke) > 0。 总 之 ,只 要 8 充分 小 ，e-eptp 与 e TE g 


re dG oo 


为 村 上 的 整体 上 调和 (super harmonic) ak SRA (subhar. 

monic) 函数 ,因而 、 M 是 双 曲 流 形 ， ald 它 具有 整体 定义 的 Gregn 

ek Clr, y) ( 见 本 章 附 录 定 理 A.1), 满足 : a 
1° Gla, y) = GO). 49 EEH, AGC, y) = 05 


Vx Ay, 
79 G(x, ¥) = D. _] ni - 
3° att 3 Rees Ps 
py "Cx), n 2, 

; Glix, y) ~ log 1 n=2, n wey Bho 
性 意 园 定 y， & ai E LOT at 

ah G(x, ye dey = Cis ae G(x, yet = Ca, 
TE (i) at 


Wr ECR ) 调 和 RARR EA, ,得 


Cae f Jea < Gir, y) : 


Ce, Vx E MABO). . 、 
Am. 49 BER, Clr, 7 一 0【《 当 mk 一 2 时 )。 这样， 
G(x, y) 就 可 以 连续 拓展 到 Myt Girs y)lso = 0， 

”固定 基点 OEM. AE ye M, yO, HR 
h, (2) = = E, (2.2.1) 

0,y) 

CE PMERMBM, 4,00) —1, RAED y。 我 们 可 
以 称 之 为 在 基点 局 规格 化 的 正 调 和 函数 ， 如 果 我 们 有 一 族 在 点 
规格 化 的 正 调和 函数 {4,00}, BRR y Fe OM 一 S(00). 
RIJA AAEE A — Re A BBR TOJ 收 化 到 MM 上 一 个 焉 
TARE, ETE SCONE LSA Ss. BUCA LAH Possion 
核 的 存在 与 Marin 边界 的 概念 。 而 要 证 忆 这 一 点 :关键 是 要 证 明 
{hy,Ge)} 在 Slo) E) PME AM — TF BRE 1,14), 
Sco) 中 点 的 邻 域 即 为 截 锥 ) 是 一 致 有 办 的。 保证 这 一 点 的 是 下 
AMIDA Harnack 型 的 定理 。 这 两 个 定理 是 下 文 讨 论 的 基本 
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工具 ,但 它们 的 证 明 相 对 兄长 ,技术 性 较 强 、 我 们 的 写法 是 先 引述 
并 应 用 这 两 个 定理 以 展开 一 般 的 理论 。 而 将 它们 的 证 明 则 让 在 本 
章 的 $4, 

. BESA OEM. LAW VESTM 为 中 心 
向 最 、 角 宽 为 的 锥 Co(7 ,6)( 定 义 亚 (2.1.13)) 简 记 为 Cla), 
截 锥 Tol, 6, R) CENA (2.1.14)) 简 记 为 TO, RPEN. 
T(8, R) 是 VE $o(1) = Soo) 的 一 个 邻 域 ,又 记 

O' 一 expor), 
TERE TO, 1) 的 “顶点 ”。 
定理 2， 如 果 是 定义 在 C/H 上 的 正 调和 前 数 ， 它 在 
Cj NSC 上 连续 地 变 到 零 , 则 有 个 计 、 
sup AEE Ce PNA O (2.2.2) 


xe HED "L} 


其 中 0' 一 exp,V 是 (全 ， 1) 的 顶点 ， 而 Cs C 为 仅 依 束 于 


n,a, 5 的 常数 。 | 

O RERI, W w,v BESIER C (</4) LEER 
续 到 OCla/4), HE CHNS) bE Oe, WRT 
有 . 


aulo”) ule). #( O’) 
i KM LD cs (0°) | (2.2.3) 
Vré T(e/8,1), O' = expo(V), 其 中 C WRF n,a, bi 
我 们 将 首先 应 用 这 两 个 定理 证 明 Poisson 核 的 存在 性 、 唯 一 
性 及 研究 它 的 性 质 。 而 它们 的 证 明 则 放 在 本 章 的 第 四 节 。 
” EX., M 上 的 调和 函数 PCr) RA EE S(O) 的 在 0 点 规 
格 化 的 Poisson HAA, WE EWE: 

1° Pilx) > 0, Vee M, 

2° PO} =l, (2.2.4) 
° Pik) € CANLE HA Peke) | scoe = D, 


" 48 o 


Ly 


È 


S 2.4, WHE £€ S(oo), Poisson 核 函数 存在 。 
EH: 1) 如 果 {wx} EEU Ooa Clef) 中 的 
TEVA BF ag | ceansioy = 0 及 laO 反常 数 ,那么 
根据 定理 2.2, (ug) 将 在 T(x/18;,1) 中 一 至 有 界 。 于 是 由 Harnack 
REJ., {u 中 存在 一 串 收 敏 子 序列 fae}, BE Tlx/8,1) 中 . 
内 闭 一 致 收 伍 到 调和 国 数 © CHC T (a/ 8, 1) NOT (a/ 8,10 
Slo), s 仍 是 正 的 《这 由 极 大 值 原理 可 知 ), 而且 lss 
ke oer 因而 uleran = 0. 

2) 任 取 FE S(co), RIERA {eg} 满足 ak 的 一 [1 
并 且 对 任何 不 组 成 AB RAO SE C(x/4) CAD FECGR/4)/N 
S(co)), MBA: 当 疱 充分 大 时 , wx carn se = 9, BA 1r) 将 
满足 1) 的 条 任 , 这 是 因为 根据 正 调和 西数 的 Harmack 不 等 式 { 只 
S Ricci 曲率 有 下 界 即 成 立 )(1.3.17) 有 la,(0)| < 常数 。 由 
1)， 这 将 意 昧 对 任何 a œE, nE S(co), BA al) = 0, Ait. 
7S PARA BERK * 正 是 在 二 点 的 Poisson ARL 

3) 对 于 满足 2) 的 条 件 的 正 调和 函数 列 ， 我 们 可 以 举 出 以 下 
两 类 例子 : 

fli: 如 (2.2.1) 所 未 , 取 M 的 Green BK Gls, y), WR 
ya >EE slæ), 那么 


hy Go) = oon 
将 满足 条 件 2), 因此 
P(x) = lim Ay) 
. Gtx, 
ee GO ae 2.2.7) 
给 出 Poisson De, 
fl 2: 根据 本 章 $1 的 Diriche 问题 的 可 解 性 、 它 自然 导致 
VARIES ETE. MHE reM 的 调和 调度 o, Æ Slo) 上 
的 唯一 的 正 Borel 测度 ,满足 
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ee ee ee i hi i a O e EAE s e Te o eto . 


CHG) = | Odelo), 
Yje cis), (2.2.6) 
其 中 Af 是 边 值 为 了 的 唯一 的 调和 函数 ， 
由 此 推出 , 由 于 任何 确定 的 Borel FR E, WMR te ARE 
的 特征 函数 , 风 


wel) = | xa(9)dor(9) (2.2.7) 


BIC Xe 为 边 值 的 唯一 的 正 调 和 函数 。 

FER EE S(co)， 设 它 在 So(1) < ToM 中 的 对 应 向 量 为 V. 
WEE 8,0, $ Am CoV, 8) NSC), M A; Æ Slo) E 
以 3 AS er ag SB BD ATA NA = if}, AEH, 

wa) = a G28) 
给 册 了 满足 条 件 2) 的 另 一 例子 ， 

为 了 证 明 Poisson 核 的 唯一 性 及 它 对 5 的 Lipschitz 连续 性 ， 
我 们 需要 下 面 的 引 理 。 

引 理 25, 设 对 的 曲率 Ky 满足 P< Ky<—a, 7 是 由 
o€ M BRR- RWE., per, Hr ADLA, rhb. 
宽 为 的 锥 记 作 Cs(8)， 则 存在 常数 了 > 0， 仅 依赖 于 n,a, b, 
使 v So, 


Aeree CrutT) (= 4 ) C Crn ( A ) (2.2.9) 


证明: AT RAH. A,B, Ce 我 们 以 4B, AC 
DIERA HHRMA BRC RRA ER A OC AB, AC) 则 表示 
射线 AB 和 AC EARRA, 


Z m=O), ner AT), 任 取 pe ac, (*), W 


Plr, nP) = > x, 


* SÜ» 


eed PA A r. H a m aja i Ly MR H, r o a 


3 引 理 归结 为 机 证 当 工 充分 大 时 ， 
-一 区 æ 
50 me) <=, VPE AC, (=). (2.2.10) 
id p(x, re) = Y, plra, P) =s, plru”) == f, O(xoP , rofl) 一 日 。 


则 由 比较 定理 (2.1,9), 有 


cos@ = cather cothas 一 chas | (2.2.11) 
sh ar shas 


在 a 中 ;因为 BCxizos xP) = Š Fs 根据 驱 曲 几 柯 中 大 边 对 
Kfs sr, smo, RU, 


chea chao chas | 1 
sh ar s has ches shes shar 


<=. coth ass ——-, 


M4 r ->00 ft, shar — oo, coth as —> 1, coth ar 1, (02.211) & 
边 前 项 > l, BA 0, Ain ar, ERR vr ST, A 


cos O>> cos T= = m 
SIA 2.6, 记号 商 引 理 25, wo 二 YN «1 —7Gt+T), 
pe BC。 (三 )， 则 当 工 高 分 大 时 , 存在 常数 C> 0, 使 


max Olxox,, mP } eT (2.2.12) 


PEGG, Casi 
证 明 : 在 Arap h, (EO = Olr YP ), © = O(Px, , Pro) 
而 ERA xÈ) = A mT * pl £as ?) == Fy alto, #1) =i, 


p(t, P) =g, | 
RY LE Be RE (2.1.10), 
cosd a BAT chés — chbe 


2.2.13 
sh pT sh ès ” t ) 


» 4S} + 


Pa FE i Hh RTE ere zP) = om, BEL œ << š Pitt 
较 定 理 (2.1.10), 


h ża ch bs — ché 
<x ch! ach és — e T 


sh 4s sh ba 


V2 shosshbo o han — chor 


2 ch és . ch ds 


LARA (2.2.13), 得 
cos sh èT sh és se ch AT ch bs — ch do 


ch iT V2 shdssh éo 


hoT chés — 
Se mes ch bs 2 chès 


shids _ V2 sh ös sh bo 


= th éT 
ch ds 2 ch és 
g<ch > - tanh bs 
8 


_V2shi 1 
2 chés shbT 
AA sm oms—T, 4 TIHE, so it» 
sh èg 
— 1, 
sh és 


令 Oe m= lim O, (2,2,14) 为 


(2.2.14) 


1 -< cos fa 


oohbT — Y2 1 
2 sh JT 
] p 2 eT -bT 
] — -27 J (1 — e*ry* 


BE% TRAKK B Go ee OT, YELM, 


+ 52> 


T | LE mO A E 


BA27, ECRLLOXMAN—TE, 2.2 BATE CHE 
多 的 正 调 和 函数 ,并且 al eens 一 viensen 一 0， 则 = ACL C38 


续 池 拓展 到 CN S(co) WAR, HP oe RRF 2, 2, b, 


证 明 : EM Qe CNSO (Bl ENSCO) 内 部 ), 以 o= 
ti 这 测 地 射线 OO, WH OCAMEH, Be> 0, & Clac, 


根据 引 理 2.5, 37 > 0, (E 


Conan 28) CART ICI), Wk ™ 0, 1, PEREP 


(2.2.15) 


记 Ci = CounlS), 则 et BRAM — Re gan) O 的 开 邻 域 。 


并 且 (hoa {0}. 
& 
im inf =, 


a «OF 


二 
ra nn sup — s 
eg F 


则 在 c,h > Py = = = Pis 


根据 定理 2.3, (2.2.3), 存 在 常数 C > 0， 使 (只 要 了 取得 足 


a XB Fy Hk Bl) 


Pip = Ci Pins Wi — Ü, l= 


令 
Ni HW" Pit, 
由 (2.2.16), BK > 0, KNIKT n,a, b, 使 
| sup “! « K inf 和 


it V - Cr。 区 


Bp 


(Bis — p & Kl pis. 一 P 


Bum Ge 一 zx 同样 可 得 


CG. Gin) S Kp, 一 Pit). 


家 


(2.2.16) 
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ia, 一 p; 一 Pi = sup ~ E 一 if 二 


“al 
ma me ). 
将 上 列 两 不 等 式 相 加 ,得 
w 二 it Se KC, — win torn 
= K— i io, == Edis 
K+ 1 
E = K— i <” . 
E+ i 


因此 ， (0; = Eta, 此 即 


= HS sup (=), (2.2.17) 


其 中 Cim — loge > 0, 以 6 记 Bc, 对 0 所 张 的 最 大 角度 , 则 由 
引 理 2.6， 当 1 充分 大 时 ， 
日 mee RT, 


in 8, i seth EENM 由 (22. 17), 


oss AG *\< = „Ening, ap) 


< 67 sup(~), 
fo 型 


即 —i < 


Cs a | . 

其 中 == T 为 正常 数 , 由 定理 2.35 sup (*) 为 有 界 最 ， 因此 
BY | 

7 o) 一 5 0| <BR OH, Yyy EC (2.2.18) 


* 34 * 


njo 的 有 界 睡 月 因 上 上 式 就 保证 了 当 m ye Ci y, 0E S(00) 
Ht. +) AG) 有 相同 的 极限 。 我 们 不 妨 定义 : 当 
QE SLO) 


g 


时 。 pe 
= 9) = lim “ (o(1)), (2.2.19) 

= 为 连结 TO 的 测 地 射线 。 根 据 这 个 定义 ，(2.2.18) 就 给 出; 

WES, FE (EN S(O), 

O [EOSS OLER EE. 2.220) 

AEE. | 
He. 以 P(e, E) 记 在 EE S(oo) 上 的 Poisson KAR lll 

* 固定 时 ,有 


P(x, E) — P(x, E) < Cale, EY, (2.2.21) 
证 明 : 取 
im EED 
P(x, E) lim GO (2.2.22) 


当 * Moe, Ate yk, $ a= Gir, y), » => G(0,y)， 
SFA Eik ae ee ay, 

严格 说 来 , (2.2.21) 的 证 要 必须 在 证 明 Poisson 核 的 唯一 性 
以 后 才 完整 ,现在 我 们 就 采 给 出 表明 唯一 性 的 命题 . 

命题 2.8. 对 任何 fe Soco)。 只 存在 唯一 的 在 其 点 口 规 烙 化 
的 Poisson epee, | 

证 明 ; 设 7, & ORTE FES) 的 Poisson HAR. 控 
EX, CIME; ÆM LXER. 100) = g0) = 1, 


有 stoner ™ Ft sconces “= 0, 


记 off) 为 由 0 到 Fe S(t) Pala, EERE eR 
Å. & 2, = g(t) = 0, n= gT), "4 za = (kT), BETE 
Titi. AUT) 为 中 心 线 a) 6 的 锥 记 作 Ca), M hg 
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25, 只 要 工 充分 大 ,可 使 | | 
Cu. (Z) ECAE) toe o (8223) 
RX f, g 在 S(O) 上 只 有 唯一 的 非 零点 ,而 § 显然 不 在 
EGR 
上 ,因而 f,g 在 C ci 人 Jest) bE (i 一 1， n De 
在 ane ) 中 引用 定理 23， 则 至 少 在 Cy (=) 中 有 


sup I) ~ ¢ MO ac, 2.2.24 
rg) g(x) g(O) ‘ : , 
ER CHART k RR. | 
ene (Lew a (2.2.17), 1Ẹ 


osc (+ =, et! sin, i „El 
SiS ety) el 
< ce (2.2.25) 


FEIN UC Cy, (=) suet bot A 
P(E)< ce 


b> ko, 得 ose £ =0, ÆU b. 1 二 8。 由 调和 函数 的 唯一 
性 定理 ,在 整个 M 上 了 = 8。 TE, 


§3. Martin 边界 与 Martin 积分 表示 


本 节 我 们 将 引进 Martin 边界 的 概念 ,并 证 明 对 的 Martin 过 
界 和 前 面 讨论 的 几何 迪夫 SC) 可 以 建立 一 个 己 然 的 同 肥 Cho- 
meomorphism) H Eii Poisson PBN AMAR Martin 积 
分 公式 . 
设 M 仍 是 单 连通 \ 完 备 、# 维 的 Riemann 流 形 。 REX Ku ik 
* 55. 


是 PAK S 一 有。 国定 原点 OEM, DY Gig yx) RM IN 
Green AŽ, M 


— Glr, y) 
A, Cx} Go (2.3.1) 


为 在 口上 正 帘 化 的 、 以 > 为 唯一 极点 的 Grecn BRR, 如 果 点 集 
fy} FEM PRE. PAH EH 2.2, {4,003} E M AAA 
致 有 界 、 根据 Harnack EM, hye) } RAE MARB 
的 子 序列 ,其 极限 是 M 上 的 正 调和 函数 . 

点 列 {ys} PROG M 中 的 基本 施 列 ,如 果 相 应 的 晒 数 序列 {4,,} 
EM 上 收 伍 到 一 正 调 和 函数 ， 设 了 一 {yi} 是 一 基本 序列 ,其 相 
Id JPR IE VAD Be i PE E 两 个 基本 序列 Y = {y}, 

¥ = {yi} 


RA Sh, 4 AMY hy = Ag, 
EN: Mi) Martin WF A h M 上 基本 序列 的 等 价 类 组 
成 。 因为 每 一 YE 只 AA READ Ay, RATT AE 
看 成 全 体 Ay 组 或 
S M=MUL, 在 全 上 我 们 可 以 定义 度量 如 下 : me Y, 
YE M, mij e . 
oY, Y) = cup lAr) — rrks)1， (2.3.2) 


不 难 证 明 , 在 此 度量 下 MESSER. 在 度量 拓扑 p F 
-AH 组 成 好 的 边界 、 并 县 拓 扑 P SMASH Riemann 流 形 的 
Si. HSMM SRA OTR, 
定理 2-3, MAY Martin WF AA SHLAA So) 之 间 

fFTE— ARAR O: oe 一 Soco)， 

| HER: i Ym tye oe 是 一 基本 序列 , 则 hy, Ce) — hyla) 
是 村 上 的 正 调 和 函数 ， (p) ŒM 内 无 极限 点 ， 其 极限 点 上 只 能 在 
S(co) 上 .根据 命题 2.8, 不 同 的 概 根 点 对 应 不 同 的 调和 画 数 ! 实 为 
不 同 点 的 Poisson RRR), Ait tot 仅 有 雁 一 的 极限 点 yo 
SL), FE MIRA ©; — SL00) 为 
| Phy) = yo, (2.3.3) 


* SF » 


四 显然 是 在 上 (surjective) 的 ,因为 任何 序列 {z} — 22 € SC) 
都 含有 基本 的 子 序列 . 
中 是 连续 的 : 设 在 -A 中 太一 大 P(A) = OE Sio), 
DH) = OE S(O), 
依 前 所 述 , 所 实 为 在 O 的 核 函数 ,上 为 在 0 的 核 函 数 ， 如 果 两 子 
序列 19x} 和 {8m} 具有 不 同 的 极限 imQ, < imO», 那么 
{ae} 和 {hm} 将 给 出 不 周 的 核 函数 ， 这 和 h 一 祖 矛盾， 
?je—— BW: 设 Y = {y,}€ A, Bh) =O, WR {e} 
是 任何 基本 序列 ， i, 那么 üm G(x, 2;)/G(O, z;) FEES . 


且 是 点 O RAR ML. MGM — th or Bi 2.8 
hy _ lim Gkr, z) GCO, Zi)» 


因而 Y = {z,}, 
现在 我 们 已 经 可 以 把 MA 中 的 元 素 合 理 地 记 作 ,EE€ SLo0). 
根据 命题 2.7 的 系 , 有 
lAl) — hpl COLE, E, Wee Boll}, (2.3.4) 
其 中 ,a 为 仅 依 赖 于 #,a, b 的 正常 数 。 上 式 基 为 
ol Ag, ber) = p(B E), CE) 
<= cole, EY, (2.3.5) 
THA OT.S(o)—- A EBCRH, BABAR. E iE 
He, 
在 上 节 ( 见 (2.2.6) 和 (2.2.7 我 人 知道, MAMAA Dirichlet 
问题 的 可 和 解 人 性 , FRADE o. CE Slo) ERIE Borel 测 
BE: Vie C%S(co)}, l 


(Hf) (2) 一 \ (O)deo(O). 


w TE SCoo) 上 的 总 测度 为 1， 岂 此 推出 ,对 于 Seo) 上 的 Borel 
FRE, BAAR 


oela) m (E) 一 | Xe(O)d0*(Q) 
是 E 的 调和 测度 ,其 中 xa(2) 是 五 的 特征 函数 ， 根 据 测度 论 的 标 
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谁 结 果 :, 对 应 这 一 调和 测度 的 Radon-Nikodym 导数 
dio” 。 ort A; 
K(2,0) = SET (0) = tim A 
对 几乎 处 处 的 OC S(oo) 存在 ，(2.3.6) 中 口 是 周 定 的 原点 , A 是 
S(co) 中 以 8 为 中 心 的 渐 缩 的 领域 集 ,使 AtA NA 一 日， 由 
(2.2.38) RME—-tEEH, K(x, 0) 一 p(x, 0) 为 在 只 点 的 Piosson 
ER. 
在 经 典 的 调和 函数 论 中 ,首先 是 Herglotz 对 单位 图 
D= {|z| <1} 
HUT EOATARRERAR: PEND LOEW, # 
可 找到 OD 上 的 正 Borel 测度 p, 使 


wa) 一 | PC, Ode 9). (23.7) 


上 述 公 式 对 R* 中 有 界 域 情况 的 推广 是 Martin 完成 的 ，Martin 
建立 了 类 侯 的 公式 ,其 中 的 积分 是 在 理想 边界 Martin AL 
进行 的 。 遵 从 这 种 和 经典 的 想法 ,在 建立 了 Martin ZAG. Et 
AY AVE RHSE( Martio 表示 上 式 ， | 

定理 2.10， 设 = 是 型 上 的 正 调 和 疯 数 , 则 在 S(co) 上 在 在 
唯一 的 ,有 限 的 , 正 Borel 测度 p, 使 


u(x) 一 | plz, Q)dplO), (2.3.8) 


其 中 flr, 是 Poisson PER, 

证 明 ; 圈定 原点 OC M 对 MM 中 的 有 界 域 BCR) (ox 
hi., M RÉIDHE M ARAI Martin 表示 公式 ， 则 对 
xE BCR), 有 


ua) = | wlOP als, Odal QO), (2.3.9) 


其 中 Pelr, O)  BolR) 的 Poisson APAR, ws 是 SolR) 的 
VA ES, A Pei, O) = 1, Bry 


(0) == | nO) dvr( 0). (2.3.10) 


(2.3.6) 


" S9 + 


将 yo(R) FAF SoU) = SC), Hip RE 11,00], HAA 
SCco) 上 的 序列 测度 {ær = [sqm s wx} 中 的 每 一 个 都 具有 总 质 
Br wt0)。 根据 测度 论 , 存 在 一 个 子 测 度 序列 为 {pry}Ri 一 0, tH 
peri SCT APR IE Borel 测度 p. 

另外 ,再 说 明 : 对 于 固定 的 Of SCco), BRR {Prj(z,0)} 
tha Peer OME. 根据 唯一 性 定理 。 其 极限 即 
P(x, 9)。 取 任意 锥 Co( 立 }， 使 之 不 包含 测 地 射线 OO URE 


OBR). 将 Pul 9) SHIRT (Z) Me 


Pelt, O), z€ Co(=) N Bo(R), 


0, zE Co (=)\ BoR). 


于 是 在 Co(=) & Al, 30. 在 Co (=) 上 解 Dirichiet 问题 : 


č; 一 


w 


hi = čia FE OC, (=) E, 


根据 极 大 值 厌 理 以 及 定理 2.2, 在 7o (于 ,1) 上 ， 

ly Shy Cie-ew ep (0O'). (2.311) 
AR — BET CEE RBA {4,3 在 Co (=) 中 内 闭 一 至 
收敛 (必要 的 话 选 一 了 序列) (2.3.11) 即 导致 5 (因而 Pa) 在 
Co (Z )NSCO) .上 连续 地 收 化 到 0, 因而 lim Prle) = ple, 
Q). 这样, 根据 as "x, BI 
ula) m | ,0) Prilr, Odar; (O) 


一 | Pe, 9)an(9). (2.3.12) 
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下 面 再 证 哗 一 些 , 设 
ua) = | PCs, daO) 


= 1 
其 中 m,r BOWEN) Borel 测度 ,总 测度 为 1, 而 电 (2.3.-12) 给 
出 . 


同 前 面 一 样 ,将 So( Rj) M SCoo) 等 同 , 任 取 闭 集 ECS(00)， 


, P(x, O)dr(0), 


则 
plE) = lim | xx(9)danni(9) 


— lim | | POD OVadv(O Jder; CO) 


F 一 吧 


= im { [fp PCR Oden O)| w. 
jea J Stood g 

在 S(co) HERTE FDE, AO P Hk Poisson WAR H 7 > 
co fits | PCO, Qde lO) 对 Q'E SCoo)\F = So(R)\F 一 致 
KATE. 因此 


WE) 一 tim [Í 


tim {{ | PC, duo] wo 
+ tim | [| PCOS 9° )deni(2)| dO’) 
= tim | | PCO, dur OO) 
<= v(F), 
AAS | PCO, Odal) < 1， 因 为 天 是 任意 包含 五 的 开 
集 , 因 此 aE) <E) MERA ms ”的 总 测度 同 为 (0)， 
而 只 能 是 w(E) 一 v(5). YAR ECS), EEH, 
§ 4. Harnack 不 等 式 的 证 明 
本 肯 的 任务 是 给 出 定理 2.2 与 定理 2.3 的 详细 证 明 . 这 是 两 
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个 关于 调和 函数 的 Harnack WE, AATRES ENES 
于 Poisson ERA Martin RAAR ARH Ii, 

BEMA 2G SER n HE Riemann 流 形 ,满足 

一 六 < Ku = — at 

任意 固定 基点 OFM, ToM 中 单位 球面 记 以 So), Mre 
Sol). MOAT, r 为 中 心 线 ， 角 宽 为 8 的 锥 记 为 Colv, d) 
(在 + 不 起 重要 作用 时 记 作 Co(8)). Cole, 8) 与 Bo(R) 的 余 集 
Tolv, 8, R) = Colv, 8Bo(R) 组 成 rE So(1) 之 SC(o0) 的 一 
个 轨 域 ， 截 锥 Tole, 8, R) 的 顶点 记 作 O = expo r, E 2.2 Ft 
论 的 是 调和 函数 在 S(co) 附近 的 性 质 ， 

定理 22， 如 果 «是 定义 在 Co (三 ) 上 的 正 调和 函数 ， 在 


Co (地) 上 连续 , 它 在 Co =) Aslo) 上 连续 地 变 为 零 , 则 下 列 
估计 成 立 


sup ww) < Ce 7%" u( O'), (2.4.1) 
sern) 
其 中 Cis C3 为 仪 依 赖 于 Cis Šan 的 常数 . 
证 明 分 为 似 下 几 步 : 


引 理 1， 对 于 任何 下 实数 8, 1 > BO, TEE pl) E CO) 
BBM Ros MAE 

i) [Del + [Dp] < Ce, vee r (5, Ro), 

i) Pl scent F 

iii) Pirr) = 8, 

证明: RARER p0) 10, zx] 一 R. 


i, >02 5 e, 
4 
p0) =b E aS, 


连接 1 和 8 的 斜 线 7 Boe 7 + 8, 


[r n] 


6l « 


将 pa) 看 威 Ee Sot1) 土 的 函数 ,其 中 OA E 45 过 HRH, iil 
v Co (=| 的 和 中心 线 。 再 将 (8) FAM O Hee A 


WEI, BE MBP MMO; 上 的 Lipschitz AS gi. BHES 
pity) = gld,), dy 是 射线 Dy 与 好 FY Se FR. 
BY XCCPCR), X SO, suppxTl[—1,1], XO) > 0, > 


play 一 t | Cela, 9) pay, 
| XG, dy 
(2.4.2) 
Mp AN 8 KES | HE A Az Ba, 
1) Ao iE AA Sé 2 2B WO oe 2.1 的 证 朋 ( 轴 (2.1.17) 一 
《2.1.20)), 主 村 用 到 当 — <= Ky < 一 a 时 ， 
a coth (ap)(g — dede) <= Dp 
=<. $ coth (4p)(g — dp@dp), 
fiir Ry, RES 
Dix(p) = X"deQ@dp + XD" p, 
及 | 
HERDED = | 有 [eg 人 p(x) I Cro) f 
= C, OSS Pis 
By) 


而 ose pr == Oe), 
Bib) 


i) 如 果 ye B1), 9 一 O(Ox, Oy), Mih (2.1.41), 


Oo = Ce wun, 


四 此， 存在 Ro 当 ole) > Ro 时 , O(Ox, Oy) < Cierm 之 a 
这 样 , 当 rea G(T), o@) > Ro 时 ， 
i MELOS 


p(x) = oM 
| eas dy ” 


+ 6j + 


= -一 -一 | xlos, y)dy 
| Lex, y)jdy” * 
M 
—_ 1, 
KBA AMI JE B,(1), (Or, Oy) <&, pGd=l, 
ii) AES ii) 相同 ， 
引 理 2， 设 w(x) > 0, Au = Ô, we 8Col =) SEA 
4 
#2 Ml] 35 > 0, Ro> 0, 使 


u(x) << Cre Ps! suP ，， 
dtp)“ 


Yre r (=, a (2.4.3) 
证 明 : 在 引 理 1 Bie = 0, MEERES 1 rea 1,42), 
iii) 的 函数 plr}, 由 于 i}> War € r(=, Ra) » Ap = Ce Fae), 
Wis Cl A C, 自然 也 可 以 使 
Cpt) {= 
Ap Cee, Wre co(=). 


4 i= et Ce WS, 其 中 CC 和 5 为 待定 的 正和 常数， 则 由 
(2.1.22), 


Af = Ap + CA Fe) 
= Ce fv — cat C; — Spe rr}, 


其 中 C; 为 仅 与 #, a 有 关 的 常数 ， 因 此， 只 要 8 Bane 充分 
大 .就 可 以 使 Af 委 0, 
另 一 方面 ,同时 可 使 拉 5 。 这 是 因为 当 


ze O Co (=) 时 ,由 训 ， 


pt Cem 1, 3 ole) & Ros 
{(x) -1 + Cea se Coto 1, Y ple) < Ro, 
AB CRIK 


= 04 « 


同时 ,根据 ?的 性 质 首 )， 当 re T(E, Re), pmo, 因此 ， 
fm Cee, Wre T (z, Ro). 
AS a= ul) a" a, 则 AR = 0, r Plae ot) 他 1， 考虑 


alg: 


FE the At tet it FL 在 内 部 9 Fy ge t xe Fi (e. Re > 有 


a 一 T = n-A 
uo js Ce Wied 


BE 
es Ce supa, 
acol4) 
现在 我 们 可 以 给 出 定理 2.2 的 下 明了- 


定理 2.2 的 证 明 : 
1° 根据 引 理 1, 存 在 消 数 pe CCM), BEIS 1 Zi) i), 


ii), (Ede ili) 中 取 pe hi) 
iye] + velz Ci eels) ， xe T(E, Ra). 


适当 改变 CH Cs, 可 使 Vek Co(=) BH 

(Vol IM ge] & Ce owe, (2.4.4) 
另外 ,由 中 的 造 法 可 知 1 p> A 
7G FE DEP aCe)? = erie, M 


Va? = uti logu Veo + PY lee}, (245) 
Au? = ut(| logavVyp + pV logu]? t log snap 


+ j = 


+ 2Vip + Vlog n + yAtog a), (2.4.6) 
Aw _ |Vai 
2 2 


= 


u 区 ; 
设 al = 1, WHAT Harnack AEA (A 1.3.4) 
(V log a| =C, 
logue} 一 logu(x) 一 IogaCo 


< | 17 log «| < Cole), (2.4.7) 


A log a= wa —— |Ç logal (Y Aua = i), 


FH (2.4.4), €2.4.6) Be (2.4.7) 可 得 Au 的 估计 为 
Aut = ur{ | Vl logis + 7] ¥ log al’ 
+ 2ploguV@m - Alogu + log wap 
+ 2Vip- W loga + pA lox} 
< ea te Cap? pv togat’) 
< Ce oe? Opal, pS yp) 
mt Ce FP ye ag PS 
Cpe CP , gto . yh te 
Eo Sy Pee, 
其 中 C1, CG BAER, & AFD hAVER, 
令 =i, I >a> 0, M 
aP aut 1, l {2.4.8} 
这 是 因为 :如 果 «si, WMEABREM. Se > 1a. esl, 
ERE, TERNA 
Au? < Cie Py t 1), xE Co (=). (2.4.9) 


r 另 一 方面 ,计算 
Ate tre . 4”) a urA gp FR? + 2¥ e fete) 
e Vut be FAY? 
<= —a(C, — He PP 十 358e FOE ww 
— ctl 一 ae PPO ye lyn!" 


一 (E, — de Pe ue + e Peay 24) 7 log «| 


?7 Š + 


一 | — a)¥ logu | 5 
对 上 式 右 疯 括 号 中 的 项 利用 不 等 式 2B 一 AP < B'A, gig 
Ale ip) < —alc, — Je` Spir) a 
Fi 


+- i -5 ptega 
Fe BC ge Tryn (2.4.10) | 
只 要 8 记分 小 ,自然 也 可 使 
Ae Pr Oe de) (2.4.11) 


四 此 , 革 充 分 大 的 Co, 出 (2.4.9), (2.4.10), (2.4.11), 
Ala + Coe 十 1)) < Cre Oe + L) 
一 SCeCa(ae + Le Pe 
= 0, 
3” 至 此 我 们 已 经 构造 了 一 个 次 调和 函数 
= ur + Coe FP yt + 1). 


AISO, 将 «和 f 比较 在 9Co (下) 上 因 9 = 1， 因 币 
co(*) S Se Ca? + Cie PP 于 1))1,. of)? 
PTE 
= 十 Ci —dplzif „a r 
uH e (a* +1), re Co (Z). 
Wt OCo(~) E p= L, wep 


“sn? + Coe PPC nt be 1) 
S u t Cala + 1) 


< ; ubit Clu +1), 
Wr € aCo (=), 
Raci, 由 上 式 只 能 有 ule is) < cons t。 在 Co (三 ) 中 应 有 
引 理 2 , 好 得 
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a(x) 过 < Ce Sup #, 
aco{3) 


< Genet, xtT (Z Ro). 
注意 上 式 是 在 假定 (0) 一 1 下 证 明 的 ， 如果 (0) = 1, 


IPAH ula) ulOO 代替 CO 到 得 
atx) < eE O 


| Wx r(%, Re). 
将 7 (™, Ro) PAB] T (=, 1) 只 要 用 内 部 Harnack 不 等 式 


u(x) <= Cu(O’), xE Bo Ro), 其 中 C 仅 与 R RRL. TAA 
6. Ro 本身 也 可 选择 得 仅 与 申 率 上 上 下界 有 关 。 轩 站 最 后 总 有 
aon <= Ce Fu" )， wzE 了 (ef 1}, 


定理 2.3、 设 n, o RELER co ( =) 上 的 正 调和 国 数 ， 在 


Co(™) 上 连续 ,并 且 «Sanson T Plia 一 0， 则 


下 列 估 计 戌 立 : 


< a t), (2.4.12) 


其 中 o Eak TÔT, 1) 的 顶点 ，C ARRAT =。 a, 4 的 党 
数 ， | | 

EA: 任 取 定 二 > 2 > A> BRRR TOs 1) 证 明 
不 等 式 (24.12) 即 可 ， 


”站 名 人 


无 妨 设 wn(0) 一 以 0 一 1， 总 的 证 明 线索 是 衣 法 构 遗 .一 个 
次 调和 图 数 了, 使 当 Ro 充分 大 了 时。 有 
a AF <0, Yre T(O,, Ro), 
F | arRo == var,, Ros (2.4.13) 
F| are,» Rg “= Cu | erias Roo 
根据 航 大 值 原理 ,在 TCO, Ry) 中 就 有 
Ps F = Cn, 
ETET Harnack 不 等 式 ， 上 式 在 TA, 1) 中 仍然 成 立 (党 
MH] AB ASE). A RE 
ule) <C ca(0) 
ota) | “vo ) 
交换 w o 的 位 置 得 到 《2.4.12) 的 另 一 端 , 从 而 完成 定理 的 证 明 , 
在 下 面 的 证 明 中 以 C:，C:，-… 等 表示 仅 依赖 于 2, a, b 的 正 
常数 ， 
1°, BISER 2.2, JC, a > 0, 使 Yre T(t9,,1) 有 
nix), otw) < Ce rs | 
同时 ,由 内 部 Harnack PEA [vlog «al oC, 5 AMA 
u(y, oC) ce Cye 2) Wee TIA, 1), 
Aldea re TCA, 1) 时 ， 


p(x} < < yo Fete) 


= CC Ce ars C,H 
< Cuh, ge Hed (4.14) 
tr 
出 定理 2.2 证 明 中 的 引 理 1, 存在 函数 pe COM), 满足 ,对 
党 SY RA) Ra, 
LE pe &, E 为 待定 的 小 正 数 ， 
[vpl + lwp] < Cee, Vee T(E, 1), 
‘4 (2.4.15) 


p | 了 = l 4 


ip [sc pte Eg Ro) = Ep. 


= 69 a 


令 
Am1—C1— p)*— CU pe rw, (2.4.16) 
其 由 sa Bo ARENT WE, 2.4.15). Be 
[WA] Wal Coe HCE — py, 4.17) 
同时 有 
1 | ree, Rn = i, 
Lace, w2 ce) = 1 — (1 — so)” — C1 — aye Ten, 
因此 : 当 55,3 取 定 后 ,内 要 R 充分 大 :就 有 
Cl — (1 一 E)” = À | aegis Bot Ra? 
= 1— (I'— &)*, 
Es 确定 后 ,只 要 & 充分 小 , 将 有 
A septa vey ss te <1, 
因为 we Cye me) PP) REE Ro 充分 大 ,由 (2.4.14) 就 有 


a A 
4° [SCARAB Ra 22 M E) sca valk? 


> 上 了 
C; 
这 样 ba a” O aA JE 
1 
tt" | seo, A ERa) == By : 
C (2.4.18) 


H | Tano T H, 

由 内 部 Harnack RER, (2.4.18) 的 第 一 式 也 就 意味 着 

| arwry 22 Cav lara Ryle (2.4.19) 
忒 2.4.18) 有 (2.4.19) 蕊 经 组 成 我 们 所 要 求 的 (2.4.13) 中 的 后 两 式 :但 
是 可 措 的 是 ,无 法 证 阴 Aw’ 之 0， 因此 必须 对 绎 再 如 必 改 造 。 

2° & E = — logu, AM 充分 大 时 ， 
Cy 2 Saws Cre 1, 

Ait. Cop > E > Cup， 并 且 由 Aa 一 0 及 lViogsi| <C, 得 
(VE Cu, AE = [VES Cu, (2.4.20) 
a> . 
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Fix) = pE) -eo aed, (2.4.21) 
Ripe 为 待定 的 常数 ， 由 :中 一 其 ME. 
C.2e¢e2i, o <0, KA RARE, 


22¢QCV21, . (2.4.22) 
注意 因 上 ~ Ce, (2.4.22) 的 最 后 式 相 当 于 ( 当 p 充分 大 时 ) | 
Cy = eae — e 4") > Cu, (2. 4.23) 


Alo? BRAS. Ak Fm b+ Al at pER JE (2.4.18) 和 
(2.4.19), BURG (2.4.13) 中 的 边界 条 件 , 因 此 整个 定理 的 证 明 只 
ART Bie. a ee sh, 使 当 el) KKH, AF SO, 
AF = Alp- u’) 
一 Age: wT Fd Vai + BY, (2.4.24) 
$54 A 由 项 ,因为 中 <0, 所 以 
Ad = p (AE 一 efe — aAe)) 


< (AV logu]? — L genee ). (2.4.25) 


只 要 串 充 分 大 。 此 处 用 到 ApS C he EBA, 
IF e Vet = 2d at (— Vlogs — ae Vp) 
- ChloguVi + av logu) 
2 lp f —L| T ogul + CiCal Val |v log al 
十 epr li! we) ], (2.4.26) 
此 处 用 到 |Wol=1, i logu] < Co, 'Wlogul & C, FH (2.4.24) 
成 为 
AF <= pAn p patli — 2A) |¥ loge!’ 
+ Cug uol 71119 loguj — g ute "re 


= (= a — Cig -一 Cyeal Vil ) 
E p Ant + (1 — 2A) wv log a? 
一 Cyg ute °° + Crh npl viv logal, (2.4.27) 


Hb Blo Ale PAAR lal <a Cer, lif plvi|l +0 
(3 p> 0), 


+ 7i - 


再 计算 An 
As? = [| [iC loge + 2hlogu('Vd - Vlog) 
t+ loga- Vat 2Vi- Vlogs 
— ACL — AJl Vico ul} 
E tE Cap | Wal? + Caol 74l | Vilogel 
+ logu(Al) — it — 2)| 7 logepl?]. (2.4.28) 
因此 ， 
| AF & (1 ~ 21) ¢' alv logel! 
— Cogne + bel Cap | val? 
+ Coplvillvlogal + (Ad) log x 
| — ACL — A)] V log #}77, (2.4.29) 
分 折 上 式 中 的 Cupl Vali Vioga] -pe M. AA Schwarz 


不 等 式 及 由 和 oo 是 正 有 界 员 的 事实 。 在 点 和 +12(x) > Shy, 


Cyttpp|\V2| lv logu] < (24 lg | logal’ 
+ Cada’ p' |VAl*, 
将 其 代入 (2.4.29), 得 
VE Ss Cy ue + pe l Cap Ta)? 
| + Cyot| val? + (Ad) loge], (2.4.30) 


tem fei <2} eo 充分 大 时 ,因为 a= ta 一 (1 一 


e) Bt ea。 因此 aO 一 1) 之 二 wm， 所 以 


Cydutpl VALIY logu] < (AC — a) |v tog ul? 
+ Caso'p lvAl ) wb, 
RA (2.4.29), 注意 到 中产 一 中， “RH AN Wx€ T(G,, 
Ro). 亦 有 
AR = — Cyg ute "ret dl Caol va 
+ Cael val? + CAL) logal, (2.4.31) 

(2.4.30) 和 (2.4.31) 合 在 一 起 可 以 写成 ， 只 要 RAK. Yre 

ene 


TË, Ri) BA 
AF < — Cop ute ™ 
于 put Cyestat| val? + CAL) loguj, (2.4.32) 
FM (Al) loge 项 : 
(A1) loge = [—AC1 — p)“ 
— ACL — pps eer — 2901 — py: Ve er 
— (1 一 四) Are] (log #) 
SCAG — p| + JAC — py le er 
+ 21V01 — py Ilve "|)| log a| 
— (1 — p)’Ac™* logu 
Cae Coil — py — Capi — pye, 
(2.4.33) 
HEY |logu| ~ Co B-E AWC s 取 定 后 )， 对 充分 
大 的 Ro CHAT sj eS Ra 时 有 
Casy P| VA)? = Cae al — py 
+ Capt e “wll — p)" 
<= Cne Csel — py, (2.4.34) 
He (2.4.33) Ai (2.4.34) RA (2.4.32), 得 
AF & — Cop ute ™™ + pati Cne ea — py 
一 Cap l 一 pye") 
m — Cy ue + pa ll — p) Cue Cur 
一 Crell — pe), (2.4.35) 
Cyc (Cl — py Ss Cspt — pee, BERERA 
AFS FA 
OL pt Ce Ent, 
Aim 
AF Cup ue 十 ota? Cage Carty FO | 
RER b Cy, a < Cu + (s — 1) (Cn 一 50)， 就 仍 有 对 充分 
大 的 Ro, ele) = Ro Wf, AF <0, 
因此 ， BEREDAR S, BMPR F oo, a, &, RSE 
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Ro, 使 当 re TB Ro) Wt, AF oO, HAS PITH, 


$ 5. 有 关 调 和 函数 的 其 他 存在 性 问题 


我 们 在 本 章 $ 1 中 证 有 明了; 单 连 通 的 完备 Riemann HÉ » MM 
Pie mH REE 一 部 过 Ry sme’ 0, WORRY Diri 
chiet 问题 可 解 ， 在 $2 和 $3 中 又 证 上 是 了 Possion 核 的 存在 性 及 
几何 边界 与 Martin 边界 的 等 价 关 系 。 一 个 自然 的 问题 是 对 于 
流 形 的 曲率 条 件 可 以 减弱 到 何 和 程度， 使 上 述 结 果 全 部 或 者 部 分 
仍然 成 立 9 从 有 界 对 称 域 上 调和 分 析 的 经 典 理 论 ,. 我 们 知道 有 寞 
对 称 域 上 的 Bergman 度量 满足 一 六 所 Kw 0, Af Possion 
核 函 数 是 存在 的 。 Bub, 我 们 着 望 知道 : 在 满足 -P < Ky <0 
的 一 般 的 单 连通 完备 Riemann WEL, CHARGES A 
调和 了 畏 数 ,在 在 Possion BRK BH Martin 边界 是 什么 样 的 ， 
本 节 将 给 出 这 个 方向 上 的 一 些 初步 结果 ， 

TA. 设 M,N 为 同 维 数 的 两 完备 Riemann WE. imal 
是 中 :M N, RIMGE Cquasi-isometry) 如 果 存 在 常数 
C>0, YrEM, XET,M, 满足 


= X luS eX lS C1X ly. (2.5.1) 


定义 ， 完 备 Riemann 流 形 M 上 两 个 度量 昭和 dP 称 为 一 致 
等 价 的 ,如 果 存 在 常数 C> 0， 使 得 


到 dë dP Cds, (2.5.2) 


显然 ; 恒 同 映射 (M,d) (M,d) RAMSAR. R 
据 定理 2.1, WRI (M, do) MB, -# E Kw 所 一 #0 之 0， 则 
调和 函数 的 Dirichlet MTJ., SiR CM, dr) 和 CM, ds’) 
—e Sr ee CM, ds") Ts. 调和 函数 的 Dirichlet 问题 仍 
然 可 解 ? 一 般 而 言 不 一 定 , 但 在 一 定 悄 况 下 可 以 给 出 肯定 的 回答 ， 
为 此 我 们 要 引进 一 个 甘于 完备 Riemann 流 形 的 第 一 特征 值 的 峰 
ARE). 


. 74d » 


SAA. W M EPH SAR 2, HREM uie) 
(Dirichlet AF) ADLER 


4,69) = inf jave 


= (2.5.3) 
fe Ht fo} | p 7 
i 


这 里 HlO) 一 {fe HO) flos = 0}, Hi(@) 是 Sobolev 空间 。 
根据 这 一 定义 就 可 推 知 ,如 果 OCoO.ccM, M 
Ca) 22 4,091). (2.5.4) 
FE TE SET SR RE FRAT TL E FAE. 
Z. 完备 Riemann 流 形 对 的 第 一 IL (M) EXA 
uiM) = lim iCBCR)), 2. 5.5) 


其 中 BCR) A AREAN ED 2B R ONER. 

=E g4 Mckean RRR. WE M RHE Kus 
—C <0, WW) 40M) > 0. 

AEB, CM) > 0 对 M 上 一 _ 致 等 价 的 度量 而 言 是 一 个 
不 亦 的 性 质 。 因 为 如 果 de dF? 一致 等 价 , 则 两 者 体积 形式 dV 
和 dP 出 是 一 致 等 价 ， 由 【2.5.1)，1vYf a FA 也 是 一 致 等 价 ， 
再 由 第 一 特征 值 的 航 小 性 质 (2.5.3)， 及 特征 值 的 递 降 性 (2.5.4)。 
自然 导致 这 种 不 变性 . | 

定理 211. 设 总 连通 的 完备 Riemann 流 形 (M, dF), AR 

BEHEE -E S Ky PO, Bik dr 是 对 的 另 一 完备 
度量 , 它 和 dF 一 至 等 价 ， 如 果 对 《M。 ds") TA. Aes 
Kael S1 及 其 单 对 半径 Cinjectivity radius} > 0, 则 对 (M, 
ds) THE HAMARE Dirichlet 问题 可 解 。 

证 明 : 证 明 的 基本 了 路线 仿 癌 定 理 2.1. 我 们 仅 着 重 计 论证 明 
中 和 定理 2.1 不 同 的 地 方 。 根 据 Mckean 定理 对 (M, dP) 而 言 
EM) > 0, H ALM) > 0 ARH. ARR. St OM, ds?) 而 
Gi. UCM) 守之 0, 又 ;根据 题 设 , 不 坊 假 定单 射 半径 (XY ds M 
>l 


* 750 


INH A OFM, 如 reM, Wx SORRY pl) 和 
ACs) {分 别 对 dr 和 dv 而 言 ) 由 一 致 等 价 性 ， 


= p(x) < A(t) < Colx), 


同 祥 的 理由 ， 35: > 3, > 0, & ROGNE, G), Heh 
B.A 8, 分 别 表 示 (M, de) A OM, dF) 中 的 测 地 球 . 

F (M, d} 上 OM = slo) S nll, Æ stco) 上 给 证 
Lipschitz 负数 p98), 将 和 党 径 向 扩充 到 整个 M 上 ;, 则 由 (2.1,17) 


asc ep = OF A“), 
BCS) 


因此 
osc p= osc p = Ole MD) = Of e SP), (2.5.5) 
bi tag! 


B.C) 


下 一 步 是 将 中 平均 化 成 鲁 ( 风 (2.1.18)) 


1. 次 (二 了 放生 (7 村 


Ea rr 
a 


\ Hela 
其 中 suppXcl[—1, 1], WARE (2.1.19) —£2.1.20)) 可 证 ， 
AG = OFe Hi), (2.3.7) 
这 是 因为 【2.1.19) 一 (2.1.20) AERA. RE Kyl <1 及 当 
p(x, y} Ql l 
his ekr, y) (对 x) 是 可 徽 的 如 可 和 通过， 而 后 者 由 单 射 半径 > 1 


PRUE. 

为 了 用 Perron PIER Dirichlet 问题 解 的 存在 性 ， 除 了 了 
由 构造 出 满足 (2.5.6) 和 (2.5.7) 的 争 以 外 ， 还 需要 构造 蕴 满 足 
也 下 条 件 的 函数 ge CPM); 

gir) > 0, lim glr) = 90, 
Ag < — Cpe OO" (2.5.8) 

其 中 5b, BCL CRIED R a ALE E 2.1 ER H BY 
3°). 

为 了 给 出 满足 (2.5.8) 的 eG), RAE BCR)NB.C) 中 解 


+ Jó + 


ti + Dirichlet 问题 : 
Akela) = — page), O< wp < 2M), 
Arl) = 1, ré OBC), (2.5.9) 
plr) = 0, ré OB,(R), . 
和 定理 1.4.2 KIERR EAE (2.4.6) EERE 二 (MM ) 
的 情形 对 于 算 子 Ate 极 大 值 原理 仍然 成 立 )。 有 结论 Ate) 一 
lim Arte) FEH H. 
jas == —ph, rE M\B,(1), 
1 > ACx) > 0, 
因为 在 Ric 曲率 有 下 界 的 情况 下 ,对 满足 (2.5.107 方程 的 解 的 梯 
度 估计 仍然 成 主见 (1.3.19)), |Wlog 4] < Ca 因此 ， 
Ate) ee (2.5.11) 
Rel, > g= Ate)’, Bll 
Ag = AT WA — 1) + bh? tah 


(2.5.10) 


x SA" AA 
= — wah? 
= — pe FC 2) (2.5.12) 


With, (2.5.8) 的 第 1，3 式 证 明 .。 ME RAERIE g(x) 一 0 ( 当 
pla) 一 oo 时 ), 当 然 只 要 证 lims(x) 一 9 即 可 . 


Tal 到 (2.5.9) fe B,CR)\B,01) th, Ar = — Egs 
Aptthe = 一 phi, 
由 Stokes 公式 (注意 在 OBR) 上 r = 0), & 
je Ohn 


一 | — | 3 
ÖB ar. B,( RB 


Viri 


一 — | Az 
Bt R AB, LY 


Oke 
Or 


BARE. Azle 一 1、 因此 


-a Ver * Vrs 


由 梯度 估计 ， | ois 


t 77 « 


| | Vár — «| hn Cas 
Ea RINE] “RR 


RPGR. AH Ube) ME, 
\Whel? = (Br) | BR 


j BRNE? J ELENA Balt) 


= 4(M) | n> al Ra 
l BRBN BKRAB U) 
所 以 
— 2 
| GM) —1)| aS 
& R=, 得 


| 这 十 oo。 
W 


因此 ,对 充分 大 的 R, E| Me, e 可 以 任意 小 只 要 xf 
MNB,(R)， 并 且 BCD)GMNB(R)。 在 BRO) (因为 单 射 半径 > 
1, BCL) BATF Re 中 的 球 ) 上 对 Ak = — puh 利用 Harnack 不 
等 式 ( 系 13.5) 就 有 


ACs) <= 


c - 
ERG sun 
C 3 
< Vo B, f aaa A 
< Če, 
HERH, Kus tl, M VolB, (C) > 常数 ( 风 (1.1.21)); 定理 
EREE, 
本 定理 有 下 列 直 接 推 论 ,其 证 明 是 明显 的 . 
R. REMEBER TERE MMe eS HEAR 
BH MLS RIM, 
定理 2.12. (eet esos Riemann WE M HBE Ky 78 
[Kyl <1, HAED, ACM) > 0, FRE—-PRHES 
ka (hyperbolic isometry) r, 则 于 上 存在 非常 数 的 下 调和 范 数 . 
È: SER y BAHAY RM LAE PMR (geodesic 


7R ‘, 


i 


ime) a, 使 rl dio 上 的 一 个 平移 Ctranslation}, 
Ue: 任意 辕 定 基点 OFCelM, Low, RAEN 
测 地 球 记 作 BCR), FERRE d(O, x) 记 作 pel. 
取 R> 1, 在 BCR)\BQ) Hae Dirichlet 问题 
[An = 0, 


C2.5.13) 
fe larn = l, fel asm = 0, 
A SR I anv AgI Harnack 原则 ， 
jir) = lim frx) 
2A TRE | 
Af = 0, 
‘hone =1, I> flr) > 0, rE M\BC(1), (2.3.14) 


命题 .在 定理 条 件 下 , 《2.5.14) 中 的 HG) mE CC; (i = 1,2, 


AR RRET R IDR): 
i) on fl < +00, : (2.5.15) 
ii) | Ce (2.5.16) 
ii) 当 eGe) 充分 大 上 时， 大 ws) Se Cae HP), (2.5.17) 


命题 的 证 明 : 由 Af, = 0 得 到 
frAfe 


| 


= È o fl te Oe, 
BCRA AG) aku Ör 


因为 felon m 1, |) <e Be), 因此 


7 via | i < HA, 
得 由 ah(M) > 0 得 
ERSS Yil > XCM) | f. 


& Ro, ME | jk < to | :vi < +o, ER 


MBID 
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(2.5.15) RAK TE. a 
Fit (2.5.16), FER + > 1, *F cut-off BR g, HE 
ü, x€ Blr)}, 
| podt, rt Br +1), 
leper, r€ Bir + 1)\8(r), 
| vo! <1, 
WRoert+i, H 


= “FrAfe. 
|an PIRATE 


a a fa 
< 一 一 1 Vir- Vez) + fo? fr är 


=— | Vir’ Vig'*fe) 
BiR) 
CV felasn = 9) 
= —— + 7. 7 
o iWin! ean 


CV arneu = 0), 
由 Schwarz ABH, 


piegVyp - Vie 


4 
| Pl viel <2(f yl vial? ) 
BIR» Eir) ve Birti Birt 


ł 
. 4 fivel’) 
Bir +iy\ Eir) 
r į 
< 2 (| ACr+L Bir? 9 | Vik | °) 


F 
人 
Birt Rir) 


pivi <4 | 


R 
| AC RBG Bret Nate) 


& R= o, § 


fran Br BrY 


plv <a] P. = (2.5.18) 


* R >» 


live + pv! 


MHiry 


Ive)? = | 


| MN\ Bir} 


” <| CPIYe + g IVA) 


A Bir) 


s? (i MBIN evil’ 

可 te, + | P) 
结 各 (2.5.18)。 也 有 F o 
| Iv¢ph rac | P, (2.5.19) 


| peste Bir +l str} 


其 中 忆 为 常数 . 
Mik lM) > 0， 因此 存在 C0 < 之 < 之 Ah(M), 使 


Jins Ivie? = C hanes (pf) 


= C, | P (2.5.20) 
aN Bir+) 
联合 (2.5.19) 5 (2.5.20), 得 


| rc) 
NM BLrt+l! Birti Eir) 
一 
APL} : AD Bir+a) - 


| | ; 
MBAL? 1+ Cy. Ma 


| = ( Se) firea rs “se 
如 果 一 开始 即 取 + 一 24， 则 
\ neon f s Ez Fra P 
< (Ea) hao” 


Z Ce 一 Kiog( Fez) 


lo PACE 
< Ce 2 Cy 


此 即 | P< ue, (2.5.16) 证 毕 ， 


最 后 证 明 (2.5.17), Bi M pg a > 0， 当 plz) E 
分 大 了 时, 令 R = ple) 一。 由 (2.5.16) 


| Pe x Cé GER = Cee Sere, 
MIRR) 


在 Ba) HAR Aj = 0, 因为 Ku > = —]l, Harnack 不 等 式 成 
立 , 因 此 
“pte sup f=. C; inff, 
Bia) By (a) 


所 以 
c, 
re) < S ol p 
Cs 
< TIS wen P 
= Cee Carte) 


最 后 式 用 到 Vol(B,(c)) > 常数 ,这 是 因为 Kw 所 1,{ 见 (1.1. 21)) 
至 此 命题 证 毕 . 
现在 回 到 定理 2.12 的 证 明 .。 由 于 out(M)> 0, M 具有 整体 
Green. RX g(x. y) ( 见 本 章 附录 定理 A. 3), 将 (2.5.14) 中 定 
XARA O) 和 gt0,y) ALR EER C > 0, 使 
1 = f| asa 2 CelO, ¥) | eas 
由 极 大 值 原理 ， 
IOD > CelO,y), 
HE (2.5.17), 有 o 


ECO, x) Cy Ese, (2.5.21) 
fit 
wm lim EE y) 2,5.22 
a(x) > <” (0, g(O, yY ( ) 


Ball, Asl) = 0,4 > 0, w(O) 二 1、 如果 我 们 能 证 明 a(x) 21 


” Bi. 


WW wwCx》 即 为 定理 所 要 求 的 正 调和 还 数 。 证 明 这 一 点 的 方法 是 反 
设 7Y 是 题 设 中 的 双 曲 等 庶 周 有 征 , 现 假定 as 


“(7(0)) = bm EY CO)» y) 1. 
g(O sy} 


任 权 s >00, WEE ne o, 使 Wyea, H ply) < ply) 

-时 ,有 有 

ELCO) y) 1 + 8, 
2(0, y) 


W LEZ, E OOD Sols), Ar eee, g(r), 
r(y)) = gir, ¥)> 因此 Yi > i, g 


s > KTO) 10D) 
+8 0 OY 


a gC, (0) 
g(0, r'(0)) ? 


Hike 


I p eya a LOS VOD) , gO, OY) 
O te t 0 OD zO, rO) 


. (9, Y (0)) 
g(O, r*(O)) 


= £60, O) 
g(0, ri(0)) * . 
2(0, Y OD = 2{ 0, yia “oDe n fy Mag ter (2.5.23) 
AA y ESSA, dyt), (O) = (0, r(0)) =C H 


此 , d(O, 7(0)) = ily, i= dO, (0D), (2.5.23) BR 


g(O, v'(0)) 


. , 1 ; ; 
= ral oO, roe O Yjet orka) a =a OT (Oilogi tha) 


C . 一 
— glO,r's iO) entosi tare ay . 


MRB E 使 tgl t 8) < C. (C, 为 (2.5.21) 中 之 指数 常数 ) ,出 


(521 因此 只 能 u(Y(0)) > 1, 因为 #(0)= 
1， 所 以 n 常数 ， 定 理 证 毕 ， 
REEM 与 定理 2.12, 我 们 提出 下 列 猪 测 以 结束 本 节 : 
JAB: GEM LAME Riemann HH, [Kui Sl, 单 
射 半 径 > 0, UCM) > 0， 则 M 上 存在 非常 数 的 有 界 调 和 函数 。 


6。 次 调和 函数 与 次 中 值 公式 
: 熟知 ,在 R” 的 经 典 调和 函数 论 中 有 所 谓 中 值 公式 [对 调和 函 
数 ) 和 次 中 值 公式 (对 次 调和 函数 ). 这 些 公 式 对 研究 调和 落 数 和 
次 调和 孙 数 的 性 质 ，。 特 别 是 证 明 Liouville 型 定理 都 起 重要 的 作 
用 ,这 些 公式 是 ; 
PEARKE g w(x) 在 R 中 满足 Au=0 (Au > 
0}, Bil Wx,e R", R > 0, A 
1 
“nt 2 VIRD 
其 中 BARO 是 以 x 为 中 心 ,R 为 半径 的 球 . 
推广 次 中 值 公式 至 一 般 的 完备 Riemann 流 形 自然 是 流 形 上 分 
本 的 课题 之 一 ,一 般 这 种 推广 可 以 有 了 两 条 途径 ,一 是 根据 Riemann 
几何 中 的 比较 定理 ,将 流 形 与 某 类 空间 形式 加 以 比较 ,通过 Stokes 
公式 而 得 到 ， 这 种 类 型 的 结果 可 以 举 以 下 定理 为 例 。 
定理 ， 设 对 是 完备 的 Riemann M, tE M, MIE B,(R) 
的 截 曲 率 <4, MRT + 的 单 射 半径 ,又 记 Mi 为 常 曲 率 有 的 
空间 形式 ; 设 uE COM), Au SO, eo SO, 则 


[oats (2.61) 


a(x,) << —— (2.6.2) 


Vol BUD) 4 | 5, ts 


其 中 BCR) 表示 My, 中 以 RR 为 半径 的 油坊 球 ， 
另 一 种 右 法 是 利用 Sobolev KEA. wt Riemann 流 形 
M iy Ric(M} >= —K, BCR)GM, W Ype CBC(R)), 


= Bt 


mt 


(a =a) < cvel， 
其 中 C, = Cin, K, R, Vol(B(R))), AB Moser 的 迭代 
法 可 得 Harnack 不 等 式 : E e0, sued, Ri 
sup # =. C ani i, i (2.6.3) 


BRAD 
Fa es 4 A HR SEK 

本 节 将 给 出 讨论 次 中 值 公式 的 后 一 种 方法 ,我 们 首先 从 下 述 
Soboley 型 的 不 等 式 出 发 。 

引 理 1. 设 对 是 可 带 边 办 的 完备 Riemann fits, Ric(M) 之 
一 (n 一 1)K, RBE OFM, Low». Rk HEHEHE 
记 为 BCR), ik 

B(SR}CCM, 
则 存在 仅 依 赖 于 a= dinM 的 正常 数 C 和 Ca 使 
Vpe CoC BCR)), 


有 
Cay EE 
| ow lp] < CRe | ecm lva | (2.6.4) 
及 . 
(o bel CaRre "| Ivelr, (0.63) 
了 ER aR 
此 处 p> 1. 


证 明 : 在 GRC3R) LERSE- A rn, IORN T v ABA 
为 ps BH pie} = distre r), 因为 Ric(M) > — (a — 1)K, H 
比较 定理 (1.1.8)， 


Amg Ol Re — 1K, (2.6.6) 
Pi 
当 re BCR) IM, 2R = “os 
Am MR ee 


= 和 « 


W a= PE + 2(n — 1) K == 2c, W 


Ae Pa etn, ahm 二 
一 cea — Am) 
ma Pate "PL (2.6.7) 
IR pe CE(BOR)), peo, BM) pAc I mae ip, EB 
(2.6.7) 是 在 分 布 意义 下 的 不 等 式 , 因此 a 


ap . > . —ap 
= Vp * Vos) 2 a = ee 


-øp -ap 
| vel = a faa?" ‘3 


inf e7% 


. 一 上 . . 
< xm { 6 
“ PE (= =i BIR) vel. (2.6.8) 


BER} 


当 rE BCR) 时; 用 RS pC LAR, ee me 将 
“一 2m 一 a + 2(n 一 1) JK FRA (2.6.8) 即 得 


| p 二 CRe vol, 
. BIR) ` BUR} 
其 中 Ci Ci 仅 依 赖 于 wn, 《2.6.4) 得 证 ， 以 prle > 1) 代 入 (2.6.4) 
| prace | 
BLR) 


| ACR? 
再 用 Hilder 不 等 式 得 十 (2.6.5), 
定理 2.13. 设 对 是 完备 的 Riemann Fi. Ric(M) > —K, 


# 0, Au > 0, re (0, +): ne 


VER | 


pp? |vel, 


A 
-Ct E R) 
sup m’ s CT | 


Birler 


" (2.6.9) 


其 中 Cis C; 为 常数 . | = VolBCR) |. 
证 明 ; 先 证 以 下 命题 . 
Ml. CEERI eRe BCR) RAL Ak 一 0, A> 


= ý +f 


ü, Wij 
一 eR . 
op Ber FE” inf a, (2.6.10) 


AC¢1—-¢ et Dtl—tyR! 


Fir CM AR. 
这 是 因为 ,根据 调和 函数 梯度 合计 ( 系 1.3.4)， 


CR? — PK ZA, < GRO +V KR), (2.6.11) 
这 里 plx) = dist(r, O}, Q 是 BCR) 的 中 心 ， 因此 ， 


\VlogAl OC + VER) o eS 


如 AC) = Sup A(z), x€ BCI —rt)R), Ml 


A(x.) 一 - 人 一 FRR ds 
lox FEF < CU HVER) |, R— 
一 jog rr-cxItYKRP 
因此 ， 
sup AC) AO e r GUYER, 
BER) 
闻 理 ， 
HO inf Ao TECHED, 
Bl—1}RY 
命题 2 MRE Borsa Fao, Aw > oO, 出 | 


| n. (2.6.12) 


Cc 
Tal? = — 
|. | a a RO 2 BIER 


KERJ MAR pe CR Buar), 使 lve! << 及 
la *€ Ba, 
P 10, xE OBgsars 
则 由 Stokes 公式 ， 


<= | puin 


HE WY 
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ma | 的 | Ya 一 2 | pavfpivas 
Pater "Bitar 


| oilvo < —2 | PVP Va 
Bitre Batan 


174 13 
<? (| pve?) (| | vel?) > 
“+ Biton rtayR 


1 vef 


* Birta) 


P| val? 
R 


<4 f #1Vel? 
cf a 
a R? 3 Butor 
命题 证 毕 . | 
现在 回 到 定理 的 证 明 . 在 B((1— =) R) 中 解 Dirichlet 
问题 如 下 : 
Ah 一 0, 在 B({1 —=)r) 中 ， 


h=u, ðB ((1 — z) R); (2.6.13) 
则 在 B ((1 一 工 ) R) 上 A — A) > 0， 由 极 大 值 原理 ,在 


Bf 一 三 ) Rj th, Ome, 


由 刚刚 证 明 过 的 命题 1， 


sup 把 < mp A <= OC, anni | A’, (2.6.14) 
BCR) BCED) BUSA 
下 面 估计 |. 
h 一 a 3 
fo [| G a “) 


rao t2 frame Gm 26 
< Bieri) at KODE) (A 一 #¥, (2.6.15) 


但 k—ue cB — =) R)» å 一 u|ðĝB ((1~ =) x) 一 0, 
通过 引用 引 理 1, (2.6.5), a . 


(A — uY £ R'eC WER | [vl 


Arg) (1-42) 
Sore | yape |o iva 
iy (2+)e) sj- ej 
= 4 R’ eC RR . | Val’, 

| a(-5) 


式 中 用 到 (val < [va] 是 由 于 Dirichlet 极 小 原则 。 再 由 命 
i 2, (2.6.12), | 


x | ve < GRT | re ws 
-7 


因此 . | 
| (kA uy S 3 cet en wy 
J oj z 


fRA (2.6.15) 及 (2.6.14), 


2 A eye ) 
toe? (4 « +2){ 4 


- Bp 


-c +W ER y _- 
sup P c Cr 一 (2 十 A ey ve) f 2 
Bank Vol Bu_ae r -Bp 


Pa C r st 4 RR) ‘| “te Vol Be 
By Vol Bu_sp 


因为 re(o, 2), a2, ee, iL 


VolBk 


VolBo wa: (2616) 


A 
sup n’ = C, adie | Po 
a te Bp 
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Si 
Hi —-BE § 4,(1.4.8), 4 Ric(M)2—K At HI R"e F VOB, 
dé R AY 28 EDAX A ifn 

-YE 


Rs ? RVolB, < 


(L—r)“*R*e 7 VolBu_ors 


VolBs VE 


“3 R 
<= (] —r)*%¢ z 
VolBau_or < ( ) , 


RA (2.6.16) HER esr”, Be 


sup a = Cr sR) f re? (2.6.17) 
Fork +p 


定理 证 毕 . 


系 ， 如果 Ric M) > —K, a0, Au > 0, Hi 


W(x) < Cret YR | w, 2.6.18) 
证 明 ， 在 (2.6.17) 中 取 r= e 即 可 . 
定理 之 持 ， 设 好 为 完备 的 Riemann 流 形 Ric(M) SO, pi 
M La RiP AR. 
BEEN Ae Tien. FRA KRHA iE mM 
FP: AA Aa 一 0。 所 以 Al Ve! > 0， 因此 根据 (2.6.18), 有 
A, 


(Va| te) S C, | wa | Cx), 
但 由 定理 2.13 中 之 命题 2, (2.6.12). 


. Ca 
[Vul ln) S e | J 


< BE 
& R—-+oo, |Vulx,)| = 0, TEE, oe 
定理 之 15. 设 好 为 完备 Riemann MH, ~ HIER 
Reo Rll Au 次 0， 则 时 we LCM), Po 1, We 必 为 常数 。 
证 明 , 设 p= lta, >4 FER pE Cir) Pie, =! 
* oO » . 


i 
1 


$ |vẹl] <$ 则 


og | pAn = 一 | Va. V ip}, 
所 以 
) |。 op" |W |? < 2 1 wp | ve > Vel 
2K 


< verer) (f, wepe) 
HH as, ORE a th=, b=] +a. 内 此， 


i | wml wel? <4 | | Wop [Put 
Aap Bap 


& R— æo, Rik [vel 三 0， 定理 证 毕 . 

注 : 定理 2.14 APS TAA. ESE Riemann 流 
形 及 a> 0,As 一 Due LM), Be ER. 关于 这 方面 的 
st— bh Lerige ee OP. Li 和 R. Schoen 的 文章 : Acta Math., 
153 (1984), 279—301, 


AR 整体 Green 函数 的 存在 性 


” 设 必 是 非 紧 、 完 备 的 # 维 Riemann WE., RTM EE 
体 Green 函数 的 存在 性 ， 所 谓 整 体 Green 函数 是 M XxX M\ 
diag(M x M) 上 的 光 清 效 数 (这 里 diag(MM x M) =m {G, x)€ 
MxXM;<€M)}), WHE: 

1° GG, y) = Gilys r), HEY 固定 时 有 AsG(zyy)》 = 0, 
Wx 7 y3 . 
2° Giz, y) 20; 
3? HE y, 则 当 x 一 了 时 有 
Pp aP + of1)), Ma>?, 
—(logp,(e))- Cl + o(1}), W a[n, 


« 9l o 


Ges yy = | 


其 中 p) 表示 上 到 ?点 的 距离 。 SOAM LINHA, R> 
G, id BCR) ALOR, Fte R AIER R. 我 们 知 H AF 
在 BCR) 上 的 Green BR Gelx, y) BH BCR) x BCR)\ 
diag (BCR) X BCR ETM, WE ELA 1°—3°,. HARE 
Dirichlet 条 件 : 
4° Gglr, y) = 0, Vy e BCR), re GBCR), 
利用 航 大 值 原 理 可 尺 得 出 : 设 ”圈定 ， 
ay R= Ra M] Gp, (x, y) == Gr, Cee y), 


Yre B(R)\Ly}. (A.1): 
事实 上 ,由 2°,4° HA, ER e > 0 BR) LEA 
(1 + e)Gr iry) = Gr (x,y). (A.2) 


及 由 3° 可知。 存在 充分 小 的 + 之 OBL LASAN re OB(r) 
也 成 立 。 因 此 ,由 极 大 值 原理 (A2) 在 BCRNB(r) Enix. 但 
r 可 以 任意 小 : 故 《A.2) 在 B(R)NY} 上 成立 ， 令 s 一 0， 即 得 
(A1). 

(A.1) 说 朋 如 果 对 于 ry, Gde vy) 上 方 有 界 , 则 可 以 定 
X GCs, y) = lim Grle, y) HHE G(x。?y) REEI Green 
函数 . 以 下 定理 指出 在 相当 一 般 的 条 件 下 ( 即 只 要 存在 在 无 穷 远 
处 趋 于 0 的 正 值 上 调和 函数 ), 这 确实 是 可 行 的 . . 

定理 A1 设 M 为 非 紧 、 完 备 Riemann Hv. MRE pE 
CAM) 满足 : 之 0, Ap <0 以 及 glx) 一 0 当 plx) 一 oo， 
RM 上 存在 整体 Green HR. 

证 明 : 令 Grir, y) 如 上 所 述 , 固定 ye M, iE: 对 每 个 
r>0, FE Clr) > 0, HF | 

lim Gelz, y) < Cloy(#)), Wee M, (A.3) 


BRE MESES reo? D, Cae 
R 一 maxi{Ga(x, y):x€ OB oie 
当 Ro, $ vg = mg Gale, y), H | max ve 一 5， 且 由 极 
vil 
KERE 
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OS opts) <6, Yre BORSA) 
We > 0 充分 小 ,使 得 valx) S plr), Wee ðB, O). 注意 在 
ABCR) 上 wzR 一 0<。 四 此 由 鹤 大 值 原理 
vrit) & plr), Wre BCR)\B,(r.). (A.4) 
另 一 方面 ， 取 定 R> 0, E BOOB), DRM 8 > 0, 
用 证 有 明 CA1) 的 阿 样 方法 可 证 : 当 Oma e 时 有 
vpl) < 有 十 有 GREY) 
Wee Brn Niy}. (A.5) 
(A2) #0 CAS) 一 起 给 出 了 er GAAR ATF R ELit. A 
此 ,由 于 Aree 一 0, FIFA AEEA A E R Ta 
的 办 法 (参见 定理 1.4.2 的 证 明 ) 可 知 存在 R — co， 使 得 we 在 
M\iy) 的 每 个 紧 致 区 域 上 C RATEDE DE CAM\{y})， 
满足 Ar 一 0 出 (5&.4) 推出 F(x) < wie), Wre M\B,Cr,), 
因此 
B(x) 一 0， 当 plx} —» oo. (A.6) 
及 由 CAS) HEH Dir) So + eGalry y), Yre Bryk. 所 
6 ATE). Fald 
pix) <6, Yre B vor \d vk (A.7) 
又 注意 max ve = 6, AE max yd. H (A.6) #1 (A. 7) 可 


Kl v Ze M\ty} 的 内 部 某 点 ne ƏB y Cr) 这 到 极 大 值 5. 但 到 是 
调和 函数 ,由 极 大 值 原理 推出 5 二 8 > 0, BRS (A.6) 矛盾 . 
这 个 予 盾 证 明了 CA3). 
ER 0<<F <t R, 利用 极 大 信和 原理 和 (A.3) 即 可 得 到 估计 : 
Gale, yl 十 maxfCfF)。 CCR)), 
Vee BCR) BC(F), H REDAK. 
MXMAHH A. RARA A E A O A t a RT aAa 
HoH EH G(s, y) = lim Gale, y) 存在 并 满足 AGr, y= 


0, ©€M\iy}. 最 后 :不 难 利用 Gale, y) EM. BIE Cle, y) 
AE 1° —3°, 因而 是 所 求 的 整体 Gree 函数 。 具体 证 明 请 读者 


+ Jj 中 


自己 福 出 . 
FECL Ee BRR, oS ER pC) 在 无 穷 远 处 为 零 的 
条 件 改 成 可 商人 性 条 件 , 则 可 以 得 出 : 
定理 A.2. 设 村 为 非 紧 ,完备 Riemann 流 形 ,其 体积 
Vol( M) = œ, 


如 时 存在 pe CLM) BE: o> 0, 4p <0 以 及 | prav < 
o, HH 产 > 1， 则 邓 具 有 整体 Green 图 数 . 
IH: AEA AL 的 证 明 完 全 一 样 ,只 是 (A6) KNB: 
| ga VY < 
又 注意 (4.7) 保证 # 是 好 上 的 整体 调和 驳 炒 {《 即 奇 点 了 7 FITS), A 
而 由 定理 215 WM a> 0, FR] Fav 一 srVol(M) 一 co， 
与 | za < co FA. 


定理 AB 设 邓 为 非 紧 、 完 备 Riemann RB, mh aCM)> 
0。、 则 好 具有 整体 Green PAR. 
WA: EAA ROE AL ERNA 
0 opf 8, Vre BIRB, Cra). (A.B) 
我 们 的 目的 是 利用 LCM) > 6 证 明 : 如 BG JCBG), BE 


Or <> “Bl 


| vidV < C, YR > 27, (A9) 
BIRS 


其 中 C 是 天 依赖 于 尺 的 常数 ， 假 定 (4.9) 成 立 , 则 由 于 re 在 MN 
ly} AERE EB ae Fos 利用 Faton 5| n FE 

| Pav £ C, 

MACF? 
结合 (A.7) 即 有 上 SV 之 co, HARMS 0. 于 
E, Vol(M) = 3° | dV < o, 定义 Lipschitz GARY az 使 在 


. a 


BCR) E we=l, Æ M\B(R +71) E wz = 0, Ree os 
teal, HA lVee| <1 几乎 处 处 成 立 。 由 ACM) ERA 
LCM) < | lvarliay [| wav 
a Vol( BCR + INB(R)) 
> Vol( Br) 
由 于 VolM) < c0, EAA —0 当 R— œ, Ait 40M) = 
0, R5. PPE ST (A3) 以 下 的 证 明 与 定理 
A.1 相间 . 
汐 了 完成 定理 AS AEI, FRITS EE (A.9), Saw 
Lipschitz BEBE. Wt: 1 =O Ee Br) 1A, "= 1A MS 


B(2r) poder clive [Vaio Wht (ZER eg|OB(R}=0) 


ü = | yrråvgaY 
7 BRAG) 


一 一 | Von: V(qee dV 


BCRNBO? 


= | (Vm | edF 
BUF BIF} 


Varg) ldV. 


| RARABI ` 


XH a(M) ZEX A 


LCM) | odV <M) h Caen eV 
H RBD 玫 B RELF? 
r 
<= | (neg) ah 
S BIRN EP) . 


一 | (wn ody 
Beapr Br) 


g7 


二 : FR 
P? BABLI 


x 


<5 一 一 ”Vol(B(2F)NB(F)) = 


由 于 CM) >D, (49) 因 向 得 证 ， EE AS 到 此 证 毕 . 
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第 三 章 特征 值 问题 


$1. 特征 慎 问 题 


设 M 是 nm 维 紧 Riemann 流 形 上 共有 边界 OM (可 能 8M 一 g), 
其 度量 在 局 部 坐标 Cats cee, x) PAZERA ds? = Digi daidxt, 
其 Laplace 算 子 


A= -E 9 (give 2), 


Axi \ Ox? 
其 中 (pi) 一 (giz) E= dert gi;). 

A SS Laplace 算 子 的 谱 问 题 。 我 们 首先 引述 若干 熟知 事 

X, 设 pe CIM), $ 

loli = f o + |, ivel’, 
对 | hmat Ae Hilbert 空间 是 熟知 的 Sobolev 空间 ， 记 作 
FE(M n pe CM), HEAR Hilbert 空间 记 为 HM). 
Sobolev AJRI $ k H ip H, MEA Remon VM, 
Hi(M)= Hi(M). 

另 一 熟知 的 事实 是 : 

Hi(M }¢ psp 其 有 一 阶 L 广义 导数 。 

x M= ø W, A 是 作用 在 HilM ) 上 的 二 阶 可 网 型 目 共 
ey. 根据 自 共 加 算 子 响 谱 理论 ， 它 其 有 离散 的 特征 值 : 40 
= dy a, Gd, S++}, RPA ERR Lt, 

Adi 一 tipis pi = 0, pi € CCM), 
并 且 ids} 组 成 Hiber 空间 WECM) 的 一 组 正 交 基 。 

当 OMEP WH YTRIEAZBHLEN, 我 们 必须 赋 加 一 定 
BI A AE se RS: 

A) Dirica 条 性 : 此 时 


= 


Doma 一 FM ), SFR FES TER ROE RS 
Zh 4,54, Rh NERS 1), {4}: 
. Ady = 一 2 中 dhilan = 0, hE COM), {di} ALK PUM} 

的 一 组 正 交 基 . | 

B) Neumann 边界 条 和 件 : 此 时 
DomA = Hi(M), 
相应 的 特征 值 和 特征 函数 为 
O= Aya Sa, EET 


Ap: 一 — hips oo vy ms bie COM), 


{组 万 Hin (M) 的 一 组 正 交 基 , 其 中 > Ro OM 的 外 法 线 方 
ra. 
在 和 的 转 征 伪 理 论 中 , 以 下 的 极 小 极 大 原理 有 基本 的 作用 ， 
Be RK: 
ATREYU, BRilcSAaaA 
(1) BM = ¢, 
H= (te HAO) f= 0), 
| H = FR(M), 
(3) OM + B.N-26 HE 
H = (FERM) | f= 0}, 
则 我 们 可 找到 一 组 可 数 正安 基 {fi}, Af 一 hili hE CPM), 
Oa Sa, < +: ,使 


i M i 
A, = inf i Te H 
fF | (3.1.15 


na [ih = 0.5 = 1... 一 | 
{lr i E 
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Hala, W u BA IESE SARS Cah 时 ， 
| vir > cf lip, Yten, (3.1.2) 
SME STA tb BRASAPRAER C， 这 种 不 等 
TARY Poincaré 不 等 式 ， | 
Poincaré 不 等 式 为 微分 方程 理论 中 基本 不 等 式 之 一 。， 另 一 个 
基本 不 等 式 是 Sobolev 不 等 式 ， 
Sobolev 不 等 式 : WME RRR AWAN Riemann 流 形 ,由 
PETAR C, iE 
a-t 
c(|) 
对 一 切 Fe COM ), 并 且 满 足 How = OCD 民 条 件 ); 或 者 | /一 0。 


《后 一 条 件 称 为 Neumann fF; 当然 在 不 辐 条 件 下 常数 CHA 
A.) 

Me Md AR FE TE ABAD Riemann WE, Sobolev 不 
等 式 不 一 定 成 立 。 它 的 成 立 与 符 周 不 等 式 的 成 立 相 等 价 . 

SRS: ORM DRM, OM, WR EBM 
(不 依赖 本 Q) iE 

C(Vol(Q))* < Vol(8Q), (3.1.4) 
Fri (3.1.3 }=>(3.1.4), Be Be Prey 
l, xe Q, d(x, 09) > 6, 


dlx, OQ) xE Q, dlx, 002) <a, 
e 


0, HAE. 
tf. Sobolev KER, BS 8 一 0 便 可 得 出 等 周 不 等 式 ， 现 
在 我 们 证 明 (3.1.4)J=>(3.1.3)， 首 先 我 们 需要 下 面 的 
Co-Area 公式 : JE M BRAD Riemann BEB, 
feH(M), 那 委 对 对 上 的 任何 非 负 未 数 £ € | 


lee fo se 


<| vA (3.1.3) 
M 


下 一 
ft 


fír) = 


(IE BR Gs GL H. Federer: Geometric Measure Theory, Springer, 
1969 AHELA fo 0. 由 Co-Area 公式 


| vil = | Area(f = o)do. 
同时 我 们 有 
\, FIEL = \" Vol(f¥-i > Adh 


= | Vol(f > o)” Tda. 
n — ] Jo 


利用 等 周 不 等 式 
| Ivf] = 人 Area(f = og) de = c| Volli > a) = do. 
因此 只 要 证 明 


zzi 


| Vol(f > oy da => GRAN Vollf > ¢)a*- rte) © HUEY, 


& F(a) = Voli > 2), 9 = | Flo) F ado, 


oe) = (| F(o)o Ado)", 
则 gp(0) 一 o(0), 此 外 利用 F(a) 单调 递减 不 难 验证 P'O > 
一 一 了 909 
因而 poo} -< plo) BICZ. 


XT SRE AIL al MM, Cheeger 引进 了 两 个 等 周 
WM, CNA MEA BWA: 

ES (Cheeger}, AM BUR Riemann ME, E MAE 

当 BM = OH, ho(M) = in| oO acm}, 


Vol(2) 


Vol(M) LH EM rH k, ERMA 
Ån M) == inf la 为 两 部 从 MM, =| 
x min} Vol( M, >, Vol (M, DV Pike BA E 


` + 09" 


这 两 个 等 周 常数 和 第 一 特征 值 有 密 印 的 关系 . 
定理 (Cheeger), X} Dirichlet ARAME, 


1, AM). 
对 Neumann 边界 条 件 耐 言 ， 
he M), 
证 明 : 《对 Dirichler WARF.) 设 了 是 对 应 HERR, 


熟知 ， ix) -~O0,re 8, f | ons = 0, 
i) QR FETE sf 


| [wep] = af lel, Ype CIM), play = 0; 


Rj ay > mae 这 是 因为 ,考虑 f, VF ive. 


al PP< 2 | vA < >I (favn) 


Ri - Ay > 
a) 根据 Co-Area AR, 
haval = er (ee 


一 | Area [p = gjdo 


p Area(p = g) 
= a ] 
j Volo spy VORP 2 eee 


Arealp =a) a) , | 
= inf ( Vallo Sa) $2.) |__Yol(p = olde 


Areal p = a} 
=> inf ( Valp =o) Na ipi» 


» Igo + 


co < af (- / Area(p = CETE 


Area 
hp(M ) Volle 2a) 


Voli 2 


PAH i) A a 六 sna, 
对 Neumann 条 和 件 , 仅 需 要 证 明 ( 此 时 OM = ø) 


gut D) =n inf | = 


fe ciM} 
Fl 
M 


fum 
设 超 曲面 五 将 对 分 成 M 和 M: 两 部 分 ,无妨 设 VÁM) S 


Volt Mi)。 对 于 一 切 e> 0, 定 义 
ArH) wars H) Say rE Miy 


hs) a, 当 dix, H) > gs, rE Mi 
rE Ma 


当 dlr, H) > 8, x€ Mz 


pies H) 当 d(x, W) aa, rE Ma, 
| re M,, 


择 常 数 Cle}, 使 
(Ch) 一 Ch)1 = 0. 


显然 i 
ime = VIM) 一 Cu 
to Vol Ma) 
但 当 e > Ot, 又 有 


| IVE) — ChG@)11 > (1 + COArea(H), 


| I CR) > VOM) + CVM) 
(1 + Co) min{ V(M,), FLM) to 
所 以 , 
{ive 一 | ACH) 


+ IO] * 


因此 


再 证 
{ivr 
inf ioo hM). 
fu | 

任 取 fe C“(M)， E = 0. 

* | 
o [f(x) mies, ) 
fC) = to. ee 
m — — fír), 4 j S0, 
ie) to. ee, 

nui . f= jt — i, 

用 Co-Area 公式 

| gp = TY 
jf | | Sr) 
= | Arealf+ = £) 
=; Areal ft = C) + 
ty Vol({* > C) Volf > Cjdc 
= hv( MO ft, 

i |, IV Poh S iM} F. 

因此 


| Vil = hD A. 


利用 Co-Area 公式 和 等 周 Cisoperemetric) 不 等 式 ， 还 可 以 
证 明 以 下 的 Rayleigh 3448, 
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M (Faba-Krabhn). 34 OC Re 是 一 域 ，B(RY 是 R" 中 
以 原点 为 中 心 。 半 径 为 的 球体 ，Vol(9) = Val( 8(R))。 则 对 
Dirichlet 边界 条 性 的 第 一 特征 值 而 言 ， 
402) > 10 BLR)). 
HERA: RAS oS SE fA 
Af 一 — 4 {0}, 
fla: = 0, 1> 0, HOW, 


此 处 A= a 


现在 利用 1, 通过 "对称 化 ”来 构造 BCRP AORR Re: BCR) 一 
R+, 使 得 对 于 性 意 常数 CC 有 
Vol(j = C) = Volle > C), 
FA e 只 是 径 向 函数 ，8 一 g(7),r R, Hik, YC AR > 
Ci = 3R, (R) 一 0， 根据 造 法 显然 有 : 


| P= 上 Vol (CP > cac 一 上 Valg’ = cy =| P, 


EÑ) 
HERH 2 KRF nE g =C E, |Yg| 一 |Z er) 
常数 ,因而 


Area(g = C) = | _ 一 (5 vel \ A j i 


但 由 R 中 的 等 周 不 等 式 (同体 积 的 区 域 以 球 的 表面 积 为 最 小 )， 
ae . j 
Wag (PAL > (| 1) = Latet = €71 


> [Area(g = C)P = | [vel > | t, 
“eC =c |vg| 
但 由 Co-Area 公式 ， 
dVollf > C) -=Í 1 
dC tree yfl? 
SNo 2 C) a | io 
dC sc [Val 
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而 dVol(f = C) _ dVol(g > C) 
dC dC > 


所 以 | Ivf) = | vel. 
v a l r= 
再 用 Co-Area 公式 


favre hh vil acm (J wel )ae 


r 
= | ivel’s 
BCR) 


由 极 小 极 大 原理 


lw > | nl Ver > 4,(B(R)). 


$2. Riemann A pH Cheat kernal) 


设 Q 是 一 般 的 Riemann 流 形 (不 带 边 界 ), 令 
@(d) = {fe C(O) Ilf < +00}, 
Boos WA = | Pt iar, Be 外 小 的 完备 化 是 Sobotev 空间 
PCO) < EXO), HT dH HO) 中 的 闭 包 记 作 d, &deAd 
TE CoQ) 的 限制 ，de AR de 的 定义 域 是 ACO), HO) 是 
Co(M) 按 i -的 完备 化 显然 HO) Cc HO). Sobolev 空 
由 圭 论 指出 ,加 8 是 完备 的 Riemann WE, Ri AMO) 一 HO), 
算 子 8 二 eds, ee (di w) = faw), 其 中 心 是 C1- 形 
Ao hwe 内 要 二 者 之 一 具有 紧 支 集 , 令 
DCH = {we Ci -形式 | 十 (oo < +e, 
根据 Gaffney 的 一 个 引 理 L Ann. of Math., 60, 1954, 458—466], 
3 =a dt, dc = d”, 
其 Laplace f(A Dirichlet 和 Neumann WA AIEA 
Ap = de, Ay 一 Hcd, 


* 04 


Den ae ree ee me Mem 


“ORAS, WM A = As = 通常 的 算 子 。 Mika ERA 
的 【此 时 HiO) = HCO)), WAŻ 和 一 了 天 一 有心 affney 
证 明了 [ Aan. of Math., 60, 1954, 140—145) 
A= A, = Ay = 5d, 
HAD APA Ae Bray BRA THER, 
MR ALAS HEBD. MR dE, E A 的 谱 测 度 , 则 


ge” a = | e“dE,, io 0, 
¢ 


并 且 对 于 > 0,07": L()> f) D(A) cr (0), $ fe 


Lyng, Ae ™ =| "le dE.) 这 里 站 DBA C CMO) 
LaF RAT Re (Wer 埋 论 ). 
下 面 我 们 来 叙述 并 证 明 本 首 的 基本 事实 ， 
定理 1 存在 热 核 HG, y, 9 e COXO x R), 使 


(ef) Ce) = 1， Hx, Y, 2} fGO. Wie LO), 满足 
1) Hlx, Y, i) = H(Y, £, 1), 
2) lim, Hix, ys E} = ky)» 


3) ( a- Z )H =o, 


4} Hix, Ys t) = | H(x, By t— H(z, Y, "da. 


ER: 
A WSEIEAR, Wie LO), «Ase CCO X R+)， 为 此 先 证 ， 
FES SRM T [weak sense) 


2. (ezf) -| ie-udE(}), 


2 e **f) He im 二 | eittagFE,(f) 


一 i Ba (D| 
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= tim [| eudE, (f) 


oo pT% — ] -it 
十 va Ae dE, Cf) 


at 


一 (“—aeMdE C1) + OLAT HID), 


BABET (e-* — 1)/x 在 [0, oo) 上 一 致 有 界 ,而 极限 是 在 
:意义 下 取 的 . / 


“为 证 明 2 (ef) = | ae aE) GB). AE Ve € 
CR X RY) 应 有 
Op -tf a = de 
(2ean 一 一 人 人 teraz ). 
& fy m= 7, 
[28 (otf) = tim | BUF) y, 
at Ei g 
um 一 sm | p(t) fz + E) — fle) 
& = Ü E 
Cf 
一 一 | ZOJN de dE) + OC 4e Hf j]. 
再 令 4 一 十 吕 , 即 得 
ae = ol renon]. 
JSAP HERE AE CHET YF) 


g’ ‘ -FA “ 2 —i 
(4+ ZY Gren ~ {7a + Pe MEAS), 
Ti L= A+ -是 9 X R* 的 Laplace HF. 椭 癌 算 子 理论 据 
出 了 BLO cee, A, e~e C X Rt). AGS 


ef, BI SE hm |, ae Maas) Ale] = Ah, 


. 4 Dý t- 


所 以 (4-2) hla, 0, 
因为 Ae.) EWR GAC EBAREN PR. … 
B. 证明 ef = |, Hle, y, Of). 
RENES RITEM fe CE(Q), 并 且 suppi 32 EIB 


. SRA OSA. 9 - 的 参数 化 (parametrix) URE 


后 的 附注 一 一 了 (zs, : S Plz, ¥,7)€ C°(G XQ X R*), 
imple, YY 。1 = fys 
并 且 对 任何 N > 0， lim] PC. Y, 7} = OC"), MAY d(x, Y) 
RBA, 40, 有 浙 近 展开 


P(e, y, 1) ~ -SP seh SO /140) >a As D, 


其 中 p = dim@, d(x, ¥) =x, ¥ 的 Riemann BS oe, alx, y) € 
C7, aalr, Y) =l, WF 0e dsrs . 
eePfx Y, t — E} — e 5U P(e, Y, 6) 


te È “Bic 
= a. fe Pix, ya s))ds 
4 


Ł 


ie me | | ae BP 
= | | Ac ali OPC x, Ya i) + e als—si a. (x, F, | ds 
-Ë 5 


—= 1 eA | PCr, yy s}ds, 
用 (RRR e Ae eo, 
lim e"*POx, y, ©) = Plx, Y, D — | eG ,Plzr, yy, sas 
kaa Lt 
det A(x, f, 1). | 
id F(x, Y, s) = LIP tr, Y, 5), 则 


i 
a e FEO Fix, Y, sds 
让 


tf oo 
=| | e AEF (x, y, SY) 


ot 


* TO? » 


fo wD 
十 Ki Ae NO Od ECE Cae Fs s))ds 


= | | fet AAE Fir, ¥, tds + (" OC" ds, 
这 是 由 于 Fir, ¥,5) = O05"), s— OK, Ak, Ale, v, se) € 
@ (A), BILL H(z, y, 0) E CQ X Q x R+)， 因 为 
be EA P(x, Y, 5)| = OCs"), 
所 以 HCx, y, e) 和 Pix, ys O 有 具有 同样 的 渐 近 展开 ,由 Hix., 
?> 1) = lime P(x, y, e) , VID E CIU), BA 


| Hle, y, Oddy = tim] eo“ MPa, y, efyd 


= elim | Plr, y, s)f(y)dy = NE), 

最 后 的 等 号 成 立 是 由 于 Pie, y, 1) Mee. 

lit, ch Hx, y, :) 的 定义 可 验证 ， 当 > 国定 ，: > 0 时 ， 
Hla, y, 1) € L(G), AH 

ee) = È HG, 9, DIG) (x) 

对 一 切 fe LXO) 成 立 ，H(x, y, 1) 是 A| 的 核 函数 。 至 于 性 
Bil), HG, y, O = HUO, x,!); 是 由 于 和 是 自 共 罗 的 ;性 质 2) 见 
(+A. 

性 质 3) EBA. HEN 

H(z, y, i) 一 lime P(x, Ys t), SE e > 0, 


P(e, y, 1) 均 满足 热 方程 ( A 一 a) 一 0, 因而 亦 有 ( A + 


ee 


VHC, Ys i) = i, 
性质 4} 的 证 明 : 用 ec areac 一 ea BC * EIS 
H(x, y, 7) 一 \, Hla, 2,1 — S)He, ys s)da, 
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He SPR RAIA AS Cparametrixd, 

BA, OR ie, MWa(a-2)emomRAME 
exp (Z) Uant, xR Riemann JOE M RULE 
具 以 下 形式 的 热 方程 基本 解 | 

Ux, Pa t) ~ (Amt) Fee | ie, rye}, 
其 中 dle, ») SEM 上 的 两 点 的 Riemann BER. 

取 围绕 x 的 正规 坐标 系 (i 一 1,…, n); r 一 d(x,7) = E 
Box, 》 的 测 地 线 距离 ， 热 知 对 于 仅 焦 丙 于 + 的 函数 AO Alr) 
dds + (tev dds 


全 和 > F dr dr’ 
Alph) 一 由 Ad + bAd +2 fe Ae, 
4 
bm (Aat) te © oe ++ prt", 
È 
ty = dd = (ant) -Sexp( 二 
(4—2 uy = 6( ao —-2 4) + 6(se-2 e) 
ar A Of 
a ab dp 
“dr dr’ 
由 
ô dlogV g dp dy r 
Ap — Br $ = ar dr’? Ar 一 下 
可 得 
日 
(4~ ay) 


a 169 + 


-$ E [apes (tt ZIVE) g, — riha) a 


: t yoo 2 dr dr 
化 为 解 方 程 
db /ralk Ys | 
r+ 十 方 一 一 本 ZVE g= Apg- nk= 0> nN, 
HRR . _ 
we Sf. (rtetdy) 一 rk gt Ad ik Bh, 
doy . dlogv/ 8 
ae ar. +- a po = 0 ($6 = 0). 
由 此 解 得 ， 
py = gt, 


ay) me . 
ala) er Ag Deter, 
REEN Wl 一 0,，…,N), 显然 是 的 ,而 
( A 2 \uw = (dat) 26% Adu - 
取 cul-off “BGR Ge Co» 使 
JE 1) a joe Cr, i) = (0, 0} PAR, 
”0, 较 以 上 邻 域 稍 天 的 某 信 成 外 。 
> 
| Pair, Fs t) = G(r(x, ¥), tian (x, Y> Ejs 
Pales get) BWE: Pn(x, ys, 1) EC”(M XM X R*), E 
l limPy(z, y, 8) = ð, ly), 


(a— 2) py =o"), 


ə 、 
i A 2) & G, 

a | pap == 0 
的 解 对 初 值 及 GG 的 依赖 性 可 知 ， 如 果 避 在 :一 0 时 有 是 够 高 阶 零 
Ris DUR. i FSA Pals, ¥. 4), AeA 


*. « 


ha BLE 


程 严 格 解 至 任意 阶 . 
下 面 讨论 热 核 Hx, yar) RE. 
51 1. 4 9 Œ Riemann 流 形 ， 无 论 是 Dirichlet, 水 是 Neu- 
mann iD ARE, M i 
Hlxy Y, 1) > 0, Y > 0. 
证 明 :; .由 Sobolev 空间 理论 知 , «we HQ) (或 H2 )), 
RET é F(a) ( Ha). Fit» | 
du, u =O, 

: ate Waly f > 0, 

BE y Ws, y O 的 渐 近 展开 , 知 当 sy 8 充分 小 时 ， Ne, 
Y1) > —Kyt®, AB d(x, y) Ke, tAd, 设 Baty) 为 以 为 
中 心 , 8 为 半径 的 蒜 , 沙 税 
R= Q Xx [0, MB.) x L0, a 
则 


0 去 fe, dH- (4 (H — mo) 


= fe, AHH — |i) — s, n y l (H —]|H|)*xdH, 
式 中 利用 了 Stokes 公式 及 边界 条 件 ， 注意 当 5 -> 0 时 。 上 式 的 
第 二 项 -一 0 ,这 是 国 为 一 如 < Hyt” 安民 wu 而 第 一 项 


.二 (一 ww — |. O.pp. 4 gy 
(a aH 3 (H 一 |R|} fe, oF 2 CH 1 五 


H rn oe -up) 
L 
2 


| [4 E- ap 
| [+ (H — 18|) I} 


同 理 当 8? 一 0 时 ,后 一 项 一 0， 因 此 H iHi =0,RLH > 0, 但 
由 热 算 子 的 要 小 值 原理 ,只 能 有 H >o. 
引 弄 2. io fy i Bo S Riemann MÆ (space form) 


ee dit 


EE -— 


中 的 测 地 球 Bx, 熟知 其 热 核 仅 为 + 一 dle, 9) ORB HG, i), 
miD <0, 


证 明 : 其 思路 同上 一 引 理 . Mor, <8 时 ;由 HeY) 
的 新 了 近 展 开 
8H et. ( 
Or (4212)°"? 


一 三) (akr) + mlr) +.) 


e-& 0a Oa, 
tera) + 3 5 (rH -+ …), 


aCe) E C N ait 2 让 = O(r). Bit (0) 一 1, 因此 在 ryt 
很 小 时 , 首 项 {eT ] (Axt)? X |—Z Jao) 起 主要 作用 . 所 以 


此 时 on (r, 1) <0, 并且 对 任何 NN 都 有 =O"), 令 
r 
Rem M X L0; JNB: x [0,2], 


M? m [r D E Re oH > 中， 


则 
BH 
ae P Br 


aJmr \as0r" Or 


(° &H oH 
+), oe Ass” Or 


o<] -| L qam, ay 


1 十 工人 (HY 
F iy (= 
4 ev 一 0 时 ， wait 而 
nea (52), 2E a OH oH 
Os ` Or Os Gr 


-的 a 


#112 * 


当 (6,1) 3s Et, Al i eR ry ae ON 由 一 些 闭 环 组 成 , 其 
边界 Bt 一 Sx。 由 边界 条 件 崩 用 Stokes 公式 


| 人 == -h (dAH, dH) 一 一 | [AH |?, 
类 仆 地 : 当 se (0,6} 时 ， 


OF BN È app — ( aHx aH, 


|, VB, < ttt aðr? Br! vont VE Ce betes 了 
上 式 的 最 后 项 -0 ( 当 e, ;一 0). 由 此 得 到 DY = 多, 即 OF < 
- 
0, 因 为 


BH ƏH aH 
a a + 
aya. a (OH 7 (25) 
— —_- H _ iy eS _ = 0, 
Br \ ay ) mr) s(5) mi + \ Or 


下 


完备 的 Riemann eB. pA x 为 中 心 , re 为 半径 的 测 地 球 
记 作 BC yo3 记 Falko ra) 为 5 维 单 连 通常 曲率 艳 的 空间 形式 
中 的 半径 为 的 测 地 球 。 Valko ro) 中 的 热 核 为 efz y, r) =m 
e(r€x, ys 1) 可 以 看 作 B(x ro) 上 的 函数 .。 此 函数 在 Bln, 
r)\C 上 光 户 ,其 中 心 是 入 的 割 迹 . 
定理 2 GARMAN BER, Cheeger-Yau), 设计 是 完备 
Riemann WE, 其 Ricci 曲率 > (一 1) 下， 任意 固定 reM, ro 
> 0, M| Bir, ro) 的 热 核 Hx, ya) 和 空间 形式 中 的 测 地 球 
VCR, ro) 的 热 核 四 (rtx，Y),!) 满足 不 等 式 


(rx, r); t} = A(x, ys t) 


CR PER A RAR HE Dirichlet BR Neumann AE), 
证 明 : FARA 6 HED 
Hx, Y3 r} 一 AET Fs t) 
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下 d [x z, t — s} H(z, l, Sldzds 


Bixar) ds 


~~ \, \ neces 
i 
+ 


’ | AS (rir, z), — sjH(ls, Y, sdads 
Hisrr.h 


-ü 


s Oir(x, zy] 一 了 ee ¥.sjdzds 
s 


E (r(x, 2)st— ©) K Hla, Y, Ddeds 
S 


Atx ur -} 


-È È 26l, — $) AHL, y, deds 
rD y Aixo) 


BhAMA43LOM EBSA EA Laplace MT, fA Green 
公式 ， 无 论 是 Dirichlet 的 还 是 Neumann DRA BA 


| Blrl(x, z), ss) AH(e, Y, de 
Birro) 


一 | Af (rls, 1),1-~ s)H(2, ¥58)dz, 
Tr 
因为 Hle, ys) > OPER Re EA 
ÀF irix, 2},¢—5) @ AP(r(x, 2),¢—58) 
用 在 x 的 正规 学 标 :(r Eh Ee ot, 


~ oF a dlog / f 
A= Br mr) or > mor) = a 

| 0 a dlog/ E 
A= 一 可 一 mir, fda mr, E) —r -r.. di .- 


因为 的 Ricci 曲率 S (a 一 1 总 ,由 体积 的 比较 定理 可 知 
mr, E) S m(r), | 
Ar ed 
af  _ ad 
—m{r, aan s mir) Or” 


这 里 用 到 < 0, 因 此 


| OF 

Or 
A@(r,t—s) = A&(r,¢—s5), 

注 ; DERITERKA SESS. ORE EA, WA 


*hi4 + 


通过 ;如 计 及 割 迹 ,那么 采取 一 定 的 极限 手续 ， 披 着 证 明 的 网 一 黑 
路 也 可 通过 ,请 见 Cheeger-Yau: Comm Pure and Applied Math., 
Vol. 34(1981), 


关于 热 方程 的 基本 解 , 以 下 定理 是 熟知 的 ， 其 证 明 可 型 : M. 


Berger, P. Gauduchon, E. Mazet, Le spectre d'une variété rie- | 


mannienne, Lecture Notes in Math., 194, Springer-Verlag, 
Berlin, Heidelberg, New York, 1971. 
定理 . 设 fi SM LAER PIER, u 是 其 相应 
的 特征 值 ,那么 热 方 程 的 基本 解 (heat kemal) 可 写成 
H(z, y, 4) De REH G 
特别 


wet 一 | Hix, z, Odx, 
站 :一 十 0 时 


sA d 
Hix, ya) ~ (4ni) Fe Y Epil, yp, 


53. 第 一 特征 值 上 界 估计 
WM BRAY C” Riemann WE (可 有 边界 } ERKAM 
的 洪 展 开 式 
Hx, Y, 1) = Eep d), 
其 中 p: 是 相应 A, BY ARF GE BE Ag: = — A pis Gila ™ Ù, 


| orp = bne LM) ~ Dp). 本 节 的 旧 的 是 在 村 的 曲率 的 一 


TER PAH 尽 可 能 精确 的 上 界 估计 . 

上 界 估 计 的 基本 结果 是 S. Y. Cheng (Math, Z., 143, 289 
一 297 (1975)) 的 工作 ， 在 该 文中 Cheng 建立 了 对 第 一 特征 什 
的 比较 定理 .在 前 文中 我 们 已 经 有 了 关于 热 核 函数 的 比较 定理 ， 
Cheng 的 特征 值 比较 定理 就 很 容易 导出 了 : 

定理 (5. Y. Cheng), EMES Øi Riemann 流 形 、 其 
Ricci HR > (s — 1)k, s = dimM, IA Bla, +) 表示 对 中 以 


e5- 


a, Ye, r APH MER FEEL VCR.) RAR ” 维 
ABH S AMSBAW eA rw M Dirichler LH 
条 忻 而 言 
UBC rD & LVR r). 
证 明 ; 分 别 记 Bla, R) BARRO Hle, Ys 4) F (ksr) 
的 热 核 函数 为 要 (dtr,， ys rt， 按 热 核 的 谱 展 开 
Hx, x, 1) = De Voile), 
& (0, 4) = De $20), 
出 热 核 比较 定理 
Hir, Xs O > Ah 2), 
Bp 
el pitx) + eaa + ooe 
> erip) + G0)e On +]; 
所 以 
pile) Fe p(s) 
ee GAM pO) He FH BICOD 十 
由 于 p.(0) 和 a(x) PERE, pte) > 0, P(x) > 
O, WGA Aw >> ii€m 22), & 上 一 上 ,得 5 
aa, TE. 
定理 (5. Y. Cheng), j M Æ n R Riemann RH, 
Ricei(M) > (a — 1)k, Ail 


a 
其 中 4 一 MM 的 直径 ， v (bee a) BP MMB k HALES 
半径 为 E 的 球 ， 

EA: 可 以 找到 tie tan E M ,使 B ( s15-2-) BR E 


交 , 设 4 是 (be 二 ERR- ERR AACR SERTA 
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Pe poro tEh ry 为 相对 于 的 M 中 的 距离 沙 数 , 则 由 上 述 定理 


J L) Vol eh (2 (z: 5) P lel 


th =) 


cule (eZ) g tw 


E 


Ho. PPRA B{ ri- ) 以 外 ,显然 存在 t trana EROE 


Dap, Sarpi l idat, Pnaläd = — i d” 由 此 根据 极 
AEE, 


bo M | (Eam? < | (Saver? 
=|) Sali ves) : 
J d 3 
= Ay (v (4, LY (Sap) + 
所 以 
d 
in(M) < u Èk, L), 
K. m 一 1, 有 uM) <1 (4,4), 
S. Y. Cheng 具体 估计 了 空间 形式 中 球 的 第 一 特征 值 : 
1) fi Ricci M) > 0, WU < Sse Cs WR 2n(n +4), 


2) 如 果 Ricci(M) > e — 1, Ha s ZE, 


”3) 如 果 Ricci(M) > (s —1)(—&), k > 0, 则 


wep kt Sy 


$4. WAE FE t 


给 出 特征 什 的 精确 下 界 估计 通 党 较 佑 计 上 界 四 为 困难 . 
对 干 单 连通 的 完备 . 非 紧 Riemann 波形 ,一 个 重要 问题 是 ,在 


+}}7 + 


何 种 条 件 下 im Br, R)) fete? 并 给 内 明显 的 表达 式 ? 这 
方面 我 们 有 下 述 Mckean 定理 : 

定理 (Mckean), HRM Fe ee IEEE Riemann HE, HR 
面 曲率 sse <0, 那么 入 有 正 的 下 界 , BRR RT A 
C, 

证 明 : 根据 第 一 特征 值 与 Cheeger SARA 如 的 关系 ,有 


UCB Ceas R)) ABB Ceos RD), 


此 ;内 要 证 Apl BCx,,R)) > Tey SRB ay 
ERO EM, nE 司令 r (x) = dist{ x, r), 国 为 地 的 曲率 
7) fas r EVR DR RA Te 外 )。 


Area(O2) = 1S ar 一 Ar, 
an ag dy a 


其 中 不 等 号 是 因为 idr) = 1, a 1, ?是 DO 的 外 法 钱 方 向 


最 后 式 是 Stokes 公式 ， 
ERA’ 4 eR = COT, 


Ar "= lic, cro, 
f 


因而 | 
Area(O2) > AN 1=cCwWol(2), 


所 以 nets, 
- 4 

下 而 来 研究 紧 致 流 形 的 情况 对 于 Re 中 带 边 界 的 域 Cdo- 
main), 其 第 一 特征 值 的 佑 放 是 一 个 历史 悠久 的 问题 。 其 中 代表 工 
ta Fabtr -Krahn, Polya-Szegié, Payne, Weinberger 等 。 对 于 
— RRA TL RR Riemann WE, ETE AT RI Pi 
-和 甘 征 值 的 下 界 佑 计 ,这 一 方面 第 一 个 重要 工作 属于 Lichnerowicz. 
1958 年 他 首先 建立 了 下 述 定 再 : 

定理 (Lichnaerowicz)j， 如 了 是 紧 致 无 近 Riemann HIE, H 
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Ricci(M) = (a — 1)4 > 0, WIR RHE ER E 
A, == nk, 
1962 年 Obata 证 明 ， WELAS SAWM EETA hY kH 
球面 s”, 
以 后 ，Cheeger 给 出 了 hh TAi Hh H R EERTE N 
的 某 些 等 局 常数 。 在 此 基础 上 ，Yau 给 出 了 用 更 便于 计算 的 几何 
最 ,例如 直径 、 体 积 、Ricci HR TA. RH a FADE. 
M 1979 年 开始 ,Li Yau 发 展 了 对 第 一 特征 半数 进行 梯度 估计 
KRE LAF RN AH Ric > OR, Li 在 他 的 论文 中 得 
出 此 结果 }。1980 年 他 们 证 明了 雇 下 结果 : 


定理 (Li-Yao)。 
1) BME ER Riemann aa OM = @, Ricci > 0,1 
i TE- cain 
其 中 了 为 邓 的 直径 ， 


2) MEER Riemann Bie, OM 一 Ø , Ricci = —(a — 
NK (K > 0), 


ae ARU A U t KY) 
Ca , 


其 中 忆 为 仅 依赖 于 # ORR, COMA.” 

3) OM = J ，Ricci 20, OMECUDCH OM 的 第 二 基本 形 
SESE TARY) » A SF Neumann 边界 条 性 而 言 ; 其 第 一 特征 信 1 i ke 

n2<, 
2 

其 中 也 为 好 的 直径 。 

现在 我 们 来 讨论 用 梯度 估计 以 求 得 第 一 特征 值 下 漠 的 P. Li- 
Yau FR, 

iM FEE BHR FA) Riemann 流 形 ， 其 Ricci 曲率 


Ricci 20, Mt u 是 对 应 于 u 的 第 一 特征 函数 ,因为 | x ~ 一 二 x 


+ 重生 人 = 


[Au = 0, 所 以 无 妨 设 
L = supe > infs = —A# > l, lekeod, 


引 理 1 如 Ric(M) = 0, H 
[wul? S Ey - {1 — #}(k + u). 


As == — hig t mn 
Ae? a)s a 1 
max = 1, 


ming = —|, 
ike 充分 小 , 令 r = 1 +e” ay 


Ay == alu 十 a), a, 一 aS 


3 


maxr = 1 » 
ites 

minr 1 
Ie’ 


考虑 函数 ; 
HOL 42. 


对 Fis) 应 用 极 大 值 原理 。 设 F(x) nE MRA BRA. Ul 
VF (2) m 0, AFlx,) S&D, Hi VFix,) = 0, 得 . .| 
(1) 


ey | ¥e | — er }v; . 
Da 7494 | = gA 多 Ws, 


x | 
2 >` vi; 十 DEPP i 
— ADP ye: ( —2#) 
C1 — #7}? 


0 = AF (x) er 一 一 yy 
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+ ivel*(-2) + KAA #(—2v)Ao q 2t¥! ele (—2¢)? (2) 
(1 — py rp ¢ 


(JRA CG 4 Æ Te A 
C= 2 之 vi; +? > Viji 


_ Avrit) + [vel 2e Ae 
(i — e) ° 


Hy Rican 等 式 
PE jii = Dot ti = Dat Pit} 十 >` vit, Rey 
iik 


= Sv Ae), + Ric( Yv, Vo) 
= -一 如 
LE Xa 取 举 标 架 ,使 Vi (7 z 1),H01) 


Sve De ee, — Lele 


(1 一 到) 
(KAE n0 时 推 得 ,如 vg, = 0,0) Ve 一 0 此 式 更 无 问题 . ) 将 
以 上 结果 综合 起 来 ,得 
eee ve 2uivel< 一 21wei 1 一 LoAvl ye? 
a — 1—# 
Ieee | a =) < Ive? + nolo + ae) 


(et (a < hl + av) SUL + a) (*.) 
~ 一 ý 


Ath, Vee M, 都 有 
ivel? al al — 7), 
~k\/ + 1k 1 
l Ei r = |r — As + E) LER, d; "T Lak am FR 
Ase E — 0,80 


eal? g EF 


(1 一 4)(a + &), 


定理 (P. Yau), EMO EER Riemann WE. AM = 
A, Ricl(M) 20, X d MHA, I., 


= 121 5 


at F | 
ue HEY. 
TE: 了 第 一 特征 函数 u RE ERS RTA RE att 
d 2ay 

[Welt < iik 《1 — ula t &), 
其 中 

| = supa > infa = — À > —l, 
取 rone M, th ulr) = supa = l, a(x,) = infa = —k. FRR 
小 测 地 线 了 连接 ris x2, WO | 


! du 2a, (* ~ 2A, 
—_ — ©. L. d <J a, 
| Ns Vitel: STR 


> 


EMEI ER L. RAI R RS iH EREE 
= ONT ARR E. 
AAEH Riemann WÉ, OM = Ø, Ric(M)} 20, Mis 


u 为 第 一 特征 函数 . 
—kKw infu < supr = 1, l> >O, 


Bp 


令 
“一 
p = 一 3 a= L, 
ELMER iFk 
2 
网” 满足 
Ar = — ilv + feds 
[| -| _ 1 PP 四 1 
supe 3” infe +.” 
a 
d T- + 
i+e 


e122 


， 1 
= sin g It] —— 
> F ;内 | i+e 


[ve]? 
l — 


定义 函数 。 FP(9) 一 max 1v6 = max Vel 


x M 
[i gis) 


显然 F(6) Ma + Falk 的 连续 函数 ,其 中 & 满足 


pe 


采用 这 和 术语 , 引 理 区 特别 是 (= DSK) A] LA OR oe 


一 7 一 1 一 不 
引 理 2. FCO) < Walta), 4= Tee? 4 TER 


从 Li-Yau 定理 的 证 明 可 见 , 如 不 一 1， 即 “一 0。 那 么 dh 
> (Z) 的 结果 已 有 ， 因 此 ,我 们 下 面 候 定 1 > “> 0 


下 一 步 是 求 出 关于 FOO) 较 引 理 2 更 为 精确 的 估计 、 为 此 ， 


=， 并 且 


设 
F(0) = 4C1 + a,9(8))s (2) 
其 中 p(8) 是 | 一 + 3,5 — e| 一 R 的 连续 函数 。 因 为 在 区 
HREJ ALA 
rE 


mS E 1 此 有 时 可 叙述 成 
p(t) <= 1 


定义 . C? 类 函数 由 (6] 称 为 pA) 在 HE (二 + až — 2) 
ROR] (barrier) 函数 ,如 果 
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pO) = p0), Yö, 
pli) = bi). 
b’(G,) => 0; 
于 是 ,我们 有 下 述 两 个 引 理 : 
引 理 3. mR y(8) 是 pf) Æ 0 HAR WA 


pi,) Sn, nosy 十 cos" av (0). (3) 
BIR 4. EMER £18) 为 
4 (6 + cos@sin@) — 2sin9 
= ——~, JE (一 三 7 
pb) = cosg ° . ° 
T e a _ 
(Feu e(-F)e-, 
Wj 0) ER 者 (9) > 0,74 
$p — sin@ + sinfcos@d’ 一 5 cosg” = 0, {5} 


引 理 4 的 证 明 是 直接 验证 ，3 引 理 3 的 证 明 我 们 留待 后 面 。 现 
在 我 们 从 这 些 引 理 出 发 来 讨论 本 市 的 主要 结果 : 

定理 ( 钟 家 庆 - 杨 洪 苍 )}.。 MAT WA IR Riemann HÉ s 
Ric(M ) = 0, Mi 


征明 : 记 F(@) = UCL + a,p(6)) ARTIC oO) 为 公式 (4) 
Cp RAK , 财 我 们 有 以 下 断定 ; 
pO) < AO), (6) 


这 是 因为 ,如 果 (6) 不 成 立 ， 那 么 因为 p 【一 三 十 引 一 中 人 (三 一 
5) 二 一 1 而 #'(@) 20, 40) > o(—* ) 一 一 昌 所 以 存在 8 
(三 十 3: 一 6), 使 
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9) 一 HG) 一 max (pO — pl) = b>0, (7) 


Gels tes 一 上 
Fk. #0) +5 是 p(t8) Æ GHOMIEOR. 根据 引 理 3, 有 
p(9,) SO sind, — sin coshid +BY + + cos’ p + 2)” 


一 sin G, — sinD cos, p'O) + 2 l cosp Oa) 


= $(6,). 
最 后 一 步 是 根据 引 理 4 FR SOFE. Am E E k. 
这 样 我 们 就 有 

F(O} < Att + .a,.9(8)) <0 H apl Oa 
RE FOL <= a0] + a0). 


EMER Xis Tas 使 全 Cr) 一 > 一 6, B(x; } = -5 + 3, 用 
Be NPRM ES 7 HERE x, 机 x; 有 


WA l Li 全 a8 
afd > ALET) = | Aids > 
7 -zrel + apto) 
由 引 理 4; 易 风 pt0 = 0, pi —d) = ael) apl <1, 
AIE 


zs Ros 


ee) eae h Ara 


-J 1 一 = 


-f ae Betta oa 


== w — 26, 
A g—» 0, 内 而 3-0, 即 有 >. 定理 证 毕 。 


现在 剩 下 的 唯一 向 题 是 验证 引 理 3。 证 明 引 和 理 3 的 方法 是 再 
一 次 应 用 极 太 值 吕 理 ， 


"12 


NEIEN: 根据 题 设 y(9) 是 p(9) 在 9e (一 荆 十 5， 

三 JAREK. B pO) <O), pO.) 一 A), yO) 2 9. 
考虑 函数 

ace) = [LYE — a1 + aseo) (8) 


因为 r) 是 pe) Fee. Alin 

Gtr) <0, Gn) = 0, 6, = @{x,), 
Al Gtx) E n TAB RA ARAB, 
¥VG(r,) = 0, AGr) <0. (9) 


Ag 一 Ar. 4 328 5, wh 
cos cos’ 
一 (sind +e) 98 gep, (10) 
cos @ cos" 


Acos’8 = 2{ sin’ 一 cos*#)|VAl? — 2sin 0 cost Ap 
= 74,sin@( sing + a) — 21V@j*cos"é. 
(9) 可 写成 
20,0; [tl 十 a.¥ )(—2 sin cos) + ay'cos’?]6@,, 
2 D001, + 2D vv = hay’ [v8]? + y AG) cos 76 
— 21a, ¥'(— 2 sin Ocos8)}| vO!’ — àll + ay jco 0 <= 0, 
CLO) PATS A ERA Jm H 


(> yi. y DoR vivivi) 


E Dees; = hiye.” + Riel Ve, Vu} 
一 uv = — A cos’ | y0]? 
可 得 ,在 rs 点 
1 


3 LCL + ay) (—2sin 9) -+ ay cos]? — 21 cos CI 


= 1276 * 


+ ay) — ata Ch t+ ayy" cos’ — te, l cos OF sin 8 + a,) 
+ sin@cos@(l + aIl + dia, - 4cosfsinG(l + a,y¥)¥ 
— O01 + ay) | sin OC sin + ag) —(1 + a ) cos 8] <0, 

消去 Via, LAGA 

1301 + ay)[1 + ay — O + asin @)}] 

a. 


E 


中 > acas Oy" 十 cos singil + ay) 


+ cos@{ sind + a, y — Cl + a,y)¥" cos <= 0, 
因此 在 ti FA 


y— sind = —( +- cos sin 6 + 1. EBEE te cos Bly 
2 2 l+ay 
1 


十 一 - cos gy 
> . 


Als sb} 1, Oma, col, Ee ysind, 1 + ayy > 0, 
d, + sing ~ a.y sinð + sing 


=> = sing, 
I ay I + a.y 


所 以 
pl) = y0) = sin@, — cos siny i) + 了 cos'goy…(6,)， 


引 理 证 毕 . 

定理 (P. Li-Yau)。 iM BHA IN Re Riemann 访 形 ， 
Ric(M) 20, OM SG. ik OM BNC ENR A 
言 的 第 二 基本 形 是 正 的 ), 则 Neumann AWARE om 满 
ke 

hh oe a 

其 中 了 为 邓 的 直径 . 

证 明 : 如 同上 面 一 样 , 取 规 格 化 的 第 一 特征 函数 mw 

An ™ — mH, 


au 一 - om i, 


Oy | am 
l = supu > inis = —4& => —1, 
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= | vel? 
CW) (1+8 — alte tu)” 
Gls) IG EGA RR. SCC) MARKERT. i Gir) 
=supG(x), HA» 可 有 两 种 情况 。 如 果 ne MM 一 ÂM, Wá 
和 定理 (关于 i) 前 证明 完 全 一 样 :可 得 ( 令 s- 0) 


1ya 过- 0 — alu t ka 


1 +À 
再 逐 字 重复 定理 证 明 , 亲 有 
it e Z, 


因此 剩 下 的 问题 是 排除 me OM 的 可 能 性 . 设 mmE OM 达到 
G(s) AS aR A A. HX Xo 了 时 过 的 局 部 标 染 (es "t's Cads 使 P = 
ens WIAA G(x) 极 大 


> Etita 
8G a 5 o 
Ov Cl +e — ukte + 2) 
O __iwel*Cl — & — 24) tt, 
(+e — uH tetu ” 
Bo 
no] 
> Hilja r) = 0, 
由 Hession 及 第 二 基本 形 的 定义 ， 
ti ay = Ales, e)a) = eee Ve, ehes 
Mig T= Cifra — (Vo en)u = 一 人 
= — (Ffa) t 
` -1 
= — >» Vertis ee = — hijtijs 
所 以 = < 
> fey, 一 5 hy sth gt, => 0. 
-j=1 i jmi . 


* (Z) « 


AM Aq) > OTB IE. BRIE ws 一 0， Yis 但 此 时 Gln) == 0,8 
而 Gx) =0,8) Ve=0, 这 是 不 可 能 的 。 定 理 证 毕 , 
下 面 将 去 掉 Ric(M) 之 0 的 条 件 ， 用 梯 府 估计 得 到 的 一 个 结 
Fe ke 
定理 (P. Li-Yau), MEE Riemann WE, OM 一 外， 
Rici M) Sr --(n — DK (K > 0), Ml 
n> exp{-—[] + (1 + Hn 一 yak yoy 
(a — la 
其 中 了 一 对 的 直径 . 
证 明 : 到 规格 化 的 第 一 特征 函数 w, 设 
1 = supe, A 8 > 1,3 
(Yal 
CO gay 
REKA nE M, W VGCx.) — 0, AGr) S0, 由 
GCR — uy = | Vul’, 得 
AG: (8 — aY + 2VG - YEE -— uy + GAI — «yl =A vult, 
页 以 在 m 版 有 
0 > A|vel'— GAte— uY 
= 230i, 2D —26[(8 —4)( — Av) + val] 
= a, + 230u;( Aw); + Ricu, Ve) 
— 2G|Ael( se — a) + Ival’], 
Bi Batti; — Alva? — (n — DK Yul? — GLa — u) 
+ |vui7] <0, 
在 x, 选取 局 部 标 架 ,使 m; = 0 G= 2, ee n), = Fal, 
则 m70 (GM) ivel = 0, 则 CG) 一 Gla) 二 0， 这 是 不 可 能 
mW).  VGla) = 0.4 


wa 
. pu’ (11) 
Hu = 0, il, 


a EO a re 1 ， 
ERED) > Dla CS aut) aa a) 


yma 


e129 +s 


1 - CERRI a [Au t Zanna t i] 


tis 


—— .— a . 
a(n — 1) a2] DP, (12) 


所 以 . 
>> ti; 一 (a + {fa — DK) | Val? — 16 PA 一 a) 


ijet 


+ wi 一 GC | Ve |? = 0, 


以 (11),(12) 代 入 上 式 , 得 
1 lel? _ Pe o _ 3 
Gona y T+ @ Kva 
— i, welts — 9 (13) 
ff 一 u 
WA g = -— 3 a 
id 
1 æ l 
OS fae PRT 
eT 
ey oe 一 ae 一 (十 (一 日 KG(n) 


-一 AGirJa = 0. 
将 上 式 看 成 关于 Clu) 的 二 次 式 ; 易 知 


G(x.) & 4a 一 DÍ i+ (n—1)K + ge | 
| = 49 — (5 gh. +(e— DK). 
因此 ， 
Iwai < [a — DFE + DK)N 一 四 ， 


其 中 go> sups 1, 42M EURAN Y i Be a AX u(x) 
= 0, alr) = sup 一 1, 那么 
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取 p 使 | 
P—-if 1 fy ËY Lt 
Pees g y :) ( DK | 

EK, ENE THEE. 

$ 5 高 阶 特征 值 的 估计 


开 在 我 们 转向 高 阶 等 征 值 的 研 究 . 从 R” 中 域 的 Dirichlet 
BREA ta. 
设 jE R” RAA IR: ek Dirichlet 122 FP SR AE A EF E E] 
题 - 
Ad = Id, 
leo = 9, 
Ail FARA Tauber WEM, H. Weyl F 1912 年 首先 证 明 
THA 
~ c, {ž ve k=), 
其 中 C, 一 Ory /{ 2 wen ent)" > Onsa = Area(S*7*), | 
在 此 基础 上 , Polya (1960) GBH TAZA: STE 4, 
Å afa _ 
> c.(4) , V = Vol(Q), 
Polya 本 人 在 ?一 2 时 ,证 明了 对 一 些 特殊 的 平面 区 域 猜 想 成 立 。 
1980 年 ,E. Lieb 证 明 存 在 较为 小 的 和 常数 Cards => 5 二) 


关于 这 一 问题 的 最 新 结果 是 
定理 (Li-Yas)， 对 于 任何 4.8 


» 231 


, 3 
Die PoE). 


x. BARS) 4, A «+9 ay Arel 


> 


为 了 让 明定 理 , 首 先 需 要 以 下 引 理 ， l 
引 理 .如 f: R" 一 RW: 1° LiM, 2f Aiel 
az <= M 0b 2b Mi, M, 为 两 个 正常 数 , 则 | 


一 二 


fae {(dz< (M, Sea Y 2 M3 ( LEY, | 


Te BR: 选择 R,» 使 | R |z| M idz = M;. 


- lala” 
令 
M is Ea s Ris 
r= 1) Ini BR, 
自然 有 | leleledde =M. 
(lel? — RG) — ge)) 
= {FP RDU 一 MD lel < Re 
Qal? ~ Rife) > 0 [ei > Ras 
所 以 
Ri, Ue) — ee) <field 一 下 
. = |y | 一 |. Izle = | lel — Mis 0, 
所 以 


Ri fds < R’ [e = MRiVol(l B(R,)) 
ais 


= M, Rata 
A 


| falda < M Rona, 
R" # 


132. 


Re 
ritldy 
a 


H M= | irie = Mona | 
i 


RÈ Re ABA R 一 (2 ” EE ) ,代入 上 式 即 得 引 吾 的 


证 明 | 
现在 回 到 Li-Yau 定理 的 证 明 。 i 
设 (hh 是 相应 于 {4} AES RAPA. 令 
k 
P(x, y) = > P(x Ip Ly)» 


id B(xsy)】 对 x 的 Fourier BMH OCs, y), Ep 
$s, y) 一 (二 ) f O{x, y) "dx, 
由 Planchel 公式 
| ， pix, vide = | a LIEF y) | ds, 
ER IR 
所 以 ,一 方面 
(fa = | ,| ome, pdxdy 


= | P(x, y)drdy 
Oxu 


= Zl bile) be dr | hily) by)ay = Å, 
3 — 75 
| l 9 Pay = | C0) elepe] dy 
R <a & 


A 


一 1 CD dy. 


| plr, y)e da 
a 


因为 1 一 71 一 人 Ole, fax， 是 LO > LO) HH th 


… bat 张 成 的 子 空间 的 投影 变换 ,所 以 
?并 
ap 
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(2), ]fjeceemere fs 


< ee 


Ir 
— (2r) "F, 
同时 ,由 Fourier 变换 熟知 性 质 


全 IG y} = gs, ¥)s 
由 Planohei 公式 | ， | jz liiis, yjdydz 
-| ,| IVa? | dyad 
J 
-| |! [vB (rs y)dyde 
一 一 | | Pir, VYAPlr yadydr = Dh, 
ala 


将 引 理 应 用 于 
F(z) =| ible, y) Pay, 


其 中 Mi = Qe)", 而 M; 一 D u, DEEM, 


在 第 二 节 及 第 三 市 中 我 们 看 到 热 核 函 数 与 Laplace 算 子 的 特 
A ER Se OMA. FMRI ABE Peter 
Li PRR R ORAL me RPO FRA. 

设 {py 是 由 特征 函数 构成 的 一 组 正 交 基 。 相 应 的 特征 值 为 
fi 那么 我 们 知道 热 核 Ax, ,1) ARM 


H(z, y, t) 一 之 ， ea Ce pily>, 
fe SE RENO ERE BLA 
H(z, y, e) = | Ples a Ha yd OLSE 
因此 
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Hix, t, 24) = ie a, ide. 


男 一 方面 
oO 


2f H(z, z, da = ?| Hle, s, DAH(CE, ay da 
Or jih M 


EF O 


一 一 ?var z, 1) Pdz 


a>) 
<—2c {f \H(x, 2, #)|*de) ”。 
其 中 最 后 一 式 是 Sobolev AFT, CMI Sobolev 常数 。 
因为 wo<e 有 | He, 2, jax <1, BALL 


Av? 


({tite, 2, 0182)” (| uen ya) 
注意 到 mHC, z, 1) = co, 根据 以 上 几 式 我 们 得 到 


Hir, r, 254 全 cr)” 
将 上 式 积 分 :注意 uipi <kia 
te Ee (Scr) VACM). 
令 21u 一 > 上 式 成 为 


# 
it 


ke < (S- i) “vam, 
于 是 


ay 


Y 


c k P 
e’ [vay] ° 
$6. 结 点 (nodal) M SVEN EM 


在 特征 值 和 的 研究 中 ， 极 小 极 大 原理 有 车 基本 的 重要 性 .在 前 
面 我 们 已 经 看 到 它 对 合计 特征 伪 的 意义 。 本 节 将 展示 它 的 另 一 应 
用 ， 这 就 是 Courant 结 点 域 定 理 与 关于 Rieman 有 曲面 特征 值 重 
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数 估 计 的 S. Y. Cheng 定理 . 

eM ERE IAA Riemann 流 形 (可 能 9M 一 Ø). Rİ] 
rt ie PA 2B or A: 

1° OM =~ G., EIN ARE OO — a, ca as --: 

2° OM + @ WAKES Dinchlet A E, ca cis :-- 

EM. PEM LR —MRWA RA, OCM RAT 
BSSR. TÆ MNO) 的 任 一 连通 分 支 称 为 了 的 一 个 结 点 域 . 

mÈ f ft Laplace 算 子 的 特征 区 煞 , 那么 因为 在 每 个 结 点 域 
中 革 具 有 相同 的 符号 ， 所 以 了 对 任 一 结 点 域 醒 言 是 满足 Dirichlet 
边界 条 御 的 第 一 特征 函数 . 这样 就 可 能 将 累及 第 个 特征 值 的 问 
题 化 为 第 一 特征 和 值 问 题 讨 论 . 

结 点 靠 的 整体 结构 一 般 十 分 复杂 ， 还 有 待人 们 去 研究 ， 而 研 
究 其 内 部 结 梅 的 根据 是 L. Bers 关于 线性 短 圆 型 方程 解 的 局 部 性 
状 的 结果 (Comm. Pure and Apple Math., 8(1955)473—496), 

定理 (Lipman Bers). i= 


L) 一 > Sa (ne) Be gee OO) 一 1 


是 在 原点 Ce R*) 附近 的 c7 MORANA R. it) BEN 
E, ERAN SAB NV, NER APE 
piar) = Py (x) + Oiler] Yt, Ome cl, 

其 中 Pu) 是 阶 为 N 的 齐 次 多 项 式 。 满足 

Do 0) T a 

将 此 结果 用 于 Riemann ROOTED 1 Hs AA. 由 N. 

Aronszaja 关于 Riemann 流 形 上 二 阶 李 敬 型 方程 的 唯一 性 定 理 ， 
任何 非 零 特征 函数 其 零点 均 是 有 限 阶 的 ， 如 PEI) RPA 
的 正规 坐标 , 则 在 P 点 附近 ，#(*2 可 以 表示 成 

f(x) = Pel) + OC) r{***), 
其 中 Pre 是 阶 为 N 的 球 调和 多项式 BA 

= 2 Bye) ~0 


"tée 


的 入 次 多 项 式 , 不 仪 如 此, 尚 可 进 -一 步 证 明 , 在 P 点 附近 ,存在 一 个 
C'-F8 A © iE 
f(x) = Palb CY). 
Al A SES, S. Y. Cheng 证 明了 以 下 关于 结 点 集 的 局 部 性 状 
TH, 

定理 (5. Y. Cheng). 3 M din 4 C7 Riemann 流 形 ， 如 
JE C (MD), 满足 LA tA =, A ECIM), TRAE 
(dim < # — 1) AS, F0) Bima 一 1 CE. 

证 明 : FR. = 1 是 明显 的 。 设 定理 对 ”一 1 维 正确 ， 
LAE Ag Re 维 情 况 ,， 由 上 已 知 就 局 部 而 言 O) ~ PCO), 其 中 
Sw" CRSA. oh N= 1,P (0) 显然 是 C5” 一 (n 一 
i} ER. | 

AmE N > 1, TE Py 的 齐 次 性 

P'O) = {tor 32 > 0,Pyl soir) = 0}. 
但 熟知 Prism 是 S AREA, A N D h, Pe JE SRO 
第 一 特征 级 数 , 它 在 So 上 必 有 零点 ， 因 此 PrO) URADA 
点 ， PRIA. Pr 除去 一 低 维 闭 集 ACdims <a — 1) 处 
是 光滑 的 ; 即 请 (ON 4 一 对 a — 1 4 CHE CH h e 
是 上 文 所 述 的 C -微分 同 腑 )。 下 证 M, 是 5” 的. 

设 为 EM， 由 fy) = 0, PODEA, 利用 上 述 司 样 的 论证 于 
Ys RIER, MIZ 3 RIME, TO ~ Pwr), Rich Pw 是 NN 次 球 调 
HAR. 

下 证 N =1, WÈ N > 1, 那么 前 面 已 经 证 明 ,0 是 PN 
的 奇 点 ,而 在 ? 附近 M, 与 PHCO) CRo AE, Amy the 
M, Wate, SRA. 

因此 N 一 1 但 因 fCe) ~ Py'Cx) PRE dtl, 0, M, ÆN 
局 部 是 C° 的 . 证 毕 . . 

系 。 如 对 是 紧 臻 的 Riemann fem. f 基 尾 一 特征 函数 , 则 #f 

1° ae oaks C-immersed circles 组 成 【所 谓 C- 
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immersed circle 指 O(SY,Hm S —> MERAL 

2° ARAR ER SP ee LIZ AY. 

3” 当 结 点 线 相 交 时 ,它们 是 周 佣 的 分 角 线 . 

证 明 : 只 要 注意 到 ; 当 结 点 线 相 交 时 ,在 交点 附近 与 R 中 球 调 
Aus OER ee AEE Ciao TAR. WR PCa, y) 是 RY 上 的 球 
一 1 y, Wy ProD 是 Res” 和 Ims” 
的 实 线性 组 侣 , 则 Pulo 上 是 cosN6 5 sin NO 的 线性 组 合 . 其 
零点 将 S 均 分 成 IN 等 分 ,而 PaO) = {eel x > 0,Py| sC) = 
0h 因此 PCO) 由 通过 9 点 的 2N 条 等 分 周 角 的 直线 组 成 ， 在 
指数 映射 下 ， 这 些 直 线 映 成 等 角 的 基点 而 发 的 测 地 线 . 

下 面 证 明 Courant 的 结 点 域 定理 ， 
E. MEA CY HB, 4 RE i T w 


则 
1° 如 果 OM =~ BoM y HARROP Se, 
2° 如 果 OM = ØM a WARP RM i+ 1, 7 
和 证明; 只 考虑 OM = 名 的 情况 , 而 OM 一 名 的 情况 完全 
Aq, 设 碳 是 好 的 第 工人 个 特征 评 数 ,又 设 1, 0 Ditt EÈ 
by 的 结 点 域 , 定 义 G Si) 
[ret Oo, 中， 
0 .在 O; Fb, 
A dimi stets A } > dimin tts pip TARI TESE 
实数 aatetta 45 AE 


gi 一 


p= Ss api Lidis:+:s Pitts 
#=1 
Mi) BARE, 


* 135 * 


根据 前 面 的 定理 ,除去 一 低 纵 点 集 外 ,6 的 结 点 集 由 7 一 1 维 C” 
访 形 组 成 因此 由 Stokes 公式 - 


|, lad]? = | — Aditi = 2s | is 
: i # ay 
所 以 
[wide 
jw | 
因此 ,是 CTW. HRB AP +16 一 0, 如果 结 点 域 多 于 5 个 ， 
WA lo, 一 0, 可 得 少 二 0 在 M 上 ,得 到 矛盾 . 
Rm. 1° 当 BM 关 六 时 ,第 一 特征 函数 在 对 中 不 改变 符号 ， 
Al p: 的 结 点 域 的 个 数 = 二 二 而 加 上 加， 加 在 对 中 必 改 变 符 号 。 所 
以 da 的 结 点 数 一 2, 


2° 4 OM =o 时 , 因 da Ody UBERS AE h 的 


HARITH = 2, 

因为 对 Riemann iii ey, 其 结 点 集 的 结构 相对 比较 简单 , 根 
据 Courant 结 点 域 定 理 ， 可 以 获得 关于 特征 值 重 数 的 信息 ,为 此 ， 
我 们 首先 需要 以 下 拓扑 引 理 : 

Bie. AME Rey Riemann HAE, HORA ge. bp: 一 MO 
<jldgte  SPIEM EB C’ ee. 并 且 CSN 
HESY i E k, 仅 由 有 限 个 点 组 成 , 则 M aSU e Udare) 
侠 少 是: +1 HR. | 

证 明太 以 下 的 证 有 明 过 程 可 见 ,只 需 证 z 一 1 的 情况 印 可 , 即 
HAGE M\da(S') U- ++ U hnl 不 是 单 连通 的 ， 

MAD A oA dimH(M, Z) 一 28， 因 此 存在 不 全 为 
SPAY nj€ ZO 一 1， 28 十 1) Dad, ~ 0, 无妨 假定 ms 
ORE TEE me 内 (3) 使 加 在 中 xo) £3 的 局 部 是 C- 
微分 同 胚 同时 ESOU + Udell). EMEN a 与 
心 相 垂直 (在 1) 的 ,同时 与 内 (SU U qema(5') 不 相交 的 局 
曲线 e, Bi as({—1l, 1})— M, 使 
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CIPS n EAE U “se Udink) 

= {a(0)} = {x0}. 
如 果 M ALSU + U danS EREE, AA 找到 C 
曲线 8:[—1, 1} 一 M\dr (5!) J “ee U dugal i), 使 8(—1) = 


以 一 于 8(1) ol), 连接 alaa Ula 就 得 到 一 条 在 


xo WLS) E, BR r, 外 全 在 共和 (SU Unal SD 内 的 
闭 曲 线 ， 在 曲线 加 (5!) 点 x 的 邻 域 都 如 法 炮制 ， 这 样 我 们 就 得 
到 一 个 单 CART 
Pilil) X Sr MNSD UU Dal S 
Image( HN ALSC ALS E r 的 某 邻 城 ， 


BIAR fe C3(( 一 1,1)), 使 | Od 一 1， 则 一 


I) de 是 (一 1, 1) X S LW. OBC 映射 ,J*w EM 
EPA, 因为 218 jh; ~Ü, 所 以 (Wel End = 0, 但 是 
tw (5 ny) = n; f 2) dt #0, 
im =i 

(El PR : 

MERES aT LAE RA AR HE a, 

定理 (S, Y. Cheng, Comment, Math. Helvetia, SL (1976), 
43—55), i M E Rae Ag Riemann AH HI > THENI EE 则 第 i 个 
特征 值 2, AK m, AS 


mi << Qg + i+ 12g +42), 


证 明 : 任 取 一 个 固定 的 相应 于 7 TED d 设  € 内 
的 结 点 集 , 则 我 们 断言 6 在 r SK 2g + 

由 美 于 结 点 集 的 结构 知 , 如 x, 的 零 阶 数 一 不 的 话 : 则 从 加 出 
BARRE RR Aan k> 28 十 i， WAEI, Mia oE 
是 十 1 连通 的 , BA Courant SFB, Mero) 至 多 是 i 连通 
tbo E 

玉 面 证 明定 理 ， 为 简明 起 见 , Bre 1 eee. Rew 的 


“恒生 


证 明 完 全 一 样 . 
ER PEM. &MT P RARES r, y, 令 t RHES 
HAV, = fplAp 一 一 149}. $N = z (28 十 3)(28 +2). ¥ 


FR at T: V,— R” wF: 


rte 
5 


如 果 dimV, = m, > N 的 话 , 则 kerf SADA p € kerT, fE 
PEPAHSHM > 2¢ + LAm SAEN a TE. Ait m S 


N= 二 (28 十 2)(28 +3), BRER, 
“i: 1) 在 以 上 的 研究 中 ,如 有 果 注 意 到 特征 函数 yp ,满足 Ap 一 
ap, Pili Ple) ZF Cp), 2P Cp) 并 非 独立 ， 而 是 有 -一 线性 关 


mm. 因此， 
CE TRTA 


2 


`, faxriy": 
TET RY 的 低 维 子 空间 中 ,根据 这 一 观察 ，G，Besson 将 m, 的 
估计 改进 为 
m: ss 49 十 2 十 1 
(Aan. Inst, Fourier, Grenoble, 30(1980).) 
2) 如 果 g= ORME S, W m 3, OPS RRE 
EE, Cheng 的 估计 正好 达到 . 


$ 7。 关于 想 邻 两 特征 值 之 问 


高 阶 特 征 值 估计 的 一 个 个 而 是 给 出 相 邻 两 特征 值 之 差 的 尽 可 
能 精确 的 估计 。 这 一 方面 我 们 将 限于 提 及 两 个 结果 ， 一 是 早 在 
1956 证 由 Payne-Polya-Weinberger HALA, -EAH B. 
Wang 及 S. T. Yau 给 出 的 下 界 . 

定理 (Payne-Polya- Weinberger}, i2 0 E RN 由 有 界 区 域 ,4 
是 8 的 第 个 特征 信 {Dirichlet 条 件 ), 则 下 述 估计 成 立 ， 


+ itj = 


4D a 


Aga 一 Ag SS 一 过 


TE: 根据 极 小 极 大 原理 ,如 果 wi 是 相应 于 4 的 满足 Diric- 
het WAS ASE, Mu 


不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 # 是 正 交规 格 化 的 , 即 
| a, = Bija 


MERMERE AAWA p EAEE 1 SiS 
WR EARM g, & 


k 
Pp; 一 EH 一 > Fittja 
i 
A plao = 0. 条 件 | (pitt, = 0 25 tH 
0 一 | it, — Dar Hjh = | Se, — fies 
RTA Bye T Aas 
| pi = | EHP 一 | 之 Rup = | Buipis 
liven? 一 -| Pi 人 Pi 
Ag, = Agu, +2Vg - Va; + gas; — >> i 
i 
Lic ACH; 十 2Veg - Va; — a; gu; + > Li 
所 以 ' 


[ 
j 7p [7 = — | Ag pit; 一 af VE * Vä; pi + al EM; Pis 


其 中 > — \ eve + Vas = 一 2 >| EVE * GN d; 


» i42 


+ >> ag; | Hi t; -We 


EE 


-5 > | Ag 一 于 | nt) Ag, nee 
Pleo- Dif evas J+ f 3 feae 
-5 a | muag + >) A Susp: | 
~ -gfo gae + 5 7 CZE > CEG 

— Ze | uag + 2, i; | Rt Pp; 
—Sfaiver+ Dae 
< Efe vett aE fo. 
因为 Vi hn ol < (ivo, PA 
aja Iver 


Az 41 — Ay = To 


zly 


取 g g(x) 一 Y arn Di 一 1, 则 & 满 足 


i=l 


于 是 
Dje č , 
tn 
E |i D ja 
Ea oe 
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其 中 Pi Sal x) a; 一 Daas His FAC * yx 
>| i o> 1. pial Ve Ve) 
Ou; 
— 2D), eE 52). 
对 ame (ara eS RABY, RAB te da == 
1,0 Schwarz 不 等 式 


[Sim < (fz Y (£a) 


o 


得 到 
i 
< (ffu Dr y x paver Da De a Bey] . 
利用 熟知 的 事实 | v, ven | e 7 
Lha B(S EY = Ef UGS) 


-i 
所 以 - 
BN Db De 


4 N 


因为 Va € SN, Can 1) DO ph S ks 


所 以 ; 
(Aas — la) AA Pir S Rs 
所 以 
K oe Dah 
- 4 © N (hen — ha) 
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* 
妈 asa, — ane te Stay, 
| wh 2. 


SEAS RPE ZA PR. 


EH. i Ost Ra pay AE hik, lis M Af Dirichlet [ay jee 
的 第 一 和 积 第 二 特征 值 
An e= — Àt, . 
(#) 


| ag = 0, 

Mil A, 和 六 Z sh 4 为 器 的 直径 . 

首先 证 明 引 理 。 

BI. Hw, 为 (站) 的 第 一 和 第 二 特征 水 数 , 则 (x) > 0, 
Yre, T RENAR. 

E ms) > 0, Yre D 是 Courant zavin. 

ERRI RU ETE EER Orn +e) BRON 
BA e UN {n = 0), 由 于 在 9 内 如 六 0 而 在 82 ba =o. 出 
Hopi shale oe < 0,7 88 上 ,又 内 光滑 到 80 上 ,所 以 它 是 


UNO KAREEM. H Malgrange 定理 和 „AORTA 


ti = gifi 
在 局 部 成 立 . Heh g, ,在 Onu 上 光滑 且 a = 0. 
另外 ,在 39 上 U,=0, 由 Malgrange 定理 
ty = Bet his 
其 中 e+ 0, He una 上 2 和 如 为 光 请 的 ， 显然 
th oh | 
ti $I 
HE FNU JR. 
MEIHE. F ”一 1 LT ERA 
| Ar = -一 太一 ave © VY log 4) 
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Hh l= h — >00, $ G: RA 
G = [Vel + ifla — ry, p => supe, . 
Met 2 tA. 因此 必 在 med 取得 其 极 大 什 ， rei 
GS sup. Mp — 2), 
首先 设 x,€ 020, FUER R 中 的 局 部 正 交 标 架 {1 ,***， 


1o}, 使 得 4 为 外 法 线 ,并 记 为 |， 一 也-， 


dG (x,} =? > viv — ATAR _ e) 
Ox, b=. 


— 2 tty, + 2 > ty 一 24m(g —vr)>0, 


考虑 Av 一 一 12 一 2( Ve + Vlogm) ,其 中 Av R o REME 
边界 .因而 在 89 ERARE MA 


: (ve . V logh) mr 二 | AEDA 十 之 | ZON . 
取 有 限 值 . 而 在 89 上 n= 六 所 以 Ga) = 0( 在 89 上 )(2 S 
i£ n). 因此 十 s(t) 有限 .由 Hopf sim 2 g 0, 而 内 ao 


= D Arl- e lag = 0, 因此 Lye oan 
86 0) 2) viv; 22 0, 
Ox, “一 ' 


H R” 中 第 二 基本 形 的 定义 


fy --5 itis PS ETS Ms 


im2 


其 中 (Ay) A 69 的 第 二 基本 张 量 . 所 以 
0 <2 a S Ca) = 2 vhs 


因为 0 是 出 的 ,所 以 vile, 一 0,2 <j <n BI vols.) = 0, At 
G(x) < Gla) = | vel? (sa + ka= vy 
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<< sund ps =e (**) 
其 次 设 Xa É o WRITE 
VG la = 0, 
AG|s, <9, 


Om Gils, = D>) 20054 — Afa — oder, 
r= 1 


0 > AG = >> Gi = 2 >> vi, + D>) 20t 
Em} ij} 


‘imi 
+ 2h > p — lip — v) > Pile 
f=4 f= 
将 5 满足 的 方程 代入 - 
0 SAG = 2 5 vi, t Aela — >} 
+ {41C — v)(Ve Vlog «,)} 
一 人 Ye) + [vCve + Vlog a1}; 
大 Yefzu = OUR Vets) 到 0， 我 们 可 取 局 部 正 交 
慰 荣 ,使 得 AEN. =, vil xy) =O0,2 a n, jill 
u(x.) = L(u— ev), 
vi{x,) = 0, 2i<a, 
因此 O2> AG = (2 > vi, + 2 — ede} 


es) 
— {4vi( log au}. 

根据 Brascamp 和 Liep POZA, loge, BMPR. Aim Cloga du 

(zo 0, Ae | 


>> vi Ue vp } M 


<0, 


[ru + Pole — r)i |e, OL 
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He eiGe) 的 表达 式 代 人 ， 得 
u(y — vx)) S (Yol r) = 0 = ri) < supr). | 
这 是 不 可 能 的 ;所 以 Vv(xo) = 0, Bp 
G(x) < supd( a 一 x)’, 


RẸ 
Ive p< A{ supl p — oP — (eeh. 
特 列 
(vl sS {supe — info’ — (supe — 1)}, 
因此 a 


fi i = > — VP ~ 
‘af (supe — infe P — (supe — eY 


7E O hA A g A a tE v04)) 一 infv ola) = supr. 直线 
Ee h, 49， 则 此 线段 落 在 中 , 沿 此 线 积 分 得 
Zg ad, 


其 中 < 为 直径 , 则 4 >=, TEE. 


S8 与 曲面 有 关 的 特征 值 问题 


本 节 将 集中 讨论 与 曲面 有 关 的 特征 值 问题， 特征 值 问题 的 总 
自 标 是 通过 尽 可 能 明确 的 几何 量 , 例 如 流 形 的 体积 Voll M ), 直 径 
diamtM), 以 及 有 关 的 曲率 量 来 给 出 特征 值 的 上 界 和 下 界 的 估计 . 
从 Polya 猜想 可 以 看 出 ,就 R* 中 情况 ,结论 似乎 应 为 
€ 


"~ yo 


在 曲面 的 情况 下 G 2), A ~ A 中 ACM )=Area(M). 


历史 上 第 一 次 给 出 这 方面 肯 定 结案 的 是 Szegs, 他 证 明 , 如 时 


DCR’ ,A— MA SEM, WE Neumann 边界 条 忻 的 第 


一 特征 值 wm， 有 估计 … 


4g" 


其 中 上 是 与 Bessel 阴 数 第 -- 个 零点 有 关 的 带 数 ,并 且 等 号 成 立 当 
且 仅 当 D= He. 

Szegs POLAR, 1965 年 由 Weinberger (Jou. Math. and 
Mech., 1965) 推广 到 高 维 的 情形 : 如 果 OCR 是 一 单 连 通 的 有 
界 域 , 则 的 Neumano BAR ESA ERB LA 


py < 妇 


voi 
其 中 等 号 当 且 仅 当 如 为 球 时 成 立 ,C 由 球 的 体积 值 决定 . 
将 Szegs 的 方法 推广 到 2- 维 紧 致 曲面 S 的 是 Hersch (C. 
R. A, S., 270(1974)), 
定理 (Hersch), WS RETER. RAL Air 


1, < ot, 
AS?) 


其 中 ACS) 是 对 所 给 放量 而 言 的 面积 . 

如 时 将 六 CEES PRICE 4.57), M A(s) = 

4n, AAT S 的 第 一 特征 值 为 2; 上 式 也 可 以 写作 
BACS) < a, (standard) AlS). 

Urakawa (J. Math. Soe, Japan, 31(1979), 209 一 225) 指 出 ， 

Hersch 的 结果 直接 推广 到 紧 致 高 维 流 形 是 不 成 立 的 , 即 不 能 指望 
aVol{M)}**<ac, 

市 其 中 常数 C 仅 依赖 于 x， 它 必 须 依赖 于 流 形 对 的 其 它 几 何 量 

(参见 前 市 中 Cheng 的 定理 ). 

S 是 亏 格 8g 一 0 的 Riemann 曲面 ,对 于 亏 格 & > ORR 
Riemann 曲面 Z, 相应 于 Hersch 定理 的 结果 下 P. Yang-S. T. 
Yau 给 出 : 

定理 (P. Yang-S. T. Yau) [Ann. Scuola. Norm, Sup. pisa, 
7(1980))}, 12 E, AGRA s ARR Riemann Hi, 则 对 2, 的 
TAR RHA ,部 有 
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1 二 Srf 1 + g) 
ACS ,) 

其 中 A) BHA ECHR RA. 

为 了 研究 这 些 问题 。P. Li-S. T. Yau iH T SER ARAM 
念 , 下 文 将 表明 ,这 一 概念 不 仅 与 第 一 特征 值 的 估计 有 关 ， 还 与 关 
于 超时 面 的 Willmore Ta Mae BHT, 

本 节 将 顺序 证 论 Szegd-Wemberger (RE, Hersch E, P. 
Yang-S. T. Yau FHI RIVARSA RMA. 

—, Szegs 定理 与 Weinberger 定理 ， 

Al T Stik FF EAA $zeg6 定理 ,我 们 首先 回顾 一 下 R 中 单位 图 
MD = {l2e|<1} 的 特征 入 问题 (Neuman RE), HR mA 


Laplace 算 子 A= 人- + 9.， 如 果 用 极 坐 标 (+ ,9) 表达 则 为 


Ar? ay i 


aK AWS — AEEA R EBA a RRDA THE, Sa 
R(r)cos@ 或 a = R(r)sing OR — HERR, EE A, WR 


u = — hu 和 得 
PR 1 daR 1 
TE p Aha (a —Ł)R=0, 
dr’ r dr : r? 


经 过 变量 蔡 换 ，R(r /V1 ) ERM Bessel 方程 


d? 1 d 4 一 
et tap tS) Ra 一 
因此 , Ro A/a HA), ROD = AG/A Tr) ACr) 为 通 
常 的 Bessel pH Br, 

iB R BOR A Neumann 条 和 件 的 第 一 特征 函数 ， 则 


REŽE mosey SEN) Sonn n/a) 一 0 因此 


Mh 是 fir) 的 第 一 个 零点 ， 根据 Bessel 函数 的 理论 ， 它 的 数 
值 ( 以 下 记 为 5) 5 二 1.8412。 总 之 ， 对 也 的 第 一 特征 值 问题 而 言 
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(Neumann Ser) RATT AY RAR Pa PE: 
AC’ r)cosð, (Vl +) sind, 
而 第 一 特征 值 
ay = E? ow (1.8412 ¥, 
PURSE BEG, G. Szegé, J. Rat. Math. Anal., 3(1954}, 343— 
356, i 
定理 (Szeg5). 设 避 是 R 中 的 单 连通 有 界 区 域 , 则 它 的 第 一 
特征 值 pa(Neumann 条 御 ) 满 中 
| fh < Fi’ 
其 中 E = 1.8412, A(O) = Area(Q), 
注 : 当归 一 单位 图 盘 时 ,这 一 估计 是 最 佳 的 。 
TEA: HR-LRARE 
f ive? 
,=inf p 
* Saino | 
网 此 我 们 欲 寻 求 尽 可 能 接近 第 一 特征 郴 数 的 检测 函数 ,以 给 出 jw 
MER. 令 O) Alen), WARIAT g: = 1(+)cosO, gy 一 
f(r)sind 是 单位 圆 盘 D 的 第 一 特征 国 数 《Neumann fF), Al 
此 ,满足 


7 


| vap =ef g, fc 


ORS | 8 一 0 


根据 Riemann fo RGE PE, FE ee aT F:9 >D, 
EP — ðD, 4 p= gioF, p == ROF, 固 栈 归 是 保 角 的 ， Ok HY 


Om; = s _ 
法 线 方向 变 成 OD 的 法 线 方向 ， 因 为 58| 。 一 0, 所 以 | 。 o 


Og; 
or 


0 一 | oA Dirichlet 积分 是 共 形 不 变 的 。 因 而 
LA 一 f (val? + | Veal’ 
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一 中 st ef FD) 
另 一 方面 ， 

[vit pi = È er + UF? 
peal 


-| P(r) Ta rd9dr 


= | PCr dr {" |22| dar, 


其 中 w 一 wl) Resimi FD — g, e 
cr) = |” | 和 | a0, 


E I a 
wa +3 4] G(r) 一 alr) 
= P P| awl’ de =|" | <2 "6 = 0, 
Jo BsBz | dal dx’ 


HIERIE Gtr} AME. FHE.4 ral. 

\ Glide =r? | Gar xdr & 7? | Gde, 
HE, 
[Pere Girar = |! Perda (| ca ) 


> PA) | G0) ar — È PON È Cae 
> |" Ga | P 一 | PLP Tdr | 
a | rGUrjdz : | 2f{rhrdr 


=f pooner EIT Hel 


rard 


一 中 Ply )rdr © Area(Q) = «Uo! yo 
所 以 


BB 


zx | Me; j} + Vpl’ 
PAE . , 


| i + q E 


E | P(r) | Ky 


S _— -* 1. 4. OE UL 一 


式 中 用 到 Por p> oier li) REAM = 1E F(z) 
PAPER — Pe AL. 

注 1: 利用 同样 的 方法 可 这 推广 这 个 定理 到 具 非 正 曲 率 的 带 
HARARE BRA: 对 单 连通 的 紧 致 曲面 ( 带 有 边界 ) 对 ,如 果 
HARFE , 册 其 第 一 特征 值 (Neumann $F) 满足 

Elz 
m S at My’ | 
其 中 心 .8412 为 Kr) 的 第 一 个 零点 . ( 见 P. Li-Yau 的 文 
章 .) 

注 2: WTR 中 有 界 单 连通 区 域 @ 高 阶 特征 值 ,有 Polya ff 

对 Dirichlet Sei S 
Ay = 


dxf 
Areal)” 
对 Neumann AAMA: A 
4x 
Hi SS araa 
Ene RAB MHE ER. OLS. T. Yau, Problem Section, 


Seminar on Differential Geometry, 


CPE F PHELAN RATE EBLE Re 中 单位 球 { D e < 让 的 


特征 什 间 题 (Neumann #45), 我 们 可 找 的 特征 遂 数 具 p) 
形式 ,由 . 


* 2493 + 


—np(r) = 一 一 入 (p07) = 


= Ap- “$+ vp. VŽ + pat, 
sh. F r r 


经 过 直接 验算 
Vv ip: vA = ü, 


A* = —(N — 1) 7, 
T r 


得 pp) 于 一 Ap No, | 
所 以 | set (a Yabo m0, 
t 
Pp , N—1 dp _N-1i\) 
i | [t r dr +(+ r’ )e ” 
pf) 一 小 (Neumann 条 件 )， 


将 它 规格 化 ,考虑 Bessel 型 方程 
dp N— i dp N—1 ~- 
Sargi oe 
BJA f(r) 设 F BECERA» p, W Jer) 满足 方程 


Fee "ar im 


dr’ r dr 
Tipr)l = 0, 
TRIGA” ja (Shai <1} 的 第 一 特征 函数 (Neumann 条 
EDERE P. 
如 果 球 的 半径 是 R 那么 经 过 一 个 简单 的 变换 。 即 有 
(J (E r EPAR (Sat < RI 的 第 一 特征 函数 ,特征 信 为 PR 
一 常数 /Vol | 
下 面 证 明 Weinberger 对 Szegs 定理 的 高 维 推广 。 


+ 154 = 


定理 . iO RY 中 有 异域 , 则 满足 Neumann 条 人行 的 竺 入 
EA oo FP isi | 


C 
Pi Sa Vog yp™” 
其 中 常数 CC 当 0 一 球 时 达到 . 
证 明 : 由 极 小 极 太 原理， 
re 
i = inf 于 一 一 。 
Jo 一 | Pp | 
PNG FS 1S SA Ae POR. BBR ODER 
心 的 球 5, 使 Vol(S) = Yo109), 设 5 的 半径 为 mm， 根据 前 面 的 说 
HAs RITE SAE Neumann 条 性 的 第 一 特征 细 数 lož}, 
Hh e 满足 7 
dy Z Ni 
dr’ + r 
g (po) = 0, 
因为 ps 是 g 的 第 一 个 正 零 点 ,8 在 10,0) 上 是 递增 的 . 
FE SAI A Be 


dg yL) 
-= + 5) 一 =, 
dr (at ) r’ £ 


glr) F = Pry 
G = 
C) leo). Y= Pes 
对 任何 re O, ARa VCs") 


V(x") = -5f Ae — 2 GG Cr, x*)) dx: 8 


— 


ydig - r(x, x°) Osx,’ 
这 样 就 定义 了 总 上 的 一 个 向 量 场 , 当 me 9 时 ,V(x") 的 方向 指 
向 GO 的 外 侧 , 与 99 BB (transversal) 相交 ,在 这 种 情况 下 ， 
关于 向 量 场 青 点 的 Hof 定理 成 立 , 因 而 至 少 存在 一 个 内 点 rE 
O,f Vie) 一 0, 将 坐标 原点 移 到 x EUAN eH 0,4 f= 


加 


G(r) Zi Q = l, 2, E NARRA | fi = 0, Ady 


f 


*a35 « 


r mif, hee | ivi ja 


及 
. | cl 
mi 5 s< iE kak 
D vhe = E vil 
i fet i 
(S £) at 3 之 oa 
GfG _ SY xy 
+ 2 As 1) 2 r 
m F p & ( _ 
Tt =) 
= G“ + &(w—-1), 
r 
> f= @, 
Ei 
所 以 


t] 
| G" 二 (RN —1) & 
-i r? 
Hy & 
K 
~» JO 


考 直 分 子 中 被 积 函数 C+ (N 一 1) G. ,由 定义 , rao 
时 ,G(r) 一 g(r), 此 时 oo 

7 fy _ a sr £ g` 

Levon d)mafer ew ot(e 4) 


r 六 


+w- H-S) 


Y P“ 


一 2| — mGSge’ — Sofe am #88 E a) | 


ma aje (一 > 上 Le — m (Sg + X= 3 
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(rg —gyY <b, 


= 2 (S)gg 一 Nol 
这 里 用 到 gS 0, ge SO, Yr Sp, 时 ， 
alot 834 @)=-w— new + (4 5) 一 
记 Q, Lons, 则 当 rE OG, i, OS a, 因此 ， 
(+ -je +) 
+ C 十 全 = e) 
<l (e+ 85 Sys [eet . 
- Voll OQ) 
Sl (PrE e) | (et Soe) 


mj e = fa E plao) 
= \, B+ £(e)Vol(S\O,) > | æ, 
内 此 ( oa No 


1 zt Ni- I 
— OF le + Nt g 
Ai 


a 
-= Sy 


-a 7 


ans © mC 
Vol(Sp™  “VolCoy*" 


也 下 讨论 中 ， 有 关 5* 的 共 形 变换 群 的 下 述 事实 是 经 常用 到 
的 ， 
设 sw 的 共 形 变换 群 为 G， 则 已 中 包含 一 个 和 Bet Bet 
FE Gur 令 x 一 (xi rte e+, ot), 定义 
x — a — r'a + r(2a'a — aga'i) 


FO ag <1 1} 
] — fax’ + Aaa rr ` 


Ah r 表示 x 的 转 置 ,由 Schwarz ASA, rx 1m, 
1 — 2ax + aa’xx’ = (1 — ax F + aarre — lax Y > 0, 
因此 可 以 定义 
ga: Bet! 一 Bat, 
get Bt! —» Batt) Se 一 > ga, 
Bet! = {xlrx’ <1}, BREA AR 


AMZ Gs Be 作为 BP Bt, SS 还 是 共 形 的 ,因为 有 
dydy ga, _S2dx __ 
G — yy Ch re)” | 

HAR FAC LR ICL, 当 ae SPUR aad = 1), MED xe 
S\ial 都 有 

yo 22 2a + 2ea'a-—~ x ~—2a(l — ax’) 

2 — tax’ 2(1 — ax’) 

WO: JERS go Fe Sa 一 1 一 2}. 

WEIR CRRA: 对 于 任何 aE 
8"+', 通 过 球 极 投 影 { 以 ral 为 极点 ) 将 res EGER, RHE 
MUM:, BEER + eR 定义 了 3 上 的 一 个 单 参 数 共 形 
变换 群 2,2), R—-PBMeRREMS S 上 一 个 共有 形 向 量 场 
VG), 
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Ve) 一 ral E Tes" 上 的 投影 。 
eft) 中 存在 唯一 的 映 有 里 将 0 -az 直观 上 也 看 得 很 清楚 4am 
S* 时 ( 即 :一 co),S\{—a} 一 La}. 
现在 我 们 来 证 明 Hersch H. 
定理 (Hersch), 对 于 Ss Oe 其 第 一 特征 值 月 个 计 


is 


HER: ST SPER 2°, SBR CARNE 
对 总 是 存在 的 )p: (47) > CS, dsi) “ds.” TEE Me 
ARB RD AKRE, 


|, If | de 


u = inf 28, 


d5 Het dP 而 言 的 ， 现 在 取 (S, dt) ERRAN rG = 1, 2, 
-0 GRACE (F, df) 上 的 第 一 特征 请 数 1)， ht] rep 是 
A d?) ERROR. 
LR P EJER A s mA E o RRAS Dirichlet 积 
分 是 共 形 不 变 徇 , 即 Yi 
1 .veop) fae = |., (yx de 


= 一 | r'Ar 一 2 | x” = F . 
AE i st 


2° Area (57) = \ - dý = zi, (x! op)’, 
因此 ,至少 有 一 1,47 
xiog } Areals’) 
(c pF => oe, 
Ba ig :如 到 9 选择 可 使 | ， x'opdý =a 0, 那么 
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Ja lvGeo hae ge 
Area(s" 


Ay & 


| ix'opl’a5 
amea oR e 全 | x'opdõ 一 0， 任意 国定 共 形 映 射 


: (SM, dr) — (S, dsi), GARRETA 始 所 述 的 (s, da) -> 
(S, da) 的 共 形 变换 群 Gey 取 gE Guo? PH EM, BARE 
(3 ds?) > (S', ds) 的 共 形 变换 . 

Gf MELE H: Bett» Bate 


1 roe mae \ tum’ 
a al | ros pir 小 1, 2, 3, 
当 26S? 时 ,如 前 所 述 , S EETA A(R a Sh) ABM a, 此 
时 | s'ogep m a', a m (a, os a°) 6 8 因而 瑟 可 连续 开 折 到 S" 
上 ,并 且 在 5" 上 是 恒 同 映射 ， MESA, Kee oe 


的 ,因而 存在 ae Be te | 
H(a) = (0, 6, 0), 


即 | wogoop 一 0， Vi, 


定理 证 毕 ， 

SR ge =O Riemann A, toh e > 0 的 闭 Riemann 
HE 2, 相应 于 Hersch 定理 的 结果 是 P. Yang 与 3. T., Yau 
的 下 述 定 理 . 

定理 (P. Yang-S. T. Yau)， 对 2, 的 任何 度量 其 第 一 特征 
值 满足 | | 
Srfli + p)? 

Area(Z,)° | 

TRATUAREN p: I, ,再 利用 类 似 
Hersch 定理 的 和 证明 方法 而 得 到 。 由 Riemsnn:Roch 定理 , 3。 上 
”存在 非常 数 的 亚 纯 因数 ,共有 唯一 的 重 煞 不 超过 壮士 鞋 的 堆 扎 . 因 
此 I, 一 定 是 SRR et, 这 样 的 中 是 
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à 


一 定 存 在 的 ， 但 是 利用 下 文 将 讨论 的 共 形 体积 概念 ， 这 一 定理 还 
可 以 更 简单 地 证 明 。 

ik (M, dè) 是 一 紧 致 的 二 维 流 形 , by M -> 5" 是 一 共 形 映 
射 , 设 dsi Æ S" 的 标准 度 其 ， 则 

prds = alxds, 

其 中 etx) 是 定 尽 于 好 上 的 韭 退 化 5” ERAH. 

令 G 为 2 的 共 形 变换 群 ，Y8E G, gop: M -> 5S" (RB 
WJ. 记 dre MMELEMT (eg)i 的 体积 元 素 ， 

定义 。 相 应 二 多 的 要 的 共 形 体积 Vela, $) 为 


a 


Vela, $) 一 sup| dres 
MM PEJE EREE 
Veln, M) = inf Vela, p), 
其 中 由 取 遍 所 有 对 一 S* 的 非 退 化 共 形 喘 射 . 

下 述 定理 表明 共 形 体积 与 第 一 特征 值 有 着 密切 的 藉 系 ， 同 时 
ZEHMER Vele, p) Be SESE ALAN. 

定理 (P. LS. T. Yau), METEK WRI. MRE 
MM 一 5” 的 共 形 映射 的 话 ( 此 时 eln, M) TEY M 

MU EVel, M), 
等 号 成 立时 对 是 SAB dh A. FFA BBA M 一 5” 由 第 一 特征 
国 数 的 子 空间 给 内 . 

证 明 : 如 同 Hersch 定理 证 明 一 样 , 设 rO 一 12 
+1) 是 Re OBS. 则 对 任何 从 MM 到 5" 的 共有 形变 换 加， 在 在 
EE GUE 

{ giogod = 0, Wi, 
于 是 - 
cll vee 


- _- 


7 a 四 3 


|, (e09) 


* lat ¢ 


| l¥(x/ogop){* = | [vx |? -| Cgod)*(|Vx'l%de)5 
对 M ee 


gop 
所 以 
>, [ I v(xego6))? 一 |, (gop) *( Sil vai lide) 
= 2| (gop)tdv < Vela, $), 
_ 另 一 方面 > | Gego) = [1 = Vol(M), 
所 以 LVol(M) <2V cla, $). 


因为 Vela, M) = infV cla, p), 自然 有 
UFM) < Fe 
现在 证 明定 理 的 后 一 断言, 设 4VCM) 一 Vein, M), Wil 
对 度 最 作 一 伸 凑 变换 ， 无 病 设 ,一 2， 此 时 有 VOM) = Vele, 
M). , 
ERRELE da: M -> S", fE 
lim Veln, pa) = Veln, M) 


同时 满足 | reps = 0, Vinh, 
适当 改变 坐标 顺序 ,无 妨 设 


imf Geop {> PE Bae 
m ajo -= 
meae 8 0, f= N+1,--,0 +2, 


n+l 


由 Fein, by) = > | I Varta, |? 


n#E » 


>? 过 | (tba)? = 2V(M), 


第 二 式 是 因为 慨 定 ÀA, == 2, 第 三 式 是 因为 2x, i, $ AO, 
注意 假设 Vc(n, M) 一 V(M), 得 | 


n +i 


2Ve(n, M) = lim >} | (Vao pal’ 
a8 m] if 
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a#l . 

— im 3 2| teoga) = 2V (M); 
Aim (ESE 8, (eop 是 Sobolev 空间 HiCM) 中 的 有 
A, AMC PIL EES, BYE Sobolev 空间 的 理论 ， 
H(M)c LiM) ERAF, EGE LIM) 中 强 收 化 到 


Os BA Dpi =l a e, b= 007= Nl 1 十 1), 


由 于 Yi- 
| (Tropa = 2 (r opaF 
M at 


fim >, (Vr $s |? = im > (opa, 
A, we 部 有 


im| [vrot =æ 2 |g = MEZAK 


pe 


司 时 因为 rop, — p G) im | ivzrods > livel, 


Hii imf tyeiogal? = 人 Ver 
即 在 HOMO 中 实际 上 nob 是 强 收敛 到 do 并 且 AA 


1vwP， 即 如是 M 的 第 一 特征 丽 数 并 且 是 CCM) 的 ,x 一 (由 


Cx), ets 定义 了 M e $9 下 的 具 形 鼎 射 ;由 之 pi 二 ,得 
Dl Vel? = 23 hi = 2 = A, i 
因此 Citt da) 实 为 等 距 Cisometry), AMME 人 的 一 个 
Reh He. 
定理 ， 设 M 是 由 漫 人 人 p: M* 一 3 给 出 的 3 PR eek) 
曲面 , 则 
V(M) = Ves, $). 
证 明 : 设 x:S” >Re HERMES, We SR HTH 
映射 ,对 每 一 个 plM) 在 BR? 中 的 法 商量 oo", © ial, of} 是 相 


“163° 


应 的 主 曲率 ,熟知 

| > (a? — pf) 
是 共 形 不 变量 . 因此 ,对 于 任何 gE cont(S*) 都 有 . 
Di — wt) | oan 之， Ca 一 ay, 


但 是 由 Gauss-Codazzi AR CUM È NAHE M Rx(X,Y) 一 
Ry(X, Y) 一 mi), 得 | 


fasan 2 


HkKR=d4 FP — (K — 1) 


|, itinn” | sanns 


= a| BK + 4V(goe(M)). 
再 由 Gauss-Bonnet 公式 |x 一 | K =M) AtA 


m=| A+ (egetCM))， 


| ean J gOg( My 


由 于 SCM) 是 S* 中航 小 曲面 ,因此 


V(6(M)) = | FP + V(gob(M)), 


wo pC hth E | OP 

AREA 
: Vid(M)) = V(gop(M)), Ye. 

由 Vela, p) 的 定义 ， 有 

VOdbOM D = Vela, $), 

另 一 方 商 ,显然 ' Vetn; p) = VCO(M)). REE. 
以 上 两 定理 结合 起 来 ,可 以 使 我 们 计算 若干 曲面 的 共 形 体积 . 
系 、 设 M 是 紧 致 曲面 ,如 存在 一 个 极 小 浸入 由 :对 > SHA, 

坐标 函数 由 第 一 特征 函数 给 外 , 则 eln, M) = VOM). 
这 是 因为 ,熟知 此 时 2 一 2* 报 据 上 面 两 个 定理 ,有 

2P(M) <= 2Ve(n, MO S&S 2V clan, p) = IVM 
TB TE GR 3718 
1) Fels = 4x, 
2) Fel RF?) = 6x 
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这 是 因为 ,对 RP 的 标准 度量 而 言 , 其 第 一 特征 空间 给 出 了 
RPS A— PSR RA CARI RMR ARRAY Vero 
nesce HED, VCVeron) = r, 

3) Ve(T?) 一 2r, p P 是 所 谓 方 环 , 在 3 一 1 的 模 空间 中 
FR AECL, RCO, ÆR. 

这 是 因为 对 具 平 坦 度 量 的 方 环 而 言 ， 可 以 通过 第 一 特征 值 的 
PTE BASE S ARDEA: 


i 
— Dey? 
ANIME SHR A 1 的 紧 曲 面 , 且 共 形 等 价 于 由 4(1,0), (x,y) 


(i <<T,1—* <y G1) 所 生成 的 平 环 面 , 则 w < 


Ve(M), 
, 定理 (P. Yang-S.T. Yau), 2, 是 亏 格 为 了 的 紧 Riemann 
Hh. WR 3, 的 尾 何 度量 而 言 :都 有 
LALE) S rll +g), 

证 明 : FRESE 2, hA (Ep 所 2Vc(2, E. EREE., 分 
PE p: E, — S', dege = 1 + g {根据 Riemann-Roch, 3, 
EEEIEE RAIE REAA Sl te ER ANER ER 
只 总 是 在 在 的 )， 易 风 , 如 果 N 一 M 是 4 BB. M Vel N) S 
éV:(2, M). Ale 

AACS.) S2V6(2, Ep S2Ve(2, P + e) 
= all + g). 
注 : Yang-Yau 实际 上 证 明了 如 下 更 强 的 一 些 结果 ; 
La SYM). 
imi A BrCl + g) 

So TEA. JERS CIA Willmore ff 
起， 利用 共 形 面积 的 概念 ， 可 以 很 容易 地 解 岂 Willmore WW 
一 部 分 。 


si 


下 面 讨论 Willmore 猜想 ， 设 对 是 R” 中 的 紧 致 曲面, 其 有 诱 
Serre HREH, Willmore (FHA. TEE ABA 
环 面 TSR, E 

| [HP D> 2a, 
Bi, RME Rs。 hi I), M 
| IHI = Vela, M). 
等 号 成 立意 号 着 在 某 -- 球 极 投影 下 ,对 是 S 中 极 小 曲面 的 像 ， 

证 明 ; 利用 球 极 投影 的 逆 肌 射 ; 我 们 得 到 从 MH 到 S* 的 共 形 映 
射 ,再 与 Mobius FHEA, 我 们 可 以 假设 HM) 的 面积 就 是 
的 共 形 面积 Fein, $). 

利用 前 而 命题 的 讨论 ,我 们 有 

| jae = | (al + Vip(M )), 
其 中 互 是 pM) 在 S 中 的 平均 曲率 。 由 VCBCM)) = Velny 
中) 
得 到 
| LHP > Vela, $), 证 毕 ， 
HERI 及 前 面 的 定理 容易 得 到 下 而 的 
引 理 2， 设 对 为 R" 中 紧 致 曲面 。 则 
j IHU > supa: VOM), 
其 中 sup 是 对 所 有 与 R? 中 诱导 度量 共 形 等 价 的 度量 取 的 . 

由 引 理 1 及 前 面 关于 共 形 面积 的 计算 ,我 们 立即 可 以 得 到 下 
而 的 两 个 定理 : | 

EE. AME RP HRS a AEA M ORG 

| HP 
人 - 极 小 曲面 (其 特征 什 
一 2) 在 Re 中 的 像 。 
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定理 .好 是 B EES LAHTIS al 0), 


(x, ¥)}, -><a 1) fi? Sy <1 ERO, 则 
a HY? > 20! 
te te or Sea M SLI OP FR. 


BERNAR- SH Ye RU RAS ROE OR. 
猜想 1: WSR H eR Riemann HA ,是否 存在 -- 
个 绝对 常数 CEM E, 的 任何 度量 孝 有 
he 二 C{1 + g) 7 
k ALE) 
Yang-Yau 定理 表明 , 当 久 二 1 时 ;其 答案 是 肯定 的 . 
狂想 2: EME SPAR LRA RSH, 是 否 第 一 特 
(Ef CM) =a? 特别 “一 2 是 否 SOR RAM. AA 
一 特征 值 = 29 
关于 猜测 2, 最 近 H. I Choi-A. N. Wang 获得 了 下 述 结 果 
(J. Dif}. Geometry, 18 (1983), 559—563), 
定理 . MES? ch BNR A HTT Ni 
ACM) >l, 
注 : 原 定 理 较 此 为 广 , 它 证 明 如 果 凡 是 She 中 紧 致 极 小 超 昌 


TH. WY ACM) > > 证 明 方 靶 是 一 样 的 ， 下 面 只 考虑 二 一 2 的 情 


形 . 

WA: MA S 分 成 两 个 连通 区 域 8， 和 9,, 使 得 89, 一 
899; 一 M， 设 了 是 村 上 的 第 一 特征 隙 数 COAT ME S 中 的 诱导 
Beams). Æ Q, fe Dirichlet 问题 : 

全 0, 

tlao = tly = f, 
则 # 是 光滑 到 80, PAM, Vee S. 了 到 x* 附 近 的 正 交 标 架 {a 
ean est, 当 r€ OG, 有时, $ a = GO, INED s M es, e8 
T, M: HRA, 
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a 


Ag = p> D'ale; ei), = KAUTA 


D'u Œ sgg Hessian- 
Dia(X, Y) = X( Yue} — (Ve, 
当 4€ 00, 时 ,对 于 i 3,84 
Tali Veet — Aller, ei)es, 
其 中 号 ERM 一 9 的 协 变 微 分 * 而 上 表示 第 二 基本 形 , 因 此 当 
x é MAF, 
An = > D'al er ep) = t. + A+ > hes, Erm 


= un + Af + 了 
其 中 表示 MM 上 的 Laplace BF, FH ADOM APEA R 因为 
M Eehm, H -= 0, PF kl Wee M, 
ta = —Af = hf. 
E 9, HR AlVel?, BM CHE As = 0) - 
3 3 | 
AlVal? = 2 之 1 “i, 十 了 > Rj tt itt; 
所 以 |, Alvar a al iver | 
这 是 因为 对 十 S, Ric= 2。 男 一 方面 ; 由 Stokes 公式 


J, aive = ja Ive = 2 fa E wm 


2, E 


£ 
== | 2 > Hitt, $ itty; 
- Jaa, 


e=1 


= 2| Aid + 2{ a, > Uitte, 
但 当 = 3 THT, 


un = Pulei, e) = cleu) 一 (Vaeau 
i 
= em) 一 >> ij 
i=1 


* Lee 时 


teh . 


f Alve = 2al uf + 2| Tj- Va; 
G, ao oa, 


. i 
—? N hnti; 
‘> jail; 


t fajm] 


一 22, { mi 一 2] mAf 一 2 (vu, Vu 
on, Bo, 6a, 


r 


= 4a, | ta f — 2 | il(va, Va), 
Ba, ap, 


但 是 | 
|a | Va| 一 一 \, Au + Jos Ht = M tf, 
因此 
| Al vn? = 42,| | Wu p+ 2\ (Vu, Ve}, 
a, ag, 
所 以 


43; | 。 ve Yul + | Miva, va), 


4(i, — 1) | | Vali > | H(Va, Ve}, 


+ 


无 姑 设 | Wve, Vu) >> 0， 因 为 奉 则 我 们 可 用 O 代替 0, 两 者 
的 法 方向 正 相反 , 且 Velos 一 vi, 因此 


M = — Jas, Ik, 

这 样 , 就 证 明了 al, 

Fe. MIE 8 ca SAG £ ARR ERA MR ANT 

Areal MO == 8e(1+ r). 

这 由 Yang-Yau 定理 及 上 述 1,2 1p RHAH j. 

最 后 我 们 要 提 一 下 有 关 作 曲率 的 一 般 Riemann 曲面 的 特征 
HAJR. A. Selberg iE AA. aOR 

Z, = HIT, H = {rllms > 0}, 

而 了 是 SLO, a), W aE) > 3/16, MYAIR FATTA 


TOE 


114， 但 至 今 尚未 证 明 。 (AMS. Symposium on Numba Theory, 
California Inst. of Tech., Pasadena (1965).) 

MR, KT Riemann thi LFEPA, R. Schoen, 
S. Wolpert, 5. T. Yau 证 朋 : Yee Z+, 存 在 一 系列 Riemann Hi 
Hi 32。.,, 具 有 相同 结构 ,使 得 相应 的 40 Maaa KEE 0， 但是， 
lies 具有 与 I, 的 保 形 结构 无 关 的 下界， 详 见 Proceedings of 
the Symposia in Pure Math., 36 (1980), pp. 279—285, 
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第 四 章 Riemann 流 形 上 的 热 核 
(heat kernel) 


$1. 热 方 程 的 梯度 估计 


ATE M 是 ” 维 完备 Riemann 流 形 可 能 具有 边界 《人 多 许 
EM = 攻 )。 我 们 的 主要 任务 是 给 出 热 方程 


(A— 2- Yulee) 一 1 (4.1.1) 


的 正解 的 导数 的 估计 (梯度 估计 ]， 这 种 估计 一 般 而 言 是 一 种 局 部 
估计 ， 但 今后 我 人 将 看 到 在 某 些 情况 下 它 也 能 导致 整体 的 估计 . 
ne « 是 (4.1.1) 的 和 解 ,# > 0, of = loge Wt Ae 


(a~ Po Eis ivi., (4.1.2) 


此 处 vV ARB r EM 的 刚度 . 

我 们 从 下 面向 引 理 出 发 ， 它 是 导出 实 度 估计 的 基础 。 

GIL, i Ric M} = —K, uls, 1) 是 定义 证 M x [0,00) 
ERDE PAR. ulr, > 0, UE (4.1.1), & t= loge, 对 任何 
团 定 的 常数 ec 之 1, 令 
F(x, 1) = Civil? el), (4.1.3) 
则 在 

(a 2 Fe ivf oP +S Civil fey 
t Ti 
— ivi? — af) — 2K VI, (4.1.4) 

EH: Hex 三 对 的 局 部 正规 标 架 Les henaa, 图 数 附 以 下 标 
ijl Sij 2) 表示 该 次数 对 ej;， e 方 问 的 协 变 导 数 ， 对 一 
Ivf 一 qf;) PPB. B 


Fi 2 D hli — olu) AP — BD Ps 
> $mi ‘ i 
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一 以 2 Di hist 2 Do Hii — a AIDE ), (4.1.33 
ARAMA GAM Ricci 公式 | 
( Af} = (Efe 4 = hi; + 2> fut 


ree 


<i D et <a IA, 


Do bie = Dfifi + TR; = Vf VAD 
i + Ric(V/, Vf) 2 Vi- VLAN — Kivi, 
于 是 (4-1.5) 成 为 | 
|, AR Se (Z (api + ovis vlan — Kl vf} — a ADD), 
Dh Ay J 一 IVIP RAL 
AF > (2 Ch — YR + 291 + vf, — Evil) 


2K Vfl? — ot, — 1941), ). 
一 方面 o 
F, = Ct | wrt? — af,)), = iF? -一 of, 十 ‘(| Vi]? — ef,),, 


(4-2) r=” cw — 4) avi vive — f) 
— 2K vit? + al Vil? — Hee — eC VFI? — af), 
= UVP of) = (vf 4 (vl — of) 
> Kal vil — vt VEUVE fe) & (a — Level? 
= =! CVF)? = hY — AVH? — afe) — 2Kel vf? 
— 2e0f + Cl VP — aj) = —20f > VF + = (vl 


— fi)? ~ CVI? — af) — 2K yi.. 证 毕 . 
定理 4.1 we O M ATARAR EEr Riemann 流 形 ， 
Riel M) 0, #(#,2) 是 M 上 热 方程 的 非 负 解 
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a 
4 OM = ø hi, te OM EMi BI OM 的 第 二 基本 形 TES 
tE Ay ulr, 1) 满足 Neumann’ 边界 条 件 
Ou 


— =, ŽE OM x (0,00), 
ay - 


其 中 -2 oe OM 的 外 法 线 方向 ， 则 在 M x (0, 00) E + i ETA 
AES 


(a — -2 ate, a= 0, o (41.6) 


Wel eg, (41.7) 
w 2; 


证 明 : 用 十 。 RE m 无 妨 设 “> 0， 令 1 logu, è BEE 
意 小 的 小 数 ， 在 引 理 1 中 取 = 一 1, 即 PCr, 1) = VF — H), 
Leal He we yp f m Zs, 
we ii Zo 


因此 ， 证 明定 理 相当 于 证 明 F< 2, 下面 分 两 种 情况 : 


2 
1° ƏM = ø, 如 果 Flr, <5 ; 则 定理 已 经 迹 明 , 否则 


对 某 一 了 > 0, max F> T. 设 极 大 信 在 (x1, 4) EM X (0, T] 


达到 ,由 Fix, 0) 一 0、 应 用 极 大 和 值 原 理 ， 在 Gat) 有 
AF(€x,, 4} 50, T S nR> Ù, 
VFi(x, fy) = ü, 


© Flen a) 0, 


Of 
最 后 式 是 因为 可 能 和 一 了 , Ss) BE Cris t) A, 
8 Or Fi Fo 2F _ 
o> {A ar) E > a R he mt 2). 


Hits Fleas t) < 了 二 ， 得 到 矛盾 . 


2° OM =o, ARER, OM DTH u(r, 1) 2 ƏM ti 
tt Neumann 条 人 性， 


a 3* 


证 明 的 过 程 同 上 面 一 样 ， 如 果 BM 的 内 点 。 则 得 到 矛盾 ， 
-因此 只 能 tÉ ðM. 


TE r 取 局 部 正规 标 架 , E e 一 2. , 是 外 法 线 方向 ,因为 下 
满足 N , 
(a- 2) F > Ivf VF + = aC 4) (4.1.8) 


WK ERE oz, Ate 


OF 

ap (xen to) = D, 
OF _ a io 
BF a P, mah 23 fda = fo) = Eta — bd 


一 2t > ifn (4.1.9) 
这 是 因为 根据 Neumann RIF, 在 3M 上， 
h= 21 log 4) = 2 = 0, 
因而 在 OM 上 
0 = dj, 一 2 hiw t 2 jwi 


~ > fje! t D wei ? 


it 


因此 
hu = ha = — D) fh 
$> 14 


TRA (4.1.9), Æ tes t ty) 点 ， 
o< 2E =m 74, (> ttn ) 


一 一 28 21 Agta’) = —25ll(vi, VA)» 


Ful = 0 AAS. 
定理 42 ik 对 是 完备 的 Riemann HÉ, Ric(M) > —k, 
(UM 中 性 一 国定 点 口 为 中 心 ，2 上 汶 半 答 的 淹 地 球 记 为 Ba。 设 


m 1744 


ulss) 是 定义 在 Bu X (0, 00] LA BER 
(a-2 has, j-p, 

Hye > 1, 则 在 By 中 下 列 梯度 估 计 成 立 : 

op( 这 中 一作) < SE (8 Re) 
Ck nek na 
Ae A, Teo) 

其 中 心 为 仅 依赖 于 = 的 常数 . 

EW. OBIS f 一 logu, F = rl Vfl? — of), 

BY cut-off MB € CPR) (E supp ¢C[—2, 2}, 1 > b> o, 并 

且 当 0 st 1 oO) = 1, 此 外 还 满足 . 


o <0,¢"> ee ZG, (4.1.11) 


其 中 C, C, HRM. 
M Pho He APR RRR eœ), AS 


pls) ~ 0 (ee) 7 €4.1,12} 


(4.1.10) 


则 suppp& Ba, i ple, = 1. 
我 们 将 对 函数 oF EBRAR, EY p= g (er , 它 


A ORR (cut locus) ERA HEM Re Lipschitz E 
续 . 但 正如 我 们 在 第 一 章 已 经 解释 过 的 那样 。 利 用 support Zk 
的 方法 ， 在 应 用 极 大 值 原理 时 我 们 不 失 一 般 性 地 可 以 假定 四 在 该 
点 是 可 微 的 . | | 
Wek 在 (x, n) 达到 它 在 Ba X [0, TI 的 极 大 值 。 显 然 可 
iZpFln, 4) > OCW F060, PRB AMY). 因此 rE Ba， 
n> 0, 根据 极 大 值 原理 , E(x, n) 点 有 
ù —= FilipF) = Fe + pvF, {4.1.13} 
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A(pF) <0, (4.1.14) 


人) 一 pF, > 0, (4.1.15) 
f 


ELE RTT GATE (x,, te) 进行 ,不 再 一 一 注 明 . 由 (4.1.13), VF = 
VO, BR (41-14), 


02 Ap PF) = Ap: F + pAF + Ivy: VF 


= Ap: F + wAF —12F -Ye (4.1.16) 
由 《4.1.11?。 

(vol? 2 le Vivel? — lel g (4.1.17) 

p Rp Rh . <5 2 
ve Ap ff Lo 
P R? R P RY 

C C 
AP. 


当 Ric( 于) 六 —& 时 ,由 Laplace 算 子 比较 定理 (117), 
a Ap ln — Lya k coth(V kp), 
Í 


Ay > — Ê (a — 1) keoth (Wk R) 一 号， 


I _ Ala, Å, R), (4.1.18) 
{ŁA (4.1.16), 并 由 引 理 1, 
0 AlpF) = —Aln, k, R)F — 2F el + PAF 


> — Aln, k, R)P ~ 2F LYPI + (F, — 2v} VE 


(vi hy — Civil’ — af) 一 RAVE"). 


{2 pF, = (oF), S > D, —2pVF - Yi = 2F7¢ - Vi, EAER ， 


n 02 Aln, k, R)F — 2F - vel E 2F Vy vi 


+ |75 


+ @ [Z Cv = A = Civil? = of) — 2 v1 
Om —Aln, k, RpF — 2F i vpl) + ipFVi + Vp 


+ p [E Civil? t — Ctl? — of) — 2tel vt] 
= (pF) |— ACs, k, R)—2 ‘vel + 2@F VI Vo 
+72 PYH 一) 一 tv] 一 Ee 


> (PF) |—A(n, k, R) a -一 全 | 


— 29F | Vil ive! + 9 ECF? — fe)’ — ak tl’. 


利用 1 p 0, 及 (4.1.17) vpl < VC, Rg, 得 
0 > (pF) | 一 4(r k, R) 一 2 一 1] 
4C, 2 
— 2@F MA + pv = fe? 
一 nk|lwil’]; 
PPAR, S Ala, k, R) 一 Aln, k, R) 十 a , a 


0 >> pF(—1 — 14(4, k, R)) 一 srg Hl 
+ 22 (Cpl vil? — eh) — ake Vfl, (4.119) 
y = plv l, z= of, We lVil? = py < y, IN 
yi(y — az) = pt\ vfl lpi vi’ — pat) = ee 二 


将 上 述 代 人 {4.1.19), 得 


“UWL, 


: 2 C, 
0 pF(—1 x Pyy. ax) 


+ 28 Uy = a — aky] = pF (- dG, k, RD) 


a U7? = 


ra E Ee 
+ a | (y 一 z) — nky 一 av e yy 一 os), 

再 由 | 
f . t — * 1 3 
+ (54) the ZE yy ~ a), 
Inal C, Iray 
yay — niy = Wy 一 as) 一 二名 az) 


+ [Set y ~ nky] + |, 


wh (= ye ty 3 (a — by aE, wrasse 
/ @ of R 
等 式 
ao (4,46 => 0), 
4g 


得 l 

f anf i P 

0 = pF(—1 — tAla, &, Ry *- -- (y — az) 
it ,性 


ankle S 
i(e y T Riam 27% |, 
AEA ty — oz) | prl Vil) — of) = pF, ERR 
0 pF(-1 —tdla, k, R)) + L (pF YP 


Ch (pF ye — -- nka 


kla T) Sle rp A (41.20) 


A =a IC € 
E Bia E. R A +A; E 十 MT oom L 
(ra fa R? (ns, R) R’ R’ 


Cy 2e 
十 7 ba l)y Roth OY k R) + we 
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< (Lrvi). 
其 中 C LE a, (4.1.20) 成 为 
0 = 2 (pry (pF) fi + St (L va) 


Cna . o nke 2 
R*la — 1) |- la 1) 12 5 (eF y 
— (pF) fi 十 各 (一 人 二 RV k) | 
ke 

2(a — iy 


fe. (Ath 


+ (1 + Ex (<2 + RVE)) Lr ee 
<2 i+ S(t RA R Je A k 
ne net Cf o nak 

ne +" (一 于 ERVA) + i 5“ 


A EREE AE TER ABR Cas u) E Ba X E0, T) 上 进行 
的 ， 全 而 


<= . g g s 一 一 Lak 让 
(pF Hrs T) S (pF ) (x0, t0) 5 +541’ 


ne ai ARV KA) nS ne 十 


2 K 


Csr nok 
x E(t ERVA )T + Rr, 


限制 在 Bx (po = 1), 80S 
sup Civil — ates T) <I _ 


— i 


rek O 
2(a — 1} 


- [79 + 


Conor oe 
+e (= soit RVE), 


而 了 是 任 选 的 、 因 此 定理 证 比 ， 
系 、 对 非 紧 的 、 不 具 边 异 的 完备 的 Riemann 流 形 M, 


Ric(M} = 一 & hale, O 是 MM 上 热 方程 的 正解 WEAR 
Miva >i, 


We)? at ee ok na (4.1.21) 
a -H 2(a— i) 
特别 , 当 Rici M) = 0 于 ,有 
YU te <x 2 (4.1.22} 
w H 2 


IR: 在 定理 4.2 HLL R — co 得 (4.1.21)， 在 Ric(M) > 
By, & = 0, HATS o > 1 而 得 (4.1.22), 

将 定理 4.1 和 定理 4.2 的 证 明 结合 起 来 ,可 得 

定理 4.3， 设 M RB) Riemann 流 形 , 具 有 边界 OM 【可 
能 是 Ø), Ric(M) > —k, 4 OM + 时 ,假定 OM 是 凸 的 , 而 


作为 热 方程 正解 的 #(x,!) AE. Neumann 边界 条 性 =F 
GM x [0, 50) E) 则 Ye > 1, 下面 的 估计 成 立 : 


vel? aut < aka 十 am (4.1.23) 
a t 2(a — 1) 24 


$2. Harnack 不 等 式 与 热 核 的 估计 


作为 前 节 梯 度 估计 的 应 用 、 可 以 方便 地 建立 热 方程 解 的 
Harnack 不 等 式 , 并 由 此 而 导出 热 方 程 基 本 解 的 上 .、 下界 的 估计 . 
定理 44， 设 M 是 完备 的 # 维 Riemann 流 形 , 非 紧 ,不 具 边 
A. Ric(M) => —k, & 20. WR ulr, 1) BM X [0 ©) ER 
KERER, HEH a> 1, m,n M, EnEn +o, F 
ADARI: 
tz \ ad? (x, x; 
w(x,, h) Ss lay, i) (2) 2 cx ( Sen ZR 


+ 130+ 


wes 


Xo = (4 一 4)). (4.2.1) 


TE: EM PREI x, 5 x, aR RR r: [0,1] > M, 
(E 700) = x, (1) = ay, FEM X(0, 00) HEY BR ns (0, 1] 一 
Mx(0, ©) 
nls) = (rs), CL — i + st), 
则 yO} = Cx), 2), (1) = (Cm, A). 
& f= logale, e), W 


Ha, n) — fGa, a) = f TD) a 


= È fa, ta ~ Dh has 


< | AFYA ~ Ca = feds, 
Mido = dla, x1), WIT) 一 0. at fe SIRERE (4.1.21), 
-h<i(a+4—ivpr), 


meek Rowe E 


Ile — 1)’ 2 


一 
+ J 


pi 
Ha, h) — firn h) E | (ev _ (4, — 4) 
s a 
d ; H 
x { 4+ Ž — yfl )) ds, 


其 中 :一 《1 — sjn to. HERRER Vii 的 二 次 三 项 式 ， 其 
RAH 
op 十 (43 — n) A+ {i Ř-— t} B- i 
ou i 


Aln — 4) t 
me | | e ( ) 
a 4y— 4; 
f(x, ti) f(a, 2) 之 4G, 二 ray 一 一 + = A 
人 ds 
+ g B | (1 + m- a+ + sé, | 402, — ny 


‘#9 18] + 


十 bnza) rek + (ati p t 


x 2fe — 1l} ` c ti—h 
x In (#2) m CFC a) (ta nek 十 That), 
fy +z — f) 2(a -一 1} 2 5. h 


再 取 exp, 即 得 定理 . 
系 . Bie Ric( M) = 0, Æ (4.2.1) H $ = 0, Sal, RA 

fai \§ EENET 

“Cri, A) = nira, ntt) eo Fete). . 

(4.2.2) 


系 ， 假 设 同 定理 4.4, 则 有 以 下 的 次 中 值 不 等 式 ; 
ree ir t sa 
uasa) < (| Cy, addy) (二 六 

we rik - . t- 


ak? nak 
Ha — 4) + 2(@ — 1} 


A 
BRbp>ode>loctyctan toos a 7S BASS ESS, BY 


Cn — a) )> (4.2.3) 


x expl 


Tg PTV BARDS g 


其 证 明 是 明显 的 ， 

定理 4.4 中 的 Harnack ARSEAREAAER. 506599 Riemann 
CFE Tht E AY H EAS E BY RA AS OR Be oT E As A Se 
全 类 似 ， 我 们 内 作 孝 述 而 不 再 重复 证 肯 。 

定理 4.5. HM BREA OA Riemann WE, Se 
BM 一 p; RE OM # Ø, OM 是 西 的 ， 即 OM 的 第 二 车 本 
#220, 又 Ric(M) > —-k, k SO, alz,1) 2 M X [0, 00) 
上 上 热 方 程 的 正解 (在 OM = DIRE REIS Neumann 边界 
条 件 ) 则 对 任何 a> 1, FRR Harnack ABARA.: 


wary 4) Saber) (E) exp giles 3 
nok 加 o _ 
+ 2a—1) Cty n) )， (4.2.4) 


其 中 Xis 4E M 0 < ty 245 +c, dn, xı) BAR Xis 3 在 M 
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hag. O | 

HEE Ric{ M) = 0 BT, (4.2.2) pe. 

在 定理 4.5 RE Fs (4.2.3) 也 成 立 : 

a(x, fi) = (， tr) uly, Indy ye o 
| aR? nok _ 
x aa Cee ti w) - 

但 是 要 求 BOR)NOM 一 3. E 

现在 我 们 来 给 出 热 方 程 基 本 解 的 上 下界 的 估计 .在 讨论 中 ， 
RT ER Harnack 不 等 式 外 , 下 面 的 引 理 起 着 重要 的 作用 . 

SIR 2. 设 村 .是 完备 的 非 紧 Riemann HÉ, «x, 1) BAA 
程 的 L HAH aCe); 


7 加 mee’ 428) 


u(x, 0) = wt). 


任意 固定 ye M, 12 BCR) 为 以 Y Hd, RR 为 半径 的 测 地 球 .又 
Bee, AE CCM X [0 50)}, 并 满足 


\ Ive + g= 0, g<0, (4.2.6) 
NEM R> 0, TS 0, RA 
fe wr, Ddr a | MP uate de, (42.7) 
证 明 : Eee COM), 满足 


1, r€ BCR), 
ws) = Jy. XB, (R+ K), 


ive! < opl, 
此 处 C 为 一 绝对 常数 , 取 e > 2， 令 8 一 g, 


因为 suppp EB, (R + Å), H Green 公式 ， 
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ml | tet _ 6 
0 af j peta (a S- ) ale, dard 


T . T Au 
om 2 | gie’uAuds di — 2 | p? f en dtdx 
o Jaf M a fy 


T 7 -a 
m= 一 了 | | VvV pein}: Vu — | p { e"duldx 
o Jm M ¢ 
re 
一 一 | L4pefuvyp + Vu t+ 2wetuve . Vu 
用 . 
十 2p eF | Vul] — | pl eam{ r, £) lidr 
. 
+ | | p'e fdr dt, 
ù 
由 Schwarz 不 等 式 ， i 
y 
o<] fe "| 二 全 2) gl Ful? + 全 eve | de de 
a JM e— 2 
T zai! È 3 ~a 4 13 
十 cfg? |> P| VE + — Ya]? | drdt 
a JM 4 E 


Tr oo 
一 2 | | etp |Vuj| dxdt 一 | pleta liadr 
各 if M 


T fa 
+Í | pep dr dt 
和 M 


Jg T rT 
-> | | cvoleedraz 十 | | pret 
Ẹ — 7? I M t M i 


x |=. vel? + è # 一 \, gil eft tide 


28 ce p 2 T a 
< B Gi peras he 


x [Elvet g |e — f plear, 


& ~ ~ i 1 
+ (Vgl t 2, = 5, (vel + ee 


一 eve + s) = 0, 


e H4 o 


HAA 


T é 
上 


因 “6 Lg S0, LAPS > oo, BG 
a ef PTE SO, 
再 令 s 2, 就 有 
| oe Beet acy Tdx | phe 2” ule, dr, 
AE BR Epal, EM £0O<q¢<1, 最 后 得 
i BHD ae, T)de< | eth edz. 


系 1， 从 上 式 中 自然 得 出 ,如 里 a(x, 0) =O, Male, =o, 
Vi, 此 事实 表明 , 热 方程 (4.1.28) 当初 全 ale, 0)€ VOM) A, E 
解 是 唯一 的 ， 

$: 当初 值 EL? (MQ 过 了 二 0) 时，。 热 方程 解 的 叭 一 性 
(只 假定 M 是 学 备 的 ) 是 Strichartz 证 朋 的 . 

当初 值 为 LCM) CR ARRON, 仅 假 定 M 完备 已 经 
不 能 保证 解 的 唯一 性 。 P. Li 证明， 如 果 Ric(M) 最 多 以 一 er 
下 降 的 话 ， 那 么 热 方程 的 解 仍 然 是 唯一 的 ， 证 明 的 方法 是 在 引 理 
2 的 基础 上 再 作 进 一 步 的 分 析 . 

%2. 56% Riemann Fie M 的 热 方程 的 基本 解 记 为 Hir, 
Y, t), ER p> 0i, T >00, $ 

Ply, 人 一 | BOE DAG, y, dE, (4.2.8) 


WE o> 0, R > 0, 都 有 


fa Fip, (1 + 68})T)ay < exp( -£ Jeeli TAST) 
l faso, M(x, B, TdE. (4.2.9) 


证 明 ， 上 由 F(y, 1) 的 定义 , 它 显 然 是 热 方 程 的 解 ， 而 其 初 值 ， 
由 热 核 的 O- REPRE i. A 
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Fly, 0) 一 pe yn T), yE M\8.(o), 


0; yE Blp)e 
BELUM) 之 中 
WE rH T), 
am arte, y) 
BO T2577? 
则 它 满足 


Lyg gm 0 
4 
ry S| BE 2, Wes (1 + 285)T, 
| a F'(y, ody & | age Pra F2(y, 0), 
BAR) 
Mem (1 十 人 六 了, i 


Rr pi . E | 
eiar | Fy, (1 HATA <= [e7 HOT HCx, Y, Tay 
BAR) i ae. 
=> | Fy, Cl + 6)T)dy 
BARY : 
Rt _ p= l l 
<p UT. e arin | P(x, y, Tay, 
fea ea) 


因此 (4.2.9) 得 证 。 根据 PCy, T) 的 定义 (4.2.8)， ERETTA 
做 


R4 p 
| Fy, (1 + 8) T)dy Ge HDT F(x, T), 
BAR) 


| (4.2.10) 
如 采取 om 0, BS 


Fly, T) = | Hise, y, T)dr, ~ (4.2113 
MEM S > 0, T >0, R >08 
1 Puy, 14 OT) ay L BT Fle, T). (4.2.12) 


下 面 是 本 节 的 主要 结果 之 一 : 
定理 46。 设 是 完备 的 无 边界 的 Riemann 流 形 ， Ric(M = 
Tk Re. it Hx, ys t) 是 热 方程 
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_ 8 B 
(4 Fy ) «Cx, i) = 0 
的 基本 解 ;性 给 GE (0, 1), We M 上 款式 成 立 : 
Hla, yy) & C(O Ve SV t) Vet 2) 


e riir, ¥) 
x wp (TY TESS + Ck )， (4.2.13) 


这 里 VAR) 表示 BCR) 的 体积 ， 即 VCR) = Vol(B.(R)). 
C(8,9) 是 仅 依赖 于 8, 2 的 常数 ( 当 8 + OF, C(8,n) > 0), C 
只 依赖 于 =. 
TER: + 
Flys) = È Bles & THES y, OME, 
则 由 (4.1.35), ER R>0,6>0, 有 
| ay POA + OT IY SBF FUT), (4.214) 


Fly, 1) RRR IE, Ab ese Harnack AFA 
(4.2.3) GR a= T,= (1 + 5)T),. 


F(x, T) < VPR | | ns PCy, (1 + 8)7)| 


x {1 十 a)" exp ( 2E + nak sr), i 


28T æ — 1 
其 中 心 > 1, PFH (4.2.14) 即 得 , 
F(x, T) < VIRO + a) exp( H-E AR 


28T 
+ 7 ar). 


一 一 一 


B R T, o 
F(z, T) = | Hey, Thay < VTU + 的 me 


1 te l ank 


Caan Gon ov exp | et oT), 
- (4.2.15) 
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其 中 Cn, a, a) =u (1 + a)r exp- EE RIEA D E e — 


TET E e E E E. VUK, Hix, y, 1) = Í, H(z, z,s)- 


H(2, Y, t —s}de, JES sam = 得 


Hx, y, i) = \ 4 (x, Zs 二 ) (z, ¥, +) dz 


2 f t E] 2 fd 4 
< Sa) am es, ay 
SC, 8, VE (VIVE (A ) exp( Cik), 
(4.2.16) 
其 中 C= ==> 比较 定理 的 结论 , 易 见 当 
r(x, y) <4: 
int, (4.2.16) 已 经 草 含 结论 ， 
exp( C,R8t) oe. exp ( Cikôr — es), 
因此 只 要 看 41 <x, y) 时 的 情况 . 
设 所。 y) => 47, + 
Pes = | so, BCE TOME, y, dg, (4.2.17) 
则 由 (4.2.8) 
1 Fy, (1 + 2)7)ay 


< Rt P if PE Ta 
> “p(B 20 + mr) mage) | 8? Yo T)dy 
pi p ~ Ft 2 18 
os ep 一 二 一 -一 } Fr, T). 4.2.1 
p(z 2(1 + T. pix, T) ( ) 


F(Y, 作为 热 方 程 的 正解 。， 满足 Harnack 不 等 式 (4.2.3) 


File, T) SVR) Joen PO O + OT dy + CL + aye 
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x exp{ 28 十 mk aT), 
28T a— 1 


& (4.2.18) 结合 起 来 ,得 
Falz, T) S (1 + aye7st(R) exp( LE 
OAR gp E 
+ a — 1 oF 201 + cnr) (4.2.19) 
R= (1+ UT, 得 


Fx, T) < C8, a VAC (1 + ANT) 


. exp( 4 or E V+ nr) 
Rhy AA, (x y) 一 plOcp<r(s, ¥)) AAR B, r 
A)» W Byr — AEM \B ke), 由 Harnack AFA., HAR T= 
(1+ 8}, 


Ale, f, OD ({" 


yir- p) 


(x, E, TAE (ZYE 


. (A t + js 1) (了 一 D) 


< Vir — pl+ rale 


= er (fara EC Š, rae) 


2(¢—1) | 
(ss. = 2) | 
453 - 


ma Vtr — pK 1l + 8) T exp 


-f> en) Br ) Falz, TË < = elö, avi Bf et f ) | 


x Vir — p) & ap (A 0) i 
十 clr pe) _ 下 
+461 1 + 28)1 + $Y 


一 步 由 (4.2.19) BIR, Rp, 使 > 一 p 一 w e,i 
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Hr, y, OK C8, @)V IGS 1 WE E) 
exp( Cakhi—— PF 
x P( Gèk — F aD F yy) 


< CCE, VN Vest E) 
expt Cok — za 人 
证 P{ Cok! Ta) 十 25) 十 By ) 
最 后 一 步 用 到 Schwarz 不 等 式 
六 一 人 一 We 


1 二 3- 8 
定理 证 毕 . 

对 可 能 具 边 界 的 紫 致 Riemann MRI, FRA RAY 
定理 .其 证 明和 定理 4.6 相似 , RIT SHES: 

定理 47.， 设 对 是 可 有 边界 的 紧 致 Rieman HY, 
Ric(M) 2—k, k 20, OM + Ø, Ns OM 是 目的 ,对 的 
TN Hx, y, t) FS Neumann 条 件 者 ， 则 对 任何 8€ (0, 1), 
4 | 


H(x, ys 1) & Cle, V V e) 


ro r,a) 
x exp{ 一 (44s) 十 Geke) (4.2.20) 


其 中 C RRT n, eo 时， Cle, n) —> œ, VAR) 表示 
VolB,CR). - 

关于 五 (x,y; D BFF, 我 们 有 以 下 结果 ; 

定理 4.8.。 AME 备 的 无 边界 的 "Ritnann 流 形 ， 
Ric(M) 2 0, WATT RUS A Hr, y, 1) 满足 


H(z, y, 1) > Cle, 2)V; nl Deol eg) 2)) 


—eyt 
(4.2.21) 
K - -rn 一 站 -一 -一 
Hla, y, D I Cle, nV EV 2) 
—ritx, ¥ 
x (Th ey } (4.2.22) 
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证 明 ， 在 Harnack 不 等 式 4.2.1) rji, i k= 0, am 1, 则 
ulrni) S alr, a) (2) eo ee 。 
由 此 得 : 
im 
<VARH(, ¥ 0 — s) Fexp( 去 一) (4.2.23) 
Wp = pCl) E CHM), 使 


ple, z= f z€ B,(/t — ER), 
0, zX B,(R), 


Hf oy <1, E0, G 
or 


Hic, 9, Cl — s)ejdz 


FO, D= | or, DHE, y, Ddr, 
它 显然 是 热 方程 的 正解 ,其 初 值 为 FO, 0) 一 play), 


Fly, !) = | eC, s)}H(z, y, t)dz 
wm ja pirir, sz 7, t}dz 


< | H(z, Y, tjdz. 
BYR) 


由 (4.2.23) EJIL, Akii Hle, y, OBER, ABA FO, 《1 一 
sJ) BUET. hit FOs O 下 看 的 方法 采用 Cheeger 和 Yau 关于 
热 核 函数 比较 定理 的 证 靶 (第 三 章 ,$2, 定理 2). 将 Ric So 的 
HE M 和 R" EER, iD R* 中 以 pC) 为 初 值 的 热 方程 的 解 为 
F(y, 7) Bll 


! E 8 — a 

(a ar KASIAR 0, ye R*, 

F(y, 0) == pCi), 

RAT , 
FOy, 1) = Cat) f, llsl) (E) ae, 


. lie 
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BL, Fy, 1) 对 y 是 球 对 称 的 : 如 了 一 yd AE SOLn)， 则 
Fly ,~ (4xt) 7 | pClz1) exp( 一 yt) dz 
= Canty? | pCl Def- UAT EE) de 
= Gn) | pza Dewo(- p= #4 aa) 
m= F(y, 1). 
根据 第 二 章 § 2 定理 2 的 证 明 ,。 只 要 可 证 
3 (r ,中 过 0， 


RA 
F(r(z, y), O SFC, 1). (4.2.24) 


Mie > 0 oid z= Cn, Zot tty BRIER’, 4 BRE ?一 
Cr, 90,-+°, 9), M] | 

aF g, m an? , ols & 

BE (1) 一 (tat) 1 ele) 


x exp{ — paul). ex i Lots) ae 
sD) Eee EAP) 


x cp 3>) da 一 ‘wt | 由 (1si1) 


x (— r 7; ži Jexe(— pal’) dz, = (Ame) t 


ii j y` wt 
x WE * dys, 


其 中 
blah) 一 | vr -二 
x exp E -t EEE) dat- ‘din, 
‘° 192+ 


注意 由 Ov 之 0 可 知 24 <9 
Or Or 


至 于 fr 一 0 时 ， 


== De -一 
a 2E o, 0) Or =t, 


因此 , (4.2.24) 得 证 。 由 此 ， 
| Hss Ys (1 — ede > FY, (一 eg 


> F(r(2,y¥),(1—8)t) = (1 8)? 40) 


x i? 一 sl] ` 

x far Plz le pf 4 = ey) 

FE (4.2.23) 中 取 R = z, 则 O 
HCx, y, 1) = Cæ — eV a) 


x | eves H(z, y, (1 — 6)¢) 


> CHEV y” 


x faea (EN a 


-DROLCA )exp( 一 wey 


至 此 , (4.2.21) 得 证 ， 至 于 (4.2.22), 由 
2H(z。y t) BOs expat 62D) (yp ) 
【4 一 人) 


VSS E D BIC (eV TE 8) ViA E) 
exp OEC Y) 
X exp {4 —s): 
即 得 . 
用 类 似 的 但 更 为 细 租 的 讨论 可 以 对 具 达 界 紧 致 Riemann $ 
形 证 明 同 样 的 宅 理 .其 证 明 的 细节 ， 人 出 P. Li and S. T. Yau, 


Estimate of eigenvalues of a compact Riemaanian manifold, 


#93 + 


Proc. Symp, Pare Math., 36(1980), pp. 205—240, 

E49. ， 设 对 是 可 具 边 界 的 紧 致 Riemann iii .Ric(M)> 
0 Æ ðM + o hte OM 是 凸 的 , 则 适合 Neumann WHR 
件 的 基本 解 H, ye) 其 有 合计 : 


H(z, y,1) > CEVV sop (Tr 2) (4.2.25) 


(4 
及 
Hx, y, 1) > CEV 7i tV? C e) 
ebi — Tira y) l 
x | ey (4.2.26) 


HHG, y D 的 上 界 估计 与 下 界 估计 结合 起 来 , 可 以 得 到 单 
I VV * ) 一 Volm1Bs (V+) 来 估计 Bee, y, D 的 上 界 的 
一 个 结果 : 

EA 4.10. k M 是 完备 的 不 具 边 界 和 的 Riemann WE, RA 
ERARIK Riemann 流 形 。 如 OM = OD 时 ,假定 BM 是 
西 的 。 两 种 情况 下 都 假定 Riel) 0, 则 满足 Neumann 条 和 件 
的 热 方程 的 基本 解 有 估计 

H(z y, 1) < COW en( 一 全 全 区 
(4.2.27) 
其 中 sf (0,1), C(O) 为 依赖 二 6 及 7 的 常数 。 

EH. H (4.2.13) 和 (4.2.20), 无 论 是 完备 还 是 紧 致 的 情 沈 ， 

都 有 


Hle, y, t} < CEVI E WÊ 2) 


xpf 一 2I) 
Me p( (4+ 6): ) (4.2.28) 


Wh (4.2.21) 0 (4.2.25), 两 种 情况 下 也 有 


H(z, y, D) S Creve t esol = Ge, 3) 
(4 一 eyes 


由 此 
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VV 2) < Che VA) 
r(x, ar 1 1 
exp [22 (Go — E 4 十 8 j]. 
fe |B] (4.2.28), - 


Hix, 952) < CAE VFA E) 


x ep ar hei; a a) 


3 


1 — — 8 
< CEVV e )exp| 一 riss 2 | 


< coe ee EE) 


BY e 使 4+5 (4 — 27/4)/1 一 $s Bil oy. 
A HOR EAA E AN TH 


On L Ant qu=0, (4.2.29) 
Or 


特别 是 Harnack 不 等 式 ,以 及 基本 解 的 上 下界 估 计 , 读 者 可 参考 
Li, Petr and Yau, S. T.; On the parabolic kernel of the 
Schrédinger operator. 在 这 里 ,我们 只 节录 较量 要 的 结果 . 

对 任意 常数 a > 1, +, YEM, O< Lt, PAR ors Ys hs 
n) EXT: 


palas yi) = inf {7 GIP s aa) 


(7G), C= a t ndek, 


em r= frir:10,1] >M, (0) 一 +,7(1) = yh. aes 2) 


BET * 是 二 次 可 微 连续 ,对 : 是 一 次 可 徽 连 续 函 数 . 另外 :4 要 
满足 其 它 -~ 一些 条 件 ， 底 下 定理 (4.4) 中 ,4 表示 和 人 9，|Y9| 的 上 
TAR a 有 关 的 常数 ， 确 定 的 关系 ， 读 者 可 参考 他 们 的 文章 . 
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定理 4.4， 设 M Beene. TRH. RAW, 
Rie(M) > —k, k 20, 如果 ulr, O E (4.2.29) 的 一 个 正解 ,出 
WHE eo > lla, nE M, engana +o, FHSAA. 


u(x, 让 了 < a(x, ty) (a) exp{ Alh 一 4) 


十 polris tis tos ts)), 
Mf (4.2.29) BRR AABN LAT. (RE. RE 
可 参考 Li 和 Yau 的 文章 ， 另 外 ， 对 基 杰 解 的 下 界 人 和 估计 有 底下 的 
定理 : 
定理 4.8. 设 对 是 宪 备 的 无 边界 Riemann HIE, RiclM)> 
G(x) M LTR ERR, AE A3 0, 8 是 一 个 
常数 . 另外 假设 exp(—9)¢ LM), HJ (4.2.29) 的 基本 解 Hir, 
YO) 满足 下 列 不 等 式 : 
ng 


Hix, y, 1) 2 (425) “Fexp| — (7 1 plx, Ys n|. 


E (4-4) 和 定理 (4.8) 的 证 明 可 参考 Li 和 Yau FORE 
CHERE Acta Math.), 


$3. 热 核 估计 的 应 用 


本 节 将 给 出 $1 各 $2 中 关于 燕 核 的 整体 估计 和 局 部 增长 估 
计 ( 梯 度 佑 计 ) 的 若干 应 有 用、 这些 应 用 或 者 提供 了 流 形 热 核 的 总 体 
信息 ,或 性 导出 流 形 的 整个 谱系 的 估计 ， 而 关于 Green RAE 
计 , 则 用 更 简单 的 方法 改进 了 N. Varopoulos 的 结果 ， 

定理 4.11. i M a HERR AD ES Be Riemann FEE, 
Ricla 20, WRM = O Wiki OM Fe IBY » M Neumann 
条 件 的 热 方 程 基本 解 HCx, ys 站 具 估 计 

: Hix, t, 1) > (Amt)? (4.3.1) 

wH: 应 用 定理 4.1 于 w 一 H(x,y, ite) CAR Cyt € MX 
[0, 0) 的 函数 )。* 显然 符合 该 定理 的 条 件 ， 因 此 有 (H= Ae, 
¥,'+8)) "| 


"1 od 


Iwi |? 一 aĉ g <2, (4.3.2) 
两 边 在 M 上 积分 ， 应 用 Stokes yen 无 论 是 ðM 一 Ø, ZE 
ƏM + Dif a = 0 (v BAM 的 外 法 线 方向 ), 都 有 


| YHP = — | HAH, 

M im 

因此 
zf Hay > — | (Han + H 2. A) dy 
2i JH M ov 


oO. a j 
m= — 7 | H— Hay = — -> Hdy, 
Hw OY á or P y 


但 是 由 第 三 章 定理 1 有 


| Hle, y, 1 + E)dy = HCx, x, 2(1 + 6)), 
所 以 
Z. H(z, r,2 +e) B— -2 Ha, x, 2U + 6)), 
21 ar . 


2 Lin 2? H(z, x, 20 +e) Bd, 
i 


邻 8 -> 0, HER Hz, r,t) ~ Get) 2 — 0), MS 
He, 2,0) > Uy, 

定理 证 毕 . 

根据 至 致 流 形 热 核 的 谱 ( 对 函数 而 言 } 展 开 式 ， 各 果 我 们 记 M 
的 Laplace 算 子 对 函数 而 言 的 谱 集 为 O= ac mS mS 
( 当 ÔM 有 时， 这 里 指 的 是 满足 Neumann 边界 条 件 的 特征 
值 ), 则 

Hx, x,1) — > ei ‘ pile), 


pice) HR] se LAM), SL] == 0} 一 组 完备 正 交 基 , 因此 
(4.3.1) 给 出 
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>> eat D> (dmr) 3 Voll M). {4.3.3} 


Fa 


iy AY Polya 猜想 要 求证 明 ( 对 R* dino ARR) 


we <= Cla) (aan) 和 (4.3.4) 


: 二 
Cn) = fa (==), Wna == Area(S**), 


(4.3.3) 提供 了 (至 少 对 西域 而 言 ) Polya 猜测 为 真 的 一 个 迹象. 

在 紧 致 流 形 情况 下 , 正如 我 们 在 第 三 章 $4 BSI LA 
形 的 直径 来 估计 第 一 特征 值 的 下 界 。Gromov 对 OM 一 的 紧 
致 流 形 的 高 阶 特征 值 给 出 了 下 界 的 估计 、 见 M. Gromov, Paul 
Levy’s isoperimetric inequality, L H. E. S., Preprint, 1980, F 
面 的 定理 珍本 ， 利 用 热 核 的 佑 计 可 以 方便 地 把 这 一 估计 推广 到 其 
CAR RHE Ae (ie Dirichlet 边界 条 件 还 是 Neumann 
WA FE aot). 

定理 4.12, 设 ， M 是 可 能 县 有 边界 的 紧 a Riemann 流 形 ， 
Ric(M) = 0, 

4 OM 一 Diy, id Laplace 算 丁 的 等 征 值 为 (0 = mx 
HS py Sih | | | | 

4 OM = OW, Big OM Bru, H Dirichlet 特征 值 记 作 
{(O< Ja, <oa,< +--+}; Neumann 条 件 特征 值 记 作 10 = a 
ai Soy Sees}, MVE SILA | 


Cis) zk. Cha) z 
Ay = p k 3 an (k + 1)", 
共 中 C(x), Cn) fhe HT Hy 而 d AME Hie. 


we BH: 因为 Dirichlet 热 核 < Neumann 热 核 ,在 下 面 的 证 明 
中 He, yet) 理解 为 后 者 .由 定理 4.10, 存在 CO), 使 


Hix, y, 1) < ClaV2¥ +), 
o> 六 = 求 其 迹 , 得 
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h H(r, x, (dx = > e TZ Cin) | VF: (af t Jda. o 


k= 0 
fy fae alt, Vist) = V2) = Vol(M) .而 当 W <4 
at, 由 体积 的 比较 定理 (第 一 章 ; S1, (1.1.17))， 
VV 1) VO, Je e) (xY (4.3.5) 
Vd) 7 YV(0,2) d > | 
此 处 VO, 办 表示 R 中 半径 为 4 的 球 的 体积 ,因而 ,如 W *， =, 
则 | | 


vile) < -人 AE 


soi) yy 
Prt 


。 人 
Zi ee cco} 7) 7 
oem i, IP, 
TARE k i, LAZ HAAI kti 项 ;有 


p= Ld, 
(EDES co ) 
l, r d, - 
因此 ， 
. Ly enki’, rad, 
(A+ 1) <inf CG) W i 
ert, ? = a 
«< C(#) + min ere, in f (Fe y ere, 
"ate! E 
Ue 
inf {—=--} e" seat | =Í? a 
(天 =) x Fe) |- o SF ava. 
因为 l vem zg kt 1), 
jik = ae os 
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Abt ae A > 2, Bi a > Be, 这 样 的 上 只 能 有 有 限 个 
让 
《依赖 于 a)， 对 这 有 限 个 自然 可 找到 常数 C'a), 使 


， 2 
Hy = =; in < > CLR (十 i)". 


Cin} 
而 对 其 余 的 m, “EA um 5 < P, ERRA 
(=F (dv mY > z“ +1), 
aA E 


2 
n, > Cla) Ae 


对 Neumann 特征 值 a, 的 懂 况 证 完 。 将 og 换 成 44 得 类 似 的 结 
T, EMI, 
E: 同样 的 推理 , 如 果 Ric(M) > —K, K > 0, WA 
Aes m = CC, ks K, 1 (4.3.6) 
Cins Ås K, d) RRKMT ”, k, K, d 的 常数 ，d 为 M 的 直径 ， 
ne dim M, 
Bla, RIANA BHE Green 国 数 的 估计 以 结束 
本 章 . 
在 完备 Riemann 流 形 上 ,可 以 定义 Green HRO 
Gtx, ¥) = | H(z, y, Ddr, (4.3.7 } 
WRA eR oe a. 因为 此 时 可 以 验证 ， Giz, y} > 0 及 
AG(z, y) = —8,0y), 
定理 413， ik M 是 完备 的 Riemann HJ, Ric(M) > 0, 
如 果 Gle, y) 存在 , 则 下 列 估计 成 立 ， 


Cn) | VEO Ede < GC, y) 


< cj VY + )de, (4.3.8) 
以 及 Í 


= 200 + 


CD | VA OVAN Dat < GG, y) 
<n) (VAT) VFO d 43.9) 


rh Vela! t) = Vol( B.CV #)), Cis Co WL PRT a 的 常数 . 
有 证明:， 记 — rix, yd, A 


Gir, y) = | HCx, y,t)de = \" H(z, y, tjde 
+ { HG, y, de, 

由 定理 4.10, 

[7 HC, yd < CCa) (SVs De. 
因此 只 需 证 ,存在 Cla) 使 

{ACs y, Ode < Cn) | VPO = Yas 
BBR], BHEN 4.10, 

Hle, yy 1) = O(a) VY E e — s 


因而 l 
| Hir, Y, dt & Crn) i PCV tye — 5) a 


Bsa rife), Wris +o, 
fre a a. 加 rh 
\, ri (fe Yexp( ==) di 
= _i r? _ ss. rt 
| F; Fae! 2) 3 ads, 
再 用 体积 比较 定理 (Ric(M) > 0), EEIE Ss 


VV #) 5 VO, y9- Viy (ry 
、 Viv 5) 加 VO, vs = (es) (5) ° 
所 以 
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| F TONE 5a Tasi F; a s BTG 2i 
xX exp (=*) ds = Cln) | Vit(a/ 5 Jas, 


其 中 Cln) = supg"tiexp (- 2) < + w, 
ao . 5 


至 此 (4.3.8) Ae Ese. 至 于 左 端 ， 利 用 定理 48 中 
(4.2.21), 当 to rz int, 


Ax, 3,1) = Cle, VV £ )exp{ — ee 


(4—s)e . 
= CE : BYV E Je t=, 

Ait | 

G, > [ AG, y, de > Ca) | va Dae, 
用 闻 样 的 方法 可 证 (4.3.9), 至 此 定理 爹 部 证 毕 ， 

注 ， 这 个 定理 首先 出 N. Varopoulos 证 明 。 他 的 定理 条 件 
Fe: M 是 完备 流 形 ， Ric( 奢 ) >t, HAA—-RA (pole) 使 
kC) = 0, He AC) 表示 沿 由 极点 出 发 的 调 地 线 的 径 向 曲率 。 


第 五 章 “” 纯 量 曲率 的 保 角 形变 


设 (M ,8) 是 一 » > 2 AY Riemann RB. Hg AM 
上 的 另 一 Riemann EB. 称 站 保 角 于 (又 称 共 形 或 保 形 于 ) g, 4 
果 存 在 M 公 自 身 之 上 的 微分 同 胚 了 以 及 正 值 函数 pE CM) 使 
得 一 pf*g， 在 上 是 恒 同 映射 , 即 一 pg 的 情形 , MK ZARI 
Fg, MERE M8 oM aar Eg E |= g 的 情形 , 则 8 一 pf*g， 
称 了 为 (Mg] EAS TR ARE. 

= log|p€ ona. p> 0} 

为 M 上 所 有 过 点 保 拓 于 的 Riemann 度量 的 集合 ， 在 本 章 中 我 
们 研究 如 下 的 问题 ， 给 定 (M , 8) 以 及 函数 天 < C”(M), ALA 
存在 ge Ga, HEE 的 纯 量 曲率 R AET Ke 

为 了 回答 上 述 问 题 ,我 们 需要 知道 在 度量 的 保 角形 变 下 , 纯 基 
曲率 的 相应 变化 。 为 此 在 局 部 坐标 系 下 进行 计算 (使 用 对 重复 指 
标 进行 求 和 的 约定 )， 熟 知 ，Ricci 曲率 可 表示 为 | 


E 
R; = a a + rari —TLM hs 


其 中 | 

a 1 ul Ogu _ ORs 

mae v(t Oe at) 
是 关于 £ 的 Christoffel 符号 .用 F$ 表示 关于 g = pg 的 Christo- 
ffel 符号 , 则 直接 计算 可 得 


@ lo ai 
Merit (a; Be + ga, Sgp 
; * Oxt wa Dr 
8 io 
上 Gac Be 
i ap ) 


AUER HA BAY Ricci 曲率 为 
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R; = R; 一 了 ( log øs; 十 nat ( iog »),,( log ø) 


Lr n— 2? 
— -d A{i — 5 l a) jia 
zA ( log p} 十 > |Vloge|* ) g; 


TEHA = gR,, — p gR aS 
B= p'R — (an — L)p Ap — + (n = 1)la — Jei Vat, 


为 了 消除 此 式 中 的 梯度 项 ,我 们 区 分 以 下 两 种 情形 ; 
情形 G) n=, > p 一 e*， 则 尺 与 及 之 间 的 关系 化 为 

R = eR — lAa), 
由 于 在 二 维 情形 纯 量 曲率 是 再 倍 的 Gauss AROLE RKM K) A 
此 得 出 

Au — K + Re 0. (0.1) 
RZ RE CPLM) ESEA FER g = og Wi g ai 
曲率 等 于 BOR oT RA ER EE (0.1), 


情形 GD) n3 令 p 一 xi， 经 简单 计算 得 : 
R—-u a] Re — AD an), 


站 一 了 
这 样 我 们 的 问题 化 为 求解 
Au 一 n2 Rui m0, uo, 
4a — 1) 4{n — 1) 
(0.2) 
4 ~ . 
如果 w€ C°CM) 是 (0.2) 的 一 个 解 , W g 二 aeg 就 以 R Ata 
曲率 . 


在 本 章 中 ,我 们 总 假定 (对 ，8) 是 一 个 紧 致 ,无 边 的 光 请 Rie- 
mann 访 形 。 从 微分 几何 的 角度 看 ,最 有 兴趣 的 情形 是 方程 (0.1 
和 【0.2) HO R R R ERRAK., 这 意味 着 我 们 要 在 每 个 度量 
BR ASE Se 中 找 一 个 " 较 好 的 ”"、 使 得 纯 量 曲率 是 常数 的 度 
BH. ASS wie ba Sih (Uniformazation Theorem) aj 
ALFE n 一 2 PEE RE REPAY. ME oe > 3 TE a 
个 问题 称 为 Yamabe 猜测 , 它 经 过 Yamabe (1960 Æ), Tridinger 


1 


(1968 Æ}. Aubin (1976 年 ) SAADEH. Bee Schoen (1984 
年 ) 所 解决 ， 其 答案 也 是 肯定 的 、 l 

Yamabe 提出 他 的 问题 原 是 为 了 解决 三 维 情 形 的 Poincaré 
猜测 ， 设 M YER. WM 上 的 一 个 Einstein 度量 弛 是 请 
Œ Ric(g) = cg 的 Riemann BE, XE Rict8) 是 上 的 Rice: 
曲率 , * 为 常数 ， FES EMOTE. Einstein 度量 必 具 有 常 截 曲 率 ， 
码 此 ,如 果 在 尾 何 单 连通 的 三 维 紧 汶 形 上 我 们 都 能 构造 而 Einstein 
度量 ， 就 可 以 推出 这 样 的 流 形 微分 司 胚 于 三 维和 球面 ， 从 而 证 明 
Poincaré JAM, 如果 令 .AY 表示 对 上 Riemann 度量 的 全 体 , 可 
也 证 上 明 Einstein REA T e EROTA 


ore) = me 


ri 
a") 


Vez 
的 临界 点 。 其 中 Re 是 8 的 纯 量 曲率 ，pe 一 | ar EER, n= 


dimM 23, EFH 2 HORNA, MRIs Ra 
个 保 角 等 价 类 Ve, Eo What PER A BRO AR BO A 
HOR PAF og. HER. Yamabe HELEEN H SUB Oe, PR 
MELO, BES 


CM, Bo) == inf Olg), 


FST 
如 果 存 在 8€ @e, EO) 一 (Moe), 则 & RA RARE, W 
TRE Einstein 度量 可 以 进一步 定义 “ 极 小 ~- 极 太 值 ” 
ACM) 一 sup nt Q(z). 

可 议 证 明 : MR PELE gE ee. Og) — 2(M, 2) = ACM (这 时 
BK & 达到 ACM)). W g Æ Einstein BB WE RR o ERIE M 
BAAM, g) S AlS, g ES H 2.2). a AR S 上 的 标准 
EE, o. S3, 因此 8" 的 标准 度量 是 达到 4 的 一 个 例子 . 男 一 个 例 
FEAT T" 上 的 标准 度量 n. HF T 上 不 存在 有 具 瑞 纯 量 曲率 的 
Riemann BF, 10T*,g)<1(7T",2,)-=0, BO g R T ACT") = 
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0， 另 一 种 可 能 的 例子 是 曲率 是 负 常 数 的 空间 形式 ，(M"，8g_- 小 , 向 
不 清楚 ACM") 是 否 被 Poincaré 度量 go 所 达到 。 如 果 能 用 上 述 
的 “ 极 小 - 极 大 ” 步 又 在 一 般 紧 致 流 形 上 获得 Einstein 度量 显然 是 
十 分 有 意义 的 ; 本 章 将 要 讨论 的 了 amabe 问题 只 是 这 个 方向 上 的 
第 一 步 ， 
在 以 下 的 第 1 节 中 我 们 讨论 二 维 傅 形 的 方程 (0,1), 在 第 2 一 

4 节 中 讨论 # > 3 维 情 形 的 方程 (0.2}。 我们 将 限于 讨论 审 一 常 
数 的 情形 , 即 Yamabe 问题 ， | 

应 当 指 出 ,在 非 紧 完 备 的 Riemann JARRE NRE ATE 
Yamabe 问题 。 鉴于 这 方面 的 研究 还 不 多 ， 本 蔬 暂 不 涉及 这 个 沁 
i. 


$l. -RE 


本 节 研 究 二 维 紧 致 无 边 Riemann WE (CM, g) 上 的 方程 
Au — K + Ke =Â, (0.1) 
其 中 下 是 Riemann BE Lpy Gauss HX, KE C°(M ) 是 给 定 的 
peak. Hi Gauss-Bonnet 公式 有 


| kan 一 2nt(M), l (1.1) 


其 中 da 是 CM, g) 的 体积 元 , AM) Æ M É Euler RHR. A 
th, W se ChM) 是 (000. 的 一 个 解 。 在 M 工 积分 方程 (0.1) 即 
得 
| Kedu m 2eX(M ), (1:2) 

这 正 是 关于 (MH, 和 的 Gauss-Bonnet 公式 ,其 由 有 一 eg 这 是 
A FAR dä = op， 而 其 Gauss HK, BR, 在 
LM) 有 不 同 符号 的 情形 , (1.2) BRE 满足 不 同类 型 的 条 件 . A 
此 我 们 的 讨论 将 按照 X(M) <0, =0, > 0, 分 为 三 种 情 形 ， 

WEL XCM) < 之 0，- . 

SAH (0.1) 的 可 解 幅 在 这 种 情形 尚未 彻底 解决 ， 但 我 们 
对 间 题 有 较 好 的 理解 。 在 这 种 情形 ,利用 所 谓 上、 下 解 原理 "来 求 
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m1) 春 尖 是 合理 的 。 似 下 命题 是 这 一 原理 的 一 入 篇 单 情形 ， 
AALL if (M, 2) 为 一 光滑 , 紧 致 ,# 维 Riemann Hie. 
AER LEERE R EA 
An + flr, m) =0, (1.3) 
其 中 feEC~(M XR). 如 果 存 在 pp 中 < CM) 满足 
Ap + f(x, p) 20, 1.4) 
Ad + f(x, 6) <0, 
{分 别称 于 和 内 为 《1.3) AS FH ROE E pse, i) (1.3) A% 
HE CCM), HE paeh, 
HH: S44—-PRER -ALPI A, h M 的 紧 
性, 总 可 取 足 够 大 的 正常 数 c EAR F(x. 2) = cr + flra) 对 
FHeEPHEeV re M, 在 [一 4,41 be OLA MEM Le= 
一 An teu, FQ, L 作为 CCM) BI CALM) tet (0, 1) 的 
HAART. 上 共有 紧 的 道 算 子 L 而 且 ， 由 极 大 值 原型 。 工 是 正 算 
F, HRY: 
A Le, Le, Wil a S oa, 1.5} 
现 妇 纳 地 定义 
` P= ps, PT LNF, prj)s & 2; 
kk 外 = t, Pe mL UF (x, bead). & 21, (1-6) 
则 有 
Lp & Lop, = Flr, p) S Fle, p) = Lh S Lẹ, 
其 中 两 个 等 式 由 《1.6) 得 出 ,第 一 个 和 最 后 一 个 不 等 式 由 《1.4} 给 
出 ,而 中 间 的 不 等 式 则 是 由 于 Fir, 1 关于 + REI. Ait. A 
用 (1.5) 就 有 
Pag sh So, 
仿 此 ， 用 归纳 读 可 证 
p pea S p 5 h S bea S Ps Yk >il, 
序列 ip Mids DAE TERE T ARARA Ppa ts 
orth peated, Mh UOH lp) 及 1x] 的 有 
TE RARER AA EAI Le 估计 LP > a) 我 们 推出 这 两 个 序列 
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f LI (MCM) DAR, Ab. be ake cis kB 
Che Wes. ham (1.6) ok oo 而 取 极 限 ， 得 出 
Le = F(x, v), (1,7) 

Hp o= gyan, Heo, ARIA Schauder 估计 可 知 , s A! 
#€C"(M), RAGAH LA FAE. (1.7) 与 《1.3 是 等 价 的 ， 
命题 央 得 证 . 

il (A) BEATS FE CO.) ,我们 有 

命题 二 AM) 二 0, 则 (0.1) 有 和 解 的 - -个 充分 条 件 是 存 
在 《0.1) 的 一 个 上 解 we CUCM). 

证 其 : 由 命题 1.1， 我们 只 需 找 到 (0.1) 的 一 个 下 和 解 pe 使 得 
p&d 全 单一 一 <c， 其 中 * 为 正常 数 ,f 是 方程 

A}=K— K, 


的 解 ， 这 里 K= È | Kdn 是 KK 的 平均 值 . 由 (1.1) 及 XM)< 


0 知 瓜 , 为 负数 ， 注意 上 述 方程 可 解 是 由 于 其 右 端 的 平 询 值 为 零 . 
Re 足够 大 显然 可 使 在 所 中 成 立交 有 
Ag — K + Ke? = —K, + Ret > 0 

HE eRT. AHRNARABE p< OAT p. TEE, 

作为 命题 1.2 A — Pie. Als FARR Kazdan-Warner, 
Annals of Math.,99(1974), 14—47). 

M 1.3. wx(M)<0,K SOK HET OW 0.1) 有 
fR we CUM). 

HA: 由 命题 2.1, RAB R ODM —- PER, O p= 
af + 6, 其 中 fe CCM) 满足 方程 

Af=K,— K, 
这 里 KOK Aa eae KK. <0., REN a EBX, 
使 aK, < KYE M. MIR b 充分 大 使 ete 一 4 > 0, WA 
Ad — K + Ket == aK, — K + (et — ak <0. 

GUHA @ fe (0.1) 的 上 解 。 证 毕 ， 

条 件 (1.2) 说 明 在 XCM) <0 的 情形 , K 必须 在 某 些 地 方 取 
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fifa (0.13 才 可 能 有 解 。 但 在 人 证 变 号 时 (0.1) 可 能 没有 解 ， 在 这 
种 情形 可 解 性 的 充分 必要 条 件 还 不 清 杷 ， 

情形 HL. XCM) — 4, 

在 这 种 情形 我 们 的 问题 获得 了 完全 的 解 符 ，M. S. Berger & 
先 得 到 (0.1) 可 解 药 一 个 充分 条 件 , 而 Kazdan-Warner 指 旧 这 个 
条 性 也 是 必要 的 ， 

定理 1.4. E xX(M)— 0, 则 (0.1) 有 光 谓 解 的 充分 必要 条 件 
fi: 或 者 GK = 0, RE Gi) K 变 号 且 满 足 
| Keran < 0, (1.8) 


Hh j E Aafa k iei. 

证 明 : ARH. 首先 注意 由 《1.1) 及 X(M)0, 有 Kd 一 
0， 因 此 奔 在 f€ C"(M) 使 Af 一 天. 设 w* 是 (01) 的 解 ， 令 + 一 
ad 一 站 则 
因而 ， l 

|， Redy = 一 | e7 Aud pm —2 ( ee ldp et, - 
如 果 这 积分 二 0, 则 必 有 [vol = 0, Mio = 常数 ,由 (1.9) Be 
推出 K = 0, AE K = 0 RA (1.8) 成 立 , 且 由 (1.2) a 
E 必须 变 号 . 

Fhe, HER = OMT RIE (0.1) 的 解 , 故 设 R OLR 
们 用 变 分 方法 来 求解 《0.1)。 令 

= {ee LIUM) | | ady =m | Reidy = H, 


HP KES, A ELM) 的 非 空子 集 ， RATER 


J) 一 1 | vubap 


Ao + Kert mf, (1.9) 


在 . EBM ETL BEE me 4 使 (wm) = ink J(u), D 
由 Lagrange HTAR, FERM o, 8 使 得 在 LM) SRE 
XF 
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Aug ta eR et! 0. 
积分 此 方程 可 得 
加 | a V p | Reman =o, - 
这 是 由 于 ee :这 里 已 一 | de M 之 体积 , 因此 4 一 0 于 
是 a 
ae 8 | Redy = — | e Amdp < 0, 
条 件 (1.8) 则 保证 了 > 0。 令 vo 一 如 十 二 loge, Bil o F C19) 


的 一 个 LRR, FERRA, HTE «E LIM), ec" € LOM), 
Ve 之 1 因此 ,由 标准 的 三 圆 正则 性 理论 可 知 me C"(M) 而 “一 
ve + f BDH (0.1) 的 光滑 解 . 

UR as} Coe BE Ie) FE LARA SH BE JOu) 


co = inf] (u), 由 于 | udp = D, Be ehit eJl) (Poincare 不 


等 式 )， 所 以 tad 在 LIM) 中 有 界 ,我 们 可 设 基 个 子 序列 , 仍 记 为 
Luts Æ LIOM) agi RT m, H J) SP ERE, J) 
cr 田 一 方面 ,由 后 面 的 3| 理 1.6 可 以 推出 


==. lim j Keitd p 一 | Ketti p, 
由 此 可 知 mE (| ude 0 RATA). MATR co 的 定义 有 


Huy) Be. KERT H) = cos 而 前 面 已 经 说 明 这 样 的 s 对 应 
F (0.1) 的 一 个 光滑 解 。 证 毕 。 | 
为 了 补 出 上 述 证 明 中 一 个 分 析 事 实 的 证 明 ， 我 们 需要 
引 理 1.5 (Tridinger FER). A (M, £) 为 一 紧 臻 无边、 


二 维 Riemann 流 形 , 则 存在 6,C>0, 使 得 对 所 有 满足 | ude = 
0, | [Vu da< 1 uE LM), 成 立 | 
人 edn C, 
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EBA: 令 Uis Pis 1 < a k AJ M FP BAL (ae oo E o WG AL 
每 个 U, BST R EASA D, Pi€ CPU. 0S 
， 以 及 Zo ml, G y = pii, NY u= > “i RAJE UE 
存在 党 aM cn >, 使 
leie Sco P [lulls We 2, (1.10) 
这 里 1 + lp 表示 LCM) 的 范 数 . 
事实 上 ;, 令 ve CD), 我 们 有 熟知 的 等 式 


ym LL . i=) 
oad | wo) rien 


因此 
ELEJE < 过 | Iwe Cy) |: Woo 
me” x— y| 
把 被 积 项 写 为 《wei — yA. [x — y T Vo a 由 
Halder 不 等 式 可 得 


/ T 
o < (ved ile aay 


(fia) (iver) 


， 2p ae 
| m 2 F - 
其 中 了 让 注意 有 


[ lz — yy = | 
. ip 


ly —¥ (at 


idy < a 1918y 
一 2x | pdr = 21-ag(p + 2), 
因此 有 | n mo. 
Jive ae t ve 

4 Iwo |Pdx y < si Vp(| veray. 11) 
由 于 C) 在 EC) ha. Be 人 .11 对 所 有 we LD) 成 立 ， 由 
Fm JEU; PRE, U HAART D, ika (1:10) 成 立 。 于 是 


ell, < > jal, <= Ea vp 5 [Ves ia 
Jmj 


s žl 


< P UVa + ilula). 
但 f. ude = 0, #048 Poincare 不 等 式 得 


fuls < es v PIVa Vee 2. 
BLE (ull < 1, Wy 


Ele Aas D E C8. 
Bo 足够 小 , 则 右 端 级 数 当 NN 一 oo 时 收 全 .由 单调 收 敏 定理 可 知 
| eda C. UE, 

IMG, 存在 常数 C, 9 > 0, 使 得 对 于 we LM) 有 

|。 ed p< Cexp(allvul + +. | udp). (1.12) 

A: AGE Vula #0, BA u 一 常数 ，(1.12) 显然 成 立 ， 

我 们 有 | 
<8 ( ea ) + hvalis, 

其 中 心 一 “一 二 | udus 6 为 Tridinger 不 等 式 中 的 常数 .对 上 
式 取 指数 并 在 M 上 积分 , 即 可 得 (1.12), 其 中 # = 174， 证 毕 ， 

在 (1.12) 中 以 pu E u, 即 可 看 出 e* € LIM), YP 21 
一 方面 容易 证 明 形 如 | Reda ERRAT LHL RE. 
事实 上 , ik {u} ELUM) PERR s, HM u CE LIO) 中 强 收 
OF (Wp 21), 并 且 


oy oy ft d riy 
Hj m p“ = >. a 4 
| P Kle e“jip | K | ; (e Jdid j 


- f; j, Retti O u; — e Jd pedt, 


利用 Hader KER, (1.12) K u; — u Æ LUM) MERE 
To, 
情形 U1. XCM) > 0. 


* Z1Z + 


-i ra Fr pL YE A 
s 4 . . 
mie eee 


在 这 种 情形 , 或 者 是 球面 SCX(M) 一 2， 或 者 是 实 投影 
平面 RE 一 1)， 我 们 先 讨 论 (M. 2) 是 上 其 有 标准 度量 的 球 
面 (S, Ea) 的 情形 ,这 时 Gauss HE K=1, DJH te, Ay Fe (0.1) 


成 为 ~ 
Au—1l+Ke™=— 0, (1.13) 


条 件 (1.2) 则 为 
1 Ke™da= 4x, (1.14) 


ARFER R AME- HIRE. RI K > 0, (1-13) 也 
BC eae, Kazdan 和 Warner 首先 注意 到 以 下 事实 : 
命题 1.7， 令 pe CS ) 为 标准 球面 上 的 一 个 第 - -特征 函数 


Ap + 2g =Ù, (1.15) 
设 wt COS) 是 (1.13) 的 一 个 解 , 则 
1， VĚ + Vpe™du = 0, (1.16) 
证 明 : ATE RORY P AYE a Ss SR E 
sig = 一 中 区 让 (1.17) 


用 Va. vp RG (1.13) 再 积分 可 得 


\ (Vu > Vo} And pp — F Vu - Vopdu 


+ 


+ \ (Vua-Vp)Ke*dp = 0, (1.18) 
利用 分 部 积分 及 (1.17) 有 
| (Va Vip)Audu = -Í VV: Vp) Vuda 
=a 工人 ， |Vu| l Agp + Ipda = 0. 
2 J3 


XA 
je Vu: Ypdg= — |, pAud p= | 。 pE e™ —1)dp 


一 \ p Pedin, 
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男 一 方面 , (1.13) 的 第 三 项 积分 等 于 
1 a a. , -== I KK e™ 
2 |. KY e Agd a 2 | (VK - Vpje*dp 


一 1f Re™Apdu = l | (VK - Vp je*d 
2 Js? 24s 


+ | pK ed me 
综合 上 烈 计算 即 得 (1.16). EEE. 
如 果 取 天 一 工 十 ep, 其 中 5 为 充分 小 的 常数 , 则 外 > 0, 而 
(1.16) Æ% 
| a Toled an = Ù, 
这 显 热 是 不 可 能 的 , 因此 对 于 这 桩 的 六 (1.13) RER. 

OÈ: 在 标准 球面 SO > 3) 上 也 有 与 命 晤 1.7 相似 的 结果 . 
i PES" 上 的 第 一 特征 函数 , 即 Ap 十 ng 一 0, 如果 g ua g 
Mere Heo R, Ke p 是 S 上 的 标准 度量 ， 则 Kazdan 和 
Warner 证 明 

ve VRUT dm = 0, (*) 


3 ay 5 — ‘er AE DA SA BEE el et X 一 Vo ALR AIA By. Bl X 
生 的 单 参数 变换 群 中 的 每 个 变换 都 是 5” AR AE. AA RA 
画 量 场 可 以 导 邮 一 类 微分 方程 的 解 必 须 满足 的 恒等式 ， 最 初 是 由 
Pohozaey (Soviet Math. Doklady, 6(1965), 1408—1411) 发 现 


的 ,他 在 RY 上 利用 X = rÊ, 最近 ,作者 之 一 证 明了 以 下 的 一 般 
性 结果 CR.Schoen, Existence of weak solutions with prescribing 
singular behaviour for a conformally invariant scalar equations) , 

BR. ik (M, g) RARA OM H a( 3) RH 
Riemann MÆ. RAASBHA. RX CM, g) TRA 


| Z xRdn ~ | (Rie — 一 1 Re) (X, vdo, 
mj 


a #i4 + 


其 中 Ric 为 Ricci KE, Hy 表示 Lie 导数 ， 

ES ERX 一 Vp， 则 人 xR=Vq > VR, LHR g 一 wt 
a 的 体积 元 dp uT dm ROS 一 由。 容易 看 出 (# ) 式 是 以 上 
一 般 竹 恒等式 的 特例 。 | 

Moser 在 1973 下 给 出 了 (i. 13) 可 解 的 一 个 充分 条 件 ， 其 陈 
述 如 下 。 

EH LB 4 (S*, gs) 为 R? 中 的 单位 球面 ， ig K € Co(s) i 
ERE r) = KG) We € SCR, H max K >00, iil Fy (1.13) 
Fite we CCS?) 满足 光一 rz) = a(x), We €S?, 

这 个 定理 的 证 明 依 赖 于 不 等 式 (1.12) 以 及 对 这 个 不 等 式 中 
的 常数 5 的 精确 估计 。Moser 证 明了 

SI 1.9。 在 标准 球面 上 ,不 等 式 (1.12) 中 的 常数 yj 呈 1716m。 
如 果 丰 等 式 中 的 函数 x REN eRe u(x) =æ u(x), Wa 
H B 1/322, 

证 明 请 见 Indiana Univ. Math. J., 20C1971), 1077—1092. 

BAS re LGD 中 的 子 空间 

.一 | „€ Lif udp O, u(—x) = u(x) aex € st. 7 
由 引 理 LI AP NET wee 成 立 a 
| ed p< Cexp( | ivet). Sa (1.19) 
> M_ = fa Er | |. Rodu> 0 由 于 max K > 0,4 RE 
集 。 定 义 | C 
Js) = È lve — 2log |, Reda, we Mas 


cy = infi Juju E na}, 
注意 《1.19) 保证 了 | 
Ia) > 4 (Vuli — 2a ( Val? + log C + log {max R) ) 


-œ Z5 


一 到 Wald — ea, (1.20) 


因此 cy > ~ Oo, MELC A A I] Ue, 中 的 一 个 极 小 
化 序列 , 即 PCa) -> cg Gm eo, (1.20) TA Vel, BH. 由 于 


|, udp = Ù, {u} 在 LI 中 有 界 。 故 可 设 某 子 序列 ， 仍 记 为 


fe}, Æ LIG 中 绕 收 和 化 于 mw。 出 情形 II 中 的 讨论 可 知 ， 汉 胃 J 
是 弱 下 半 连 续 的 , 因此 Je) Seg, RABE, M EAE eH oe 
ZEA Jn) cy. He F(a) = cs， 由 Lagrange Sef Bie. 
u, 满 下 Euler-Lagrange 方程 (这 里 要 利用 K(—x) = K(«)) 
4k eo 


sa Ke™g 内 


Ag, + =A, 


其 中 1 是 Lagrange T., Æ SO LAS A Bw Aa 一 4, BD 
i=], H a =u, + 六 log (+h Reradu ), 则 上 是 了 【1.131 的 
一 个 L-HR. AIEEE (SLAE I 中 的 讨论 ) 可 知 # 是 
(1.13) 的 光滑 解 。 这 完成 了 定理 1.8 的 证 明 

如 果 把 史上 的 点 x 与 其 对 径 点 一 zx 相等 同 , 就 得 到 实 投 影 平 
WRF, 任何 Kec?RP) BASS LH. SWE K= 
KG), 因此 ,定理 1.38: 在 标准 度量 的 及 己 上 ,一 个 光 福 函数 
是 某 个 逐 点 保 角 于 标准 度量 的 度量 的 Gauss 曲率 ,必须 而 且 只 需 
沁 列 数 在 基 处 取 正 值 ， 注 意 必 要 性 是 由 《1.14) 决定 的 。 事实 上 ， 
这 个 结果 对 于 非 标准 度量 也 成 立 ( 参 乞 工 , Aubin, J.Funct, Anal., 
32 (1979), 148—174). 

最 后 我 们 指出 ; 在 定理 1.8 的 证 明 中 ， 如 果 不 假 定 对 称 竹 
(alx) = uC) Je DRA AR TA. ERER: 除非 
K = 常数 , J(w) 的 下 确 界 是 达 不 到 的 . 基 此 在 证 不 具有 对 称 性 的 
情形 , 辣 题 更 加 困难 ,需要 使 用 比较 复杂 的 变 分 方法 在 一 定 笨 性 下 
获得 Jie) APR DAR, 
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$2. Yamabe 问题 与 保 角 不 变量 1M) 


EASA WRNESBBM. Yamabe 占 题 就 是 : 给 定 一 个 
eB ne 3 的 紧 致 ,无 边 Riemann WH (M, 的 ， 问 是 否 存在 


GARE g— #5 g, 使 六 的 纯 量 曲率 为 常数 ， 这 个 问题 等 价 于 
求解 


Au — 222 Ru hn? 0， 
4(n — 1) 
. . u> 0, eee (2.1) 
Sich RAE (M, 8) 的 纯 量 曲率 ， 1 是 常数 。 
2n r — 2 
p n—2? a 4(a — 15° L At aR, (2.2) 


称 工 为 (M , 8) 的 保 角 Laplace 算 子 。 方程 (2.1) 可 写 为 
La = Au" "', 


Yamabe 注意 到 , (2.1) HIM 
|， Rd tts 


(fute 


限制 在 保 仍 等 价 类 Fr 上 的 Euler-Lagrange HR, REE, Q 
可 以 写作 QE) = Qatga u), Rif gam u Mg € &,, 但 
(0.2), 名 的 纯 量 曲率 Ry 一 au r Lu, 其 体积 元 dey 一 4d pas i 


O(u)Ba0,(e) = EL 


el? 
其 中 
Ea} 一 | “Ludu = |, Cl¥al? -+ aR jd g, 


lui = (f 1de) 


我 们 称 OC) 99 (M, g) AY Yamabe Ri, $ u> 0, u€ CM) B 
2 的 临界 点 , 即 < Olu + rp) 1 = 0, YHE CM), WARS 
出 ww 满足 方程 (2.1), 其 中 常数 4 一 Elu) leh. 


» 217- 


现 注意 ,由 Helder 不 等 式 有 ih Bein eta li O(n) 


THAR. 定义 
LCM) — inf{a O LFF E F} 
— inff Oleju C°CM), a > OF, | 
由 上 面 的 分 析 看 出 , 4(M ) 是 由 保 角 等 价 类 C 确定 的 ,而 与 基准 
度量 & 的 选取 无 关 , 因此 称 之 为 (M , g) 的 保 角 不 变量 ， 事 实 上 ， 
如 果 男 取 一 基准 度量 了 一 pg, Eb p> 0, pEC”(M), 令 0 
HEF FH Yamabe 商 , 通 过 直接 计算 即 可 得 出 全 (w) 一 Olou), 
因此 名 与 8 有 相同 的 下 确 界 . 这 一 事实 在 我 们 以 后 对 20M) EG 
估计 时 将 多 次 用 到 , 另 一 个 将 村 用 到 的 事实 是 , 4LM) 可 以 等 价 地 
定义 为 
a(M) = inf{O(u) ja E LCM )\{O}}. 

只 要 注意 到 viel |< Ylh (因此 第 一 个 定义 中 w > 0 的 限制 
并 不 使 AM ) 的 值 变 大 ) 及 CM) ELIM BR, 就 不 难看 出 
两 种 定义 是 相等 的 。 

保 角 不 变量 ACM) 的 重要 性 在 于 有 以 下 结果 ; 

定理 2.1. HOM, eg) Ae HE Mi Riemann WIE, WE 
ACM) <4(S"), 则 Yamabe 问题 在 (M , g) 上 可 解 .这 里 8 RR 
具 标 准 度量 的 = 维 球面 。 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 洁 短 察 1(s") 与 R* 上 的 Soboles 不 等 
式 中 的 最 佳 常 数 4 的 关系 。 我 们 有 如 下 的 Soboley 不 等 式 


A ({., jujea) < \. ivultde, Yue Ce(R*), 
注意 R* sia eS AERA Laplace 算 子 就 是 —A= 


— aa anid Opa 为 B" 的 Yamabe Rs il Se EE AS BE A 可 定 


A = inf Onla) leE COCR*)\{0}}, 
在 本 章 的 附录 中 将 证 明 4 可 以 被 Ra Ee 
Parle) = (a + dx gm 0 €>0, o (2.35 
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BAS, HES 
A= ORP) = a(n — Leos", 
其 中 if» 是 3* 的 体积 。 
ME P= (0, 0, 1) SHOR 的 北极 。 定义 球 航 投影 
w:S\{P} 一 Re (Bs E" C) 一 (Sos) ee 
验证 x 是 保 角 变换 , 事实 上 ,如 记 g 为 5* 上 的 标准 度量 :de 为 Re 
上 的 欧 民 度量 ， 则 有 


1) * p, m= 4 __ ds? = p(x) do. 
(x *¢ a+ ey er) 


Hew €.0°(S*), $ u = p+ uow € C~(R*)， 则 由 O NIRA Ra 
A: Ose) 一 9g"(#). 男 一 方面 ,利用 R" 上 的 截断 函数 容易 证 明 
(ERF) H BILLA w € CF CR") 逼近 ， 使 得 On (4) Orl). 
由 此 可 知 ;， ACS") > AL, BAMA: 

引 理 2.2, 对 任何 紧 致 无 边 _ Riemann 流 形 (M，g) AB 
1M) <A, 因此 必 有 US") = A, 

引 理 2.2 只 是 对 4(M ) 的 一 个 租 略 估计 , 虫 于 我 们 在 $ 4 将 对 
LCM) (EER BLAU TSI. 因此 这 里 暂 不 给 出 引 理 2.2 的 证 明 ， 

下 面 我 们 开始 证 明定 涅 2.1， 首先 指出 ; 8(w) 中 的 分 母 为 一 


LR ev KA LIM) EM) GS 


q=PWIRABK. 4 legar RP RALRRA, M3 ge 
RIERA RES, TIMER. OA RIE Re 
Ole) 进行 要 小 化 而 获得 其 极 小 临界 后 。Yamabe 的 办 法 是 ; 先 把 
FER PRU A s <P, 这 时 可 以 用 极 小 化 过 程 获 得 通 近 解 w, 然后 
考察 u TEs p Rade (Yamabe 在 这 后 一 步 中 犯 了 一 个 错 
误 ，Triidinger 指出 了 这 个 错误 ), 确切 地 说 , 对 于 s€(2, P] È 


_ E(w) | 
| Qo pe”? 
以 及 


二 是 下 呈 


A, == inf{ O,Cu) |e LiCM ACO} F. | 
利用 Hilder 不 等 式 容 易 得 到 2 的 一 致 人 下界。 MER. LOS 
是 与 保 角 Laplace 算 子 工 的 第 一 特征 着 a 的 符号 一 致 的 。 事实 
kim BOR, Ele) > mlali So, vee LIM), Alb a, SO, 
m wm <2 t, FE By EDR Pis NI Elp) = pa hpi 
0, AJE 4, < 0, 


引 理 2.3, lim 2, < ACM). 4,2 0, NJ i(M) Ys 


f. 

征明: 注意 045 = 0, PE ap=aCM), BRR mE LCM MIO} 
使 Q lm) 10M), BE ws 则 有 4, Oa) 一 Oplu) Hse 
Pp， 由 此 可 知 üm 2, SIUM). TEA, 20 WLS E RR Qu) SO, 
Vu, Hedy Hilder 不 等 式 


Qalu) = Ou) - a < go VP, 


Miki, m (M) <2,V >), Am 2,2 AM)， 引 理 因而 得 


fp 
证 。 


引 理 2.4。 “e2<s<ip, WEE u € CM), u> 0s Bul 一 
L, 使 得 Qu) 一 4,, 旦 满足 方程 

Li = Ar, (2.4) 

证 明 : 取 一 极 小 化 序列 pE LLMM O, 使 OC)... H 

(lep S04) 我 们 可 设 « SO. Mb Oe) 一 Ou), YE 

Se, 我 们 可 取 (lel =t PE Oe) 一 Elu) = wel + ae 


| Ridata 因此 valde + call, ERE lll < < 


lw? 《Halder 不 等 式 ) ,可 知 {mw} Æ LIIM) RAR, AKRI 
CL BSE {us} (或 其 于 列 ) 在 LIM) 中 弱 收 化 于 某 个 se EHRE 
ER > \l Weel, <= dim || Vail, AHTRA LiL 当 laorct È 时 是 


紧 的 , 因此 | Re dp | Rit dp, gueli FTA OCS 
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iimO ,C#;) = Ase 市 À, 的 定义 必 有 Oiu) = As. TE, 作为 Q, 的 
临界 点 , u, Je Euler-Lagrange 方程 (2.4) 的 也- 弱 解 .的 正则 性 
可 以 用 所 谓 靳 带 守 (Boot-strape】 (43), 由 于 La, = dete L 


gi 一 P ? FA ARI A L? Be A Ao, CL, THE Sobolev 
f 一 
Be ASE FE HE H, €E L”, i= ys = P, KEHEE Lu, € 


as — n — 2 

LT, p > g EaU EAE m ELi., Yg >l, KR. E> 
n 时 就 有 a, € C. 利用 Schauder 理论 又 可 把 正则 性 提高 到 
mE C (TER Ee ite Le 是 Hilder 连续 的 )。 最 后 注意 , 由 
F m 20,4, 20, WAR (2.4) 可 知 存 在 c 20 i As, — cas 
0, Ami iA EREE: BE. eM fale) 一 0 Nes 
0. BARRE, MEL m > 0. ATH: > 0 RR TE. Alb 
E LRT n, AIEEE S] s, E€ CCM). IEE, 

现 回 到 定理 2.1 的 证 明 。 不 难看 出 , 如果 wls < P) 有 一 致 的 
ER: mece, 则 用 引 理 2.4 证 明 中 的 淮 理 可 以 得 到 ww 在 CHC) 
中 的 一 致 界 ，《 为 任意 正 整 数 ，0<e 过 1。 因 而 存在 子 列 {u} 
s — p, HECKM) HUT «E C™(M), 而 sn 满足 

Laine, Olu) = i, n > 0, 

Hh i = limi FE ACM) 20 的 情形 引 理 2.3 WA A 一 20M). 
MEAM) < 0 METZ, 240M), Wit OSAM), (Ab 
ACM) 之 定义 , 必 有 Olu) = ACM), 2 并 为 所 求 的 2 的 极 小 解 。 

因此 ,为 证 定理 2.1 只 需 证 x 有 界 。 假 定 不 存在 这 样 的 界 , 则 
FEEE Sh Ps Hy = Hpg hE My (EPS 0,0 zy) 一 max ay & mz, > + 
oo, FT M BAW 2,-72,€M, We, 处 的 一 个 正规 坐标 系 ， 
在 此 坐标 系 中 

Bi = dy + OClx|*), det g) = 1 t oejah 

设 a, OER xs 则 zx 一 0 ko, ag 满足 的 方程 可 写 为 


B; l det g(r) g(x Oug) — aR Jua 


vam gtx) 
+ A, = Uy 
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其 中 4 一;。 设 此 方程 在 1x1 <1 LEN, AEX 

. vpl) = myu dax + xy), 
ER dy = mk > 0, WU og AER og = C1 一 | t 一 a 
的 球 内 定义 、 并 满足 方程 


= a Abrae ds va) 一 Ek + Agta i m= 0, ' (2.5), 


其 中 | 
adC) == pH bye + ory) > Bijs 
| Ce) = J det plö t xg} > 1, | (2.6) 
cala) = ami FRC Bar H r) > 0, 
ei ae R 的 任何 有 界 闭 域 上 是 Caa MER., 0 
pS v,(0) 一 1， 国 此 :对 (2.5 oe oa 进行 L? 和 Schauder 内 
估计 可 得 以 下 结论 ， 对 任何 R 之 0， 存在 CCR)>O 和 和 RCR)>0, 
使 得 | 
| ore & CCR), VE > ACR), 
取 一 列 R,, +o, 用 抽 对 和 角 线 子 序列 的 办 法 可 以 得 到 子 列 {ents 
使 vp > ve CCR"), HATES Be, LE CHK. TEH 
(2.5) #1 (2.6) 可 知 ”是 方程 
Apt hvt = 0 (2.7) 
HAP TAR (0) = 1 . 宙 极 大 值 原 理 ,，* 盖 0 .由 引 理 2. 3, 当 1M) 
0 Wt, (2.7) 中 的 一 aM), 否则 4 < 0， 
现 注 意 ， Bal Ras RA 
| Baax 一 | ugh det gda - agt 
Rar LEETE . 
< ll - BR = BA, 


其 中 ox 一 me ~a > 0, 因而 oe <1, 和 由 于 在 任何 有 界 集 上 
了 . 
bp BURT v’, ikh Fatou 引 理 推出 
| ,VP SI, (2.8) 
R 


类 亿 可 得 
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| | Woe | dr < ， 
& nE CER") 为 一 截断 函数 , On, 在 BL0) h net, 7E RN 
BO) 上 1 一 0， 定义 va) 一 (Z) 0G). 容易 验证 


1. (ive ol + |e — vpl’ dr > 0, YR, 
| (2.9) 
用 er W (2.7) 并 积分 可 得 
| Ves Vege = aa „ veaa, 
R” 
aT (2.9) 我 们 可 存 上 式 中 令 R — o 而 得 
| Iv [dr 一 1 |e? Pdr, (2.10) 


aa <0, (2.10) g e = RK, i (2.8) 说 明 这 个 常数 为 0, 这 
显然 与 之 0 蔬 盾 。 因 此 4 之 0, 此 时 A= ACM). 利用 (2.8), 
(2.10) 以 及 Sobolev 不 等 式 我 们 得 出 


A (| . vax) <j \Vel’ds = AM) \. vdr, 
KA MI - i 
AZAM) (|. Zo < uM). 


KHAM) < 1 一 4 的 假定 棚 矛 盾 ， 因 此 ， 在 这 一 假定 下 tw 
HARB ES. 这 完成 了 定理 2.1 的 证 明 . 

定理 2.1 把 Yamabe HAPRAD ACM) 的 估计 ， 事实 
上 上， 只 要 找到 某 个 通 数 p， 使 得 Olp)< 16S), BA ACM)< 
ACS"), 因而 Yamabe 问题 可 解 。 利 用 这 一 点 ，Aubin (1976) 证 
AT: 如 果 # > 6, CM, g) 不 是 局 部 保 甬 平坦 的 ( 节 Wey! 张 
BW 40), 则 XCM) <4(S"), Schoen (1984) 则 解决 了 所 有 其 
SAE. 他 证 明 : mE (M:e) ARAS TRER S, Ni 
LM) aa BTE CM, g) RAGAT S 时 问题 显然 有 解 
(AAA AA DIA fM -> S, th fg 一 pgs ga 9 S NIER 
准 度量 , pC C°(M ), TA og ER HHA), Yamabe 问题 获得 
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BERR, 

Aubin 的 证 明 是 局 部 性 的 。 假 定 n Sl, BFE PEM 使 
FCP) 50, REW ERATEN Weyl tht, WPA — 
个 在 PP 的 任意 小 邻 域内 紧 支 的 试验 冰 数 p,  Olp) < 105"), 
Schoen 的 证 有 明 则 利用 了 流 形 的 整体 几何 性 质 ， 他 注意 到 ， 保 骨 
Laplace 算 子 工 的 Green PRE] R” 上 达到 Sobolev 最 佳 常 数 的 
ba (2.3) 可 以 用 来 梅 造 所 需 的 试验 函数 p， 而 在 2 一 3 或 (MM， 
8) Æ P SMR ACP BRE. Green 国 数 的 断 近 公式 中 的 常 
数 4 才 大 于 0 即 可 保证 Ole) 过 10S"), AIA MIE Ree 
以 证 朋 , 当 (OM, ge) ARABS SR AS 0, fn = 4, 5 
ht}, Schoen FPWR EER SINE, 也 找到 了 适当 的 试 
验 函 数 。 

我 们 下 面 将 要 给 出 的 证 明 , 是 基于 J. Lee 和 T. Parker 最 
近 对 上 述 证 朋 的 改进 ， 他 们 的 主要 改进 是 找到 了 所 谓 保 角 正 规 坐 
Rs FFAS Green 函数 在 这 种 坐标 系 下 的 渐 近 公式 。 这 样 ， 
Aubin 和 Schoen 的 证 明 可 以 统一 起 来 ， 而 对 ”一 4, 5 也 不 需要 
作 特 别 的 处 理 . 


$3. FACHES Green RH MII 


我 们 首先 证 朋 Lee-Parker SPR EM SRAM MER, 
然后 给 出 在 这 种 学 标 系 下 保 角 Laplace 算 子 的 Green PARR 
近 展 开 公 式 。 以 下 我 们 称 MM 为 一 Riemann WE. HEBREE M 
Lee SRR SR 2. REHM LHR ABS 由 RR 
EEEF a 

EH 3.1. ik M 为 一 Riemann 流 形 , PE M. 对 于 任何 NS 
2, 存 在 M 上 的 一 个 保 角 度量 2, 使 得 夺 P 点 处 的 .8 的 正规 坐标 系 
中 有 

det(g;) = 1+ OGr*), 
ser = |x], EEN SONA 
R= OC) 和 ARCP) 一 一 二 | 了 (PP 
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TERAK HDO HARRERAN Weyl 张 量 ， 

在 证 了 明 这 个 定理 之 前 需 先 证 明 一 些 引 理 。 

引 理 3.2 PEM, T RZE TeM 上 的 一 个 《十 27 阶 
对称 张 量 , 丰 六 0。 存在 唯一 的 一 个 刘 十 2) 次 齐 次 多 项 式 1, 使 
得 在 & 的 正规 坐标 系 中 度量 六 一 le He 

Sym( FRCP) = T, (3,1) 

其 中 Sym(-) 表示 张 量 的 对 称 化 ,这 和 名 i 分别 是 的 协 变 微分 
算 子 和 Rici 曲率 。 

YEW: 令 1x 生 为 8 在 PP 点 处 的 正规 坐标 系 ,? = lel H Pn 
表示 z 的 mm 次 齐 次 多 项 式 的 空间 ， 令 FO) 一 Rds‘, Wh 
Taylor 公式 有 


a+? 
F(t) = >) FOP Ce) + OCrk), 


这 中 
F(a) = .1 - OgR CP )xtxix® me 

(=) (m — 2)! PPANS (P) EP 
AHE K= Chay? "" 5 Kim 2) > eR 一 x hare “Em, IEI = ZR TER 
Ricci 坦率 的 协 变 导 数 Rae (P) = OcR (CP) + Six. 其 中 Si 是 
出 Ri ABP Be LK | a Set Bry ahd S HA. Ath tm fe Pas 
= eg, 则 对 IKI = Ř 有 Sux =a Six. Mite > (3.1) 等 价 于 

Ü = (RglP) 一 Tijeri" = Rt Feet Car) 

A l 


IKi= 


+ 《Si — Timir", (3.2) 
k 


IK |z 
由 关于 齐 次 多 项 式 的 Euer AA: xr100 f= ldi 
(RH 2A +I, MA Ale A +t OCF), KA, HE 
Laplace SF, FEA R, 与 Ry 的 关系 (参见 本 章 开 始 部 分 ?可 
以 导出 
FOUN) = PRDC) + xxii (2 — n) OB — CAPA] 
= DC) 2 
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“PAYS | PEAR. ra, 十 Ce — 2)CR + QDR DE Hoa 上 
aik . FA th Fe EE A fC F gaa lB (3.2) moar, ik Se, | 
引 理 3.3。 7A 在 Pe ARES 
{4; = 2700 — 2 + 2m — 2j): = 0,-++, Lm /2T}. 
对 应 于 2; 的 特征 函数 是 形 如 ”网 的 函数 , 其 中 pE Pma 是 调和 
多 项 式 ， l 
证 明 ; HAF m= ORL ERR. WE m 2, fE Pn 
满足 ”Ar 一 对、 四 Euer Axl, Ad E Pona WEO 
1A 一 Adlr?Aif) 一 AC At 十 tA + rA 
= fnd + 40m — 2)Af + rA, 
RE, r ALAS) = CA — 2n ~ Am + SAS. 这 说 明 ， 或 者 Af 一 
0, 因而 4 一 0 及 了 为 调和 ,或 者 A an — im +8) BA E 
Doaa CAFE. 对 应 的 特征 滑 数 为 Af。 在 后 一 种 情形 ft oR 
TRAY Pe ae AF, PEARSE FE Bee BRIE HA. 
引 更 3.4。 在 8 的 正规 坐标 系 中 ,det(8;;) 有 如 下 的 展开 式 ; 


det{ g) = | 一 = R, xix! 一 P R,, peixtct 


一 (+ Ri + 二 


Racin KA m 
20 gg Mime 


一 J RyRy) rxixix! + OCF’), 
其 中 系数 中 的 曲率 均 取 值 于 P 点 ， 

证明: Sie we tere K—-PRRU LH EMA, 通过 这 
HAL pai URR" 的 一 个 开 售 相等 同 , P 与 坐标 原点 相等 同 . 上 先 回 
忆 Jacobi 场 的 定义 。 固定 tr, 6 R*, BRR rR x RR, 
CMB r= er t sE), RAET- TERRA MIRA E 


的 测 地 线 。 令 了 =r. BEG XAO) —- 2 viz) mek 
Fe Jacobi 场 ， 由 于 对 每 个 ;, Y RAP VT 一 0, X 


一 oO Bj 一 — zdi 
由 于 0 alaa] LT, X} 一 97X 一 VT, RNA 
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Ù = Vxvri = rV + Vent ~ RIT, XT 
— FF — ROT, XT. 
FA Xe Jacobi 方程 ViX = R(X), 这 里 R Rr 表示 曲率 导出 
的 钱 性 映射 ROT, T. 

He) = | 其 Cikt| 的 Taylor 级 数 ， 可 以 通过 用 Vr 反复 对 
之 微分 而 求 出 , 利用 Jacobi 方程 , X(0} 一 0 及 VrxX(0) =E, N 
出 最 初 帮 项 为 ; 

Vri(O) = 0, VifCG) = 205, EX0), Viio) = 0, 

Vi) = BC RE, (0), VICO) = 20¢0V, RF, ESO) 

THC = 36¢CV RE, E200) 十 320 RE, RE) 0). 
ks | 


(E, Ur) = CNX)? = E+ £ (REE) 
十 A {VRE, E) + £ COVER: JE, E) 
+ ŽE (RE, RE) + OW), G3 


其 中 右 端 的 内 积 均 在 原点 取 值 . Sor 一 x, 一 ,2 + 2, my 


由 (3.3) 可 得 
Epa) 一 Goe + K R pijar ai 十 i R pijat aiet 

fl 
+ 56 Rija + 


2. 
i R pijn K grim ) 


X ririxtx! 十 OCF), (3.4) 
并 中 此 这 项 绝 取信 于 原 训 ， ig) = Gi beds ee 


Apele) = -一 > Re igh x? 十 一 二 Rosia priet 


+ & R pijgki + Z. Resin Roum | 


45 
Kartata! 十 OCF), | 
Haye), det(g,,) = exp(trd,,) 具有 引 理 给 出 的 展开 式 . 证 毕 ， 


+ 227+ 


定理 3.1 的 证 明 : 归纳 地 假定 8 满 忠 det(g,,) = 1+ O(r*), 

N21. 容易 看 出 ,在 展开 式 (3.3) 中 每 一 项 均 取 如 下 形式 : 

cx (VE RE, E) + BC El 
其 中 cg 为 常数 , B 是 由 Re 的 阶 数 小 于 不 一 2 的 导数 所 构成 的 双 
线性 型 - 

因此 detkg RRAGA: 

det(g;;) = | + 2 emt Rix 一 T gra’ aia" + Or ), 
-_ (3.5) 
其 中 Tijx 为 由 曲率 的 作 于 NN 一 2 Gre SRA eM 上 的 一 个 
WERKE TWD EB. 

由 引 理 3.2, 可 取 fe Hy, Fm Ms, 使 得 sym(V""'R,)=T. 
注意 dety) 也 满足 (3.5), 其 中 Rj; STHA R 57. (4 
FE Dy HiT — T, 故 由 syal Ry) 一 了 推出 delap 
1+ Ort). ART detfg 站 的 渐 近 展开 的 归纳 证 明 ， 

Di NS 5, MH det(g,) = 1 + Olr) 知 引 惠 34 所 给 出 
的 展开 式 中 的 系数 为 替 ， 即 在 斑点 处 有 

(a) R; = 0, | 

(b) Rig E Rinse + Rai; = 0, (3.6) 


2 ` 
(c) sym ( Rig t ms R pijm P pam ) = (), 


FH (3.6a) 和 Raya = Wu EL 
Rau — Ri ™— RiR ej + RitiRim = 9, 
因此 由 《3.6c)》 推出 
Riza + Ray 2Rin F ZR aage 


2 
+ g CW prj piira 下 WH pg EY pt 


+ VF prim piim + F pika lF phim 十 W pain phim 
+ W pika W ppm YX" Xf = 0。 
更 缩 并 指标 k f 注意 由 Weyl nis A et BREE W pike HF cage ™ 


=- 2268 » 


六 orem W ss 一 W omik) = 1 IW pike prams 并 利用 Bianchi ia 


EA R 一 Ri PME 


( 3R t Ring t 2 W pkmn pm | tix? =m 0, (3.7) 


FH ijs BEAR 一 Rp 一 -+ jwp, 


最 后 ;由 (3.6a), R(P)}=R;(P)=0, h (3.6b) BR ACP)=— 
ZR iis 与 Bianchi 恒等式 相 加 即 得 2R (P) =0, #31 证 毕 ， 

我 们 称 定理 3.1 给 出 的 保 角 磨 量 及 其 正规 坐标 系 为 保 角 坐标 
Feo FFA SE det(g,,) = L+ DO) HONADA., FET 
论 在 ACM) > OME ET, Dm —-A+ RA Green ARTERA 
正规 坐标 系 下 的 渐 近 展开 ， 由 熟知 的 结果 、 在 R 之 0 的 情形 , 存 
在 唯一 的 Green PRR Gre C°CM\IP}) 使 得 

LGp= 6p, Gp> 0, 

其 中 55 表示 P 点 处 的 Dirac 测度 ,并 且 在 王 点 处 的 正 才 坐标 系 中 


A: Gls} 一 二 "(1 + of(1}). BEE. ACM )> 


0 的 条 件 下 : R > ORR Le. READ, 由 $2 的 结果 ,对 
Tics<?, TE m > OWE La = ie, BL > 0. A 
度量 gr — utg SEBS R ala? ha, = othe? > 0, AT 
以 的 保 角 Laplace 算 子 L’ 有 Green PAR Gr. :但 直接 计算 可 
得 | 
Liame) = IOL's, We € CUM), 
AEA BOGE Greu (P) G 是 工 的 Green BR. 
以 下 为 了 计算 方便 & G(x) = (2 一 2)j0s Gr), re M* 
{P}, Alls LG 一 (n — 2), 4185p, AK GC) 一 rl + oC), 
定理 3.3. ERRERA E.G 有 如 下 的 渐 近 展开 式 : 
(a) 在 # = 3,4,50 MM 在 PP 的 一 个 邻 域 内 保 角 平坦 的 情 
形 ， 
G =r" + 4+ alr), 
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其 中 人 44 为 常数 ,a 一 Olr), Bem 4 ZIMA ee CM, 而 在 n= 
4 时 ， æ = Pix)logr + a, 其 中 Pcr} A ZR GF tK Z MAT, 
a, € cus 


(b) fin = 6 JRE, 


G = pr — Sa W(P) ogr + ale), 


其 中 a == P(x)logr + my P(x) 为 多 项 式 , PO) = 0, ae Cs 
(c) En STE. 


cm lt oy lie alr 


— Ry(P)a'str? )| + ol), 


Hh alr) = (PCr) logr + ahr”, Pls} HBIGR. ae Co, 
证 明 ; 我 们 可 写 6 = r t p) Rag = 0(1). 注 意 ; 若 
函数 A RRT +, UIA TA 
Af = — Or det g0,f), 
pa! af det g | eof) 
PELER r, E) Fo JHE g ES, g = dr + Ayr, E) 


atidtt, 且 delky) = ry derg, A g” 一 1, 了 不 依赖 于 #5, 故 
有 以 上 表达 式 . 利 用 det g=1 +007"), 容易 算出 Ar "一 Ar 和 "十 
p, Hm A, SREB T Laplace Bf, 0E Sy, 这 里 及 以 下 
我 们 用 Ei 表示 直到 多 阶 导数 均 在 原点 为 零 的 C ARRA. E 
EN 可 以 充分 大 ,只 要 NN 充分 大 ， 由 于 Avr" 一 一 (sp 一 2)w_ bes 
所 以 Ar 一 一 (nm 一 2)w,_15p +O, TESE LG = (n— 2)- 
nd mek A | 
Lert pO Rr =G, (3.8) 
> L= rA, + 20n KA — A) +22 —2)* 
(rö, — gx), M (3.8) 等 价 于 
Lip = Kọ + aRri(l + f) +4, (3.9) 
ATR GREA. 我们 采取 以 下 办 法 ARA p e CPCB 
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{G}), WE $ = of 1} 以 及 

Lig 一 Kp — aR +b) Ea DE + loge, (3.10) 
KA San + togr 一 if) logri] e Cah, BAM (3.10) 等 价 
于 

Lr p) + aRr? "eB BS, - logr, 
Ali, Med — p = p, WH ESR (3.8) 推出 
Lgr "p)e C*CB), 
FRE PT aE rt tpe c, ERE, 他 为 Dirichie 问题 
Le = Llrinp)e C", 0B =r "p, 

HJAR, REE EE v e C, ii w = ro — oek LW = 
0, W138B = 0. ARAT p = o1), W = olr"), Aste 
e > OA eG mW fr = lrA, MIETE B\0} 
ELG = 0, See UA G > w 在 BM0} Emir, Seo 
0, 得 W<0, HRW So, Mii w=0, BP re "pee cw 
REMA G =r t p) e, pee co, 

PIRE Bye AR g d 使 143.10) 成 立 。 先 讨论 EAA 
WT, We d = p tee t pas 其 中 phe Ca, Rb = gp 
b= 和。 归纳 地 假定 已 经 取 到 出 一 响 十 … + dg, 使 

Lip — Kp — aRr(l + Pe Ei (3.11), 
但 于 R=O(r’), aRr' e €a, Aire £04 HR b= Oe (3.11), 
成 立 . BS (3.11), HAMS ot Can, 其 中 be Ay. HP 
在 By E L [lrA + 2m — 2), 引 理 3.3 说 了 明 在 = 是 奇数 入 
Le E Pr La. Rody = — L'r We Het th HE 
(31lijhon FURR, TE PD = + +> + ob, E O3.10) ey, 

现 设 4 ERK. DL Ea kA n 一 2 PUR MAR eS ”一 
2, Ls E Pi CREM, HEL, EA, 上 关于 内 积 lan, 
Zhi = Lab, 是 自 样 算 子 ,因此 By = iml DkerL E kerL,= 
LO} 时 , 我 们 地 dy = Pg + gglogr, 其 中 Pan ge Ay. 计算 可 
得 : 
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LPa + grlogr) = Lope + (n — 2 — 24) ga + (Loge) log r. 
(3.12) . 
由 于 任何 bie DP, VE by = Lily t+ ae, IEP Luga = 0, G12) 
Bt fA Lady = 一 具有 人 解 : 
Pa m Py t+ tn —2 — 2h) gg loge. 
fe k = a — 2 hj, 5| 3.3 说 明 kerz FA r* GK. gts 
Pa = pit cr” “loge, 
对 于 了 一 f(r), 由 六 的 定义 以 及 关于 度量 的 新 和 近 展 开 《3.4) 可 得 
Kf = r40; (+ Ria xt’ + 6.) rrif Cr) | 3 


Hp 8e @, (A RAIRE, Rapet! = 0, BRED Mt f(r = 
er’ loge, KIE €a DE an logr, Wilh Kenal CDE ant 
loge, B dp = p, t ee H paa RA 
Lap — Kp — aR (1 + p) EZ, a DE, + logr. 

AET A k = a—l Mn, HRA TERE da E PDP, + logr. 
B.S p| p t oo H dn PEIRE (3.10), 

HiT a= 3, W) p = 0; an= 5, Wil Il + Psp 2 = 4, ll 
p = p pCe)logr. FES B ULAJI (a) 成 立 ， 

fe M EP AEG ARENE AREARE g 使 之 在 
P 的 邻 域 内 与 欧 氏 度量 相同 。 这 时 方程 《3.8) 成 为 Alr A) = 
0, Bl 一 中 WEL, HF e = ofl), MA ro "we CM, 因此 (a) 成 
iE. 

fen SoM, Paet o 十 由,， 我 们 只 需求 出 首 项 
和 ， 由 前 面 的 分 析 可 知 , hy 满足 


Lay = 一 S rR Prt, 


在 n>6 RH, 利用 AR(P) = Ra(P) 一 一 4 W(P)P, El de = 
byte! 的 形式 代 人 方程 可 算出 
be Goa re Y OW = Rae |, 
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出 此 得 展开 式 (c) .在 n=ģ 的 情形 E ff, = rÈ g -+ Ck log ratz’ 
RASE. URE 


; 4 
p = 一 a | Ral Pete? +- 5 \W(P) tog |, | 


由 此 可 得 展开 式 (b)， 定 理 3.5 TER 

在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 ， 定理 3.5 情形 ta) 中 6G 的 展开 式 里 
Whe 4。 对 于 构造 满足 Olp) < 10S") HAR PER 
Si. Mart > 0, 就 能 找到 这 洋 的 函数 。 利用 广义 正 质 量 定理 
By LATE HA: 

定理 3.6. a= 3,4,5 AM PAR RALE NER 
3.5 (a) HCOHMRAREM 420. 4-04 A RYE M RSH 
于 标准 的 S”, 

为 了 叙述 严 质 量 定理 ， 先 引进 BUSA” PB OMS. OE 
(M, g) 是 一 光滑 Riemann MJER COM , g) 是 rf 阶 渐 近 平坦 的 ， 
如 条 M 一 M UMass 其 中 M, Ro Me 微分 同 是 于 FR"\ Bg(R> 
0), EE M, LASIA iy} 使 得 Ei; m 63, + OCly{7*), hg 
OCJ yl"), A Dga = OTT. BRR PAAR AR TILA RK, 
以 下 是 广义 正 质量 定理 的 一 种 形式 : 

定理 3.7， 设 LM,8) 是 (Cn 一 2) 阶 的 s ER FRE. 
在 渐 近 坐 宗 系 中 有 

8 一 (3,13) 
其 中 A 为 常数 ， p= |y | :让 一 OC p"), Ohi; = Olo"). 2,028 y= 
Ole *"), 又 设 纯 量 曲 率 REO, RELICM,g), WE 420, 
A 一 0 当 且 仅 当 (M , 2) 等 虑 于 欧 民 空 间 R, 

我 们 计划 在 以 后 用 专门 的 一 章 来 讨论 正 质 量 定 埋 ， 这 里 暂 不 
证 明定 理 3.7。 


定理 3.6 的 征明: 令 = Gr? gy WY CMMP}, 2) 的 纯 量 曲 
率真 一 0, BHE MMP} LLG 一 0， 而 且 , 不 难看 出 (MMP), 
#) 是 汪 近 平坦 的 。 事实 上 ， 田 安 在 保 角 正 规 堂 标 系 下 的 展开 及 
gij ™ B; + bias 其 中 £ cC”, Oyt APD = i, AAD 
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Etr) —. r+ (1 十 Art” 34 + BC"), 
其 中 Bm OCF), OB = O(r**), BFS OC"), MMA 


标 系 {yt} E y = ral bij) rb) B S 


aif) 一 (1 + -1 Ag" Yan + EG), 
一 


其 中 BCe) 一 PBa (12s ) 满足 定理 3.7 的 条 件 , 故 由 定理 3.7 A 
4 > 0, 而 在 4 一 0 的 情形 (M\P}, 8) GRRE Re, h Re 保 角 
等 价 于 S"\{ 一 点 } 容 易 看 出 ，《M ,8) 必 保 角 等 价 于 S”. EH. 


$4. Yamabe 问题 的 解决 
”本 节 我 们 通过 构造 试验 孙 数 的 办 法 来 证 明 : 

定理 4.1. WECM, g) A oS 3 RRC Riemann it 
É. mR (My eg) 不 保 节 等 价 于 标准 的 55, 则 ACM) < acs"), 

利用 定理 2.1 我 们 立即 推出 ;， Yamabe 何 题 在 任何 情形 都 是 
可 和 解 的 。 这 是 本 章 的 主要 结论 。 确 切 地 说 ， 有 以 下 定理 。 

定理 4.2， (M, g) Ame 3 HERE Riemann fit 
形 , 旭 看 在 保 角 度量 言 一 pg, pE CUCM) HEAS, E E e AN 
纯 量 曲率 为 和 项 数 。 

以 下 我 们 证 明定 理 4.1。 为 了 构造 试验 前 数 , 需 利 用 R ERK 
到 最 佳 Sobolev Farnese (2.3) 中 的 一 个 单 参数 族 


ad 


talx) = =i e> 0。 
容易 验证 n 满足 R* ENO we | 
Au, 十 aln — 2)}e? = 0, (4.1) 


其 中 pm an . Fla, ÆA (4.1) 再 在 R 上 积分 可 得 


|e, | dx = afa — 2) | da, 
R” RO 


TH. 


我 们 分 几 种 情形 证 明定 理 4.1.。 

MBO). = >6,(M, 2) 不 是 局 部 保 角 平坦 流 形 ， 

在 这 一 情形 ， 存在 PE 时 ,使 Weyl KEEP AROS. B 
IE 天 0。 取 PP 点 处 的 保 角 正规 坐标 系 ih RAAE A 
定义 截断 说 禾 yE CCM),  OS a Sl, ym nr), gn TE 了。 一 
B。(0) 上 等 于 1, 在 M\B, LETO RE e 是 一 个 充分 小 的 正 
网 此 外 :我 们 可 设 (Val Sco", 为 常数 ， 定 义 p = 94s, 将 证 

e 充分 小 时 有 Bf(p) < Ls) HreRKMT ro RNAS 
stom 3.5 的 证 Wd 


f | Vip |da = ), (öpp |? v det gdr = ( lõpp l + cr dx 
qa «Bae 
= | | Valde + c | r”, u| dr 
B, B, 


+ j, p (VO) + er Dae, 
BAB, 


其 中 心 充分 大 。 利 用 u RARE n ER. 可 估计 上 式 肝 端 第 
二 项 积分 二 0(s*), 第 三 项 积分 一 0(se” 人、 注意 ,我 们 总 假定 s 饼 
P， 对 第 一 项 积分 , 利用 方程 (4.1) 可 得 


| vatadr = nn — 2) | stdx 十 | ois 
B, B, 


TA ds, 
a5, Or 


注意 二 0 以 及 (4.2) 就 有 


| | Vil dr < nin — 2 人 (| utar) ` (C tax) 

< a(S") (| wae)’, 
ARYA s S 
| 人 vlan <7 a(S") (l, “idy y + oeer, (4.3) 
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| grid = | ut det gdr 十 | (ays)? der gdr 
M 5, a 


By AB 
= | utdr — ef riatar — | uë (1 + er™ dx 
B; By BgyiFy 
= | udr — cB", (4.4) 
B, 


LER ERRE MRRP, R= OC"), ARP) 一 一 E 


IWP)’, 因此 


| Rede) [E 00RP k + 067°) | as 
M 


Bin 


<= 1 í BO; R(P)r' xy uida +e 
2 dE 
2 
x | nl ride = 1 | r spe dr 
Bo 2 Ju 


x | B,O,;RCP) xixlds + c | mir dx 


ap 
-= Tac AR(P) 1 mar dr 二 cen 
Ht 2 
ap 
x | yar" dr < — e| WP}? 
ap zi F} P .FL 
x | mlr tdr < —alWCP)| | wie Ode, 
其 中 ec 为 适当 的 正常 数 。 现 有 
| ra 一 \"( e ) de ( 令 + 一 8 


e 十 
— ef | 一 a 
4 (1+ #yr? ° 


由 此 可 知 ， 


—~e|W(P)|’e*| loge], 如 z= 6, 
pear <| s 


— e | W ÈP) |*s* ġa >o, 
结合 (4.3), (4-4) AH 
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E(p) 一 | |vpldn+ al Rede 
ponte — cl W (P}| e| logs +O). tam 6, 
ats" Ymlls — ciW(P)\’s* + Ol", tin > 6, 
由 于 IWP) > 0, BRA OCP) 一 Elp)/ipli <4"), AB 
5 充分 小 。 

情形 (2), 2” >6,(M, 2) 局 部 保 角 平坦 。 

PEM., 由 于 M 局 部 保全 平坦, 可取 P 点 处 的 保 角 正规 坐 
WA {x}。 使 在 此 坐标 系 下 ef 一 61， 由 定理 3.5， RIJA Ga 
rr, Ehete C”, ale) = 0r). Ee 充分 小 。 y 六 
情形 (1) 中 定义 的 截断 隙 数 。 定义 如 下 试验 明 数 ; | 


Cx), 当 r <= Bs 
p(x) = 1E GF) —y@xe(*)), ype? 2p, 
BoG (x), wre MB 


这 里 sl > 0, s, 发 py 并 且 以 下 关系 成 立 


Elp" + A}= (= F. E (4.5) 


FA 64.59, p(s) 在 1x1 一 pp 处 连续 ,因此 中 是 好 ERY Lipschitz 
pA AES PAR, HERE Bao ER 0, 我 们 有 | 


| Clyv@|? + aRp dn = | O IVG + aRG dp 
Ms . IMB, 


+ 1 sv — 2VG + V(ne))ds, 
由 于 a Or), Va = Ol), HlvG@el<c. Kh VGS 
cr" 易 见 上 式 最 后 一 项 积分 的 绝对 值 <cpel. FRG MMP} 
上 满足 LG 一 一 AG + aRG = 0, 由 分 部 积分 可 得 
| (vol + aRp du 


eaG 
is FB ar 


= —si | ds 二 上 PE (4.6) 
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| CIvpi + akp)du— | |V tal idx 
4, le, 


wm nin — 2} | wax + | tt, oe ds 


<= TOSIN Pax ) 十 人， es ds, (4.7) 


又 有 
| ord n> | pan= | us dx, 
u JB, 18, 
因此 , 由 (4.6), (4.7) 得 


Elp) < US*)ilell, + coe 
+ | “the Die _ gig as) ds, (4.8) 
[z] r F 


但 在 > 一 p 处 有 
BiG ge 一 — {n — 2)sitp “+ Ap" + Op *)), 
Al AR (4.5) 可 得 
n, OM 
ör 
因此 《4.87 中 最 后 一 项 积分 <- (a 一 20, di 十 cpsi, BDA 
Elp) & ACS) ipl], — (a —-2)e,_1de5 十 cpei (4.9) 
由 于 (M, 8g) 不 保 角 等 价 于 5", 4 > 0 CEH 36), 又 因为 p 充分 
小 :《4.9) THA OC p) < 1(S*). 
情形 (3), a= 3, 4 ay 5, 
| 任 取 Pe M 及 处 的 保 角 正规 坐标 系 {r}. 由 定理 3.5， G= 
rant A+ oal), Ah a= Olr), Va = OC). 我 们 仍 取 情 形 
(2) 中 定 文 的 路 作为 试验 函数 . 但 注意 现在 没有 M 局 部 保 角 平坦 
的 假定 ,因此 gn 一 Br ARI. FER AEA YADA 
gi 8, t Or’), detg = 1+ Ol(rs) 及 R= O(r’), 
| OO | (4.10) 
RMB ZE (4.10) 的 条 性 下 对 情形 (2) 中 的 估 订 加 以 修正 . 首先 
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一 一 (一 2)6io + 242°" + OC0™)), 


een 


a 2 = 2 a 
|as, OEP + Red fra, sval 
+ aRG dn + si | [lv ro) |? 
| Ba。 
— IVG + Yiya) + aRlyat 一 2naG ) 14 ps 
<el C|)VGl? + aRG dp + cpsi, (4.11) 
‘MAB 
利用 AC 十 aRG = 0 作 分 部 积分 可 得 
| {voit aRG dr 一 -Í G of det gg’; Gnds 
ME, . . . ƏR, . 四 
sc /天 GJE, 
= 一 | G = af det gdim — | G.af det getOjen as, 
aB, Or aBa ao 
其 中 G, 一 +" 十 4 只 依赖 于 r, 四 是 88。 的 单位 外 法 向 量 。 于 


是 ,利用 {4.10) 其 可 出 (4.11) 推出 


f, OYo + aRg dn < et] G22 as + coel, 
MB, i aa, OF 


这 个 估计 与 (4.6) 相同 。 其 次 ,由 于 m RRF ra 有 
人 (vel? + eRe? )de “hf (| uel? # eRe) V det ade 
a (a | Veta | “dx + ep "855 
这 里 我 们 利用 了 (4.10)。 于 是 。 由 类 似 于 情形 (2) BERRIA 


Elp) 45") 十 cesi + 


1 gu a. OC 
ban, (Get Te or) 
由 此 ,与 情形 (2) 的 证 明 完全 相同 , 我 们 得 出 《4.9)， 因 而 在 & 充 
分 小 的 时 要 有 Olp) < acs). 

六 上 所 述 ,在 任何 情形 我 们 者 可 找到 使 OC) < ACS"). 这 
说 明 ACM) < ACS), 定理 4.1 证 举 . 
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附录 Sobolev 不 等 式 中 的 最 佳 常数 


Sobolev 定理 指出 : 对 于 x = 3, f= 一 3 存在 只 依赖 也 
n 的 请 数 A, 使 得 
A{|. P lta) < |. Hvulidr, Yue CER). (A1) 


事实 上 ,不 等 式 (4.1) ATE ORRERI ARERIA 
间 是 


m {u € Litoc(R’); Hi 全 el + Wall, < 00}, 
这 里 |， a 表示 LR’) 的 范 数 。 不 难 验 证 , LAM > | ARAN 
是 Banach 空间 ,并 且 CRY Exp. 因此 (4.1) trae Xx 
Beir. 最 佳 常 数 AF EA MH 
| A= inf{ Q uj uE AN Oth 
其 中 

Oa) 一 We 

设 口 为 R HARTE, RIKE L) 4x so Fes. 事实 
E, Li(Q2) Tay Hoey Ba e BYE A BRD ER) Re 上 的 函数 ， 只 要 
在 Re 上 定义 # 一 0。 这样 扩张 后 的 # 满足 


lul = ({ vula) + (f lairar)” < co, 因而 xex. 


EM co l 
A(Q) = inf{0,(4) u € RCOOH. 

5 A.1. HOY R 的 一 个 有 界 开 集 , MALO) = A. 

证 明 : 不 难看 出 AU) RAAF: moe Soar 中 只 
差 一 个 平移 ， 则 ACO’) = ACG); meco, 因而 了 (0') cia), 
则 ACO’) > A). 通过 平移 我 们 总 可 假定 B.C8CB,， 其 中 
B, = {xeER lef or}, 0 Ait, ACS) > A) 
ACB,,). FA. ATE ACB,) 是 不 依赖 于 + > 0 的 常数 ， 记 为 
Ao, lth ACO) 一 A. 事实 上 , 设 we UCB, a EM aCe) = wl(rx)， 
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则 Ee Pi(BD， 并且 容 易 验证 OZ) 一 Oe). HIB ACB) = 
AB) = 加。 我 们 内需 证 A 一 A。 为 此 注意 U GE) exh 
站 


A. FATE u€ 下 (B) 使 Da 一 4 由 Ole) SA, WA 
ASA, A > A RAN. At A = A, GER, 

引 理 AL 说 明 我 们 可 以 在 Re 的 任何 有 界 开 集 如上 计算 4. 我 
{IR O = B, AE B = B, 为 R" 的 单位 球 。 BUTS 2.1 的 
证 明 , 对 于 s€ (2, p] 定义 EMO ERZA 

On) = Hele, 
\| sell? 

= inff Qe) {a € FACBO. 
如 同 引 理 2.3, 我 们 可 以 证 明 当 1 一 上 了 时 A, 一 AL 又 和 3 引 理 2.4 完 
全 福 似 ,可 以 证 明 : 当 二 了 时 三 在 w€ CB set, jui 1, 
使 得 Okis) 一 A,, H, e; 满足 

An, + Aw 0, EBH, 

| 3B, = 0, 

Si A.2. H s P It, max u, > +00, 


TEA: GRR, MEE s or RC E Ode, KC. 宙 
于 xz; E (A2) OR, ABB Bi Lr?- 估 计 和 Schauder- {hit 
可 得 le Ce (B) KC, 其 中 常数 C 只 依赖 于 C 因此 存在 子 列 。 
Pride feto 在 CCB) Bika s Bie 满足 

fav A a 0, EBH, 

«|l8B = 0, 
BO) =A, 现 扩 充 定 义 * ZEB ODS T 0, 则 * 可 以 作为 RB) 
HATE, FFE S| AI 知 # 达到 O, E LAO 中 的 下 确 
R Rite 在 Bi; 中 满足 方程 Aus 十 Ado —=0, 月 因为 有 界 由 
HIA E M PERR E uE C E). {H 在 BB, 中 等 于 0, HRA 
理 # 必 在 B HEET RERS e E B RERET OPE, 证 
H, 

引 理 A.3. s ERT ARR. BY m = wu( 1x|), HR afr) 


3l» ` 


Le 


(A.2) 


E fô, 1] 上 单调 下 降 . 

引 理 A3 可 以 分 别 作为 责 个 已 知 结果 的 推论 ， 第 一 个 结果 属 
于 Gidas, Ni 和 Nirenberg (U, Comm. Math, PAYS, 68(1979), 
209—243), 他们 证 明 : 

ES, Uefe CCR), we CUB) 满足 l 

[Art fa = 0, u> 0, BA, 
#/0B = D, 
Tae = allr E alr) 10,1] EER 

SA 5 ERRA EUERE APIT EERS EURE. 显 
然 : 引 理 AB 是 此 定理 的 直接 推 伦 。 

第 二 个 结果 是 关于 是 数 的 球面 对 称 重 排 的 ， 它 有 更 为 广泛 的 
ER. oA R 的 并 子 集 ， 令 0* 表示 BR" 中 以 原点 为 中 心 的 开 
球 , 8* 与 0 有 相同 体积 (在 2 的 体积 为 无 穷 时 OF 一 R). 对 于 2 
上 的 任何 C! PRR a, EMH 的 球面 对 称 重 排 为 o* 上 的 一 个 隧 数 
u", HEEL Vor € QO* | 的 > 用 一 Vollzre 昌 pz) > ti, Wee R, 
容易 看 出 地 被 * 记 唯 一 决定 , w* 是 球面 对 称 留 数 , 且 (zj 是 
的 递减 函数 。 利 用 等 周 不 等 式 及 关于 积分 的 余 面 积 公式 可 以 证 
_ ER: So 
cm. O WF PS I, [ a let leds =| Lalas 


Gi) 对 于 4g 之 1， |a wut | tdr = | \walede, 其 中 等 
写 
(1 g = Qt, um y" (可 以 相 是 一 个 平移 ) 时 成 立 
”其 证 明 请 中 Talenti, Ann. Mat. Pura. Appl., 110(1976), 
353- 372， 又 可 看 本 书 第 三 章 §1, Faber-Krahn 定理 的 证 明 。 由 
这 个 结果 可 知 u 一 ot, 因而 引 理 入 3 Ma. BL. Wa, ear, 
则 以 上 定 建 说 明 Qe) > Out), R5 m AE p, ETARE 
E. GEBE m > 0K 4 |OB = 0 ay ute UCB), 
由 引 理 AD 和 A3, (0) 一 max a, > +0, a s 一 了 了, 我们 


可 以 利用 定理 2.1 证 明 中 的 技巧 来 获得 方程 
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Ant Aut = 0, am0 ER” E, CA3) 


的 解 , 具体 作法 为 : $ o,(e) = molu,(m! zx), 其 中 m, == a'u L0), 
a, > 0 为 常数 , 则 u 满足 
(av tAn =), Æ B, H, 
Q aZ 0) — a, 


其 中 r = mF > oH sp, 如 定理 2.1 的 证 明 一 样 ,我 们 可 以 
证 明 ; 存在 {2.} 的 一 个 子 序列 Loy) i 00 Bf s — Pill vy EE 
R 的 每 个 闭 球 B, 上 CATT FE COCR?) ,满足 (A.3),5 EX 
以 及 | 
| | itd <1, (A4) 
” 另 一 方面 ,由 (A.3) 可 得 

(valar a oar (AS) 
因此 由 不 等 式 (A.1)， 

Alla, < vail = ANa, 
W lal > 1， 结 合 CAF) RA Nalle 一 1. 由 (AS) 可 知 , OE) = 
A, 即 最 佳 常数 4 被 了 所 达到 . 

现 注意 每 个 是 球面 对 称 的 ,因此 5 也 是 . 记 5(x) 一 ap(|z|)， 

Seth = ATT, Sh (r) 是 以 下 党 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 ; 


n—i 


p” + i 


pt p 0 reo, 
7 (A.6) 


pii) = ha Pp' (0) = 0, 
其 中 a a'a., BAAREN OA CA6) 等 
价 于 积分 方程 


pir) =a 十 | |; (=y gpP r)drdt, 
All Fal E e DT ES HSE 10, 8 1 ERRE tE, 又 注 
意 当 了 一 0 时 (4A.6j 是 正则 的 党 微分 方程 ， 记 以 其 解 在 0, œ) 
土 唯一 ， 联 中 二 《4 十 rt 的 形式 代入 (6), 经 计算 得 出 


«gids 


alan Daye 


P(r) =| oe re , a> o, 


wis AT Ole} = Ok Lu}, Wi> U uE, fe Es BX ARMA 


形 如 p(w) 一 《ea 十 2 的 函数 所 达到 ,直接 计算 可 得 4 一 
ale 一 1)os 这 和 样 我 们 就 证 明了 ; 

定理 A.4. Sobolev 不 等 式 (A1) 中 的 最 佳 常 数 A 一 (1 一 
1)jws“”。 这 个 常数 被 函数 p(x) = (a + blr PAA RER, Rp 

以 上 证 明 加 以 必要 的 修饰 可 用 来 获得 Soboley AGA 
celal, <= [Velg we CI), 中 的 最 佳 常数 及 达到 此 常数 的 极 值 
函数 ,这 里 9 <n, P = 于 我 们 的 证 明 与 原 有 的 证 明 《 如 
TalentiL 31) AQUEER) AIA. 


» 244 + 


kn 
iy) 


eee Se k 


a Y a 


BAR ”局 部 保 角 平坦 流 形 


“局 部 保 角 平坦 结构 是 Riemann Hii LRA Bl ee 
Riemann 流 形 上 的 一 种 自然 推广 ”这 类 流 形 的 大 范围 性 质 的 研究 
是 从 Kuiper 开始 的 。 他 研究 了 贤 保 角 平 坦 流 形 的 基本 和 群 . 

AR SA UE SS RK RAE MM, ER 
ARE S, RAAT Riemann 曲面 , 有 高 维 Klein HT, 同 构 于 
PIE HE A miM HE M & OT OB Klein a ER 
个 连续 区 域 

ANSI 介绍 保 角 变换 的 基本 福 质 ， 以 及 保 角 变 换 群 、 保 角 
平 进 流 形 等 基本 概念 。 $ 2 引进 保 角 不 变量 ， 特 别 是 研究 保 角 平 
坦 流 形 上 的 极 小 正 Green AA RIL FEOR MAIR) RRR PCM) CR 
d(M)). S3 研究 保 角 平坦 流 形 到 SBA. 特别 对 具 非 负数 量 
曲率 的 保 角 平坦 流 形 ,应 用 正 能 重 定 理 建 立 这 种 漫 没 ，。$ 4 研究 保 
角 平 坦 流 形 的 拓扑 : 基本 群 、 高 阶 同 伦 群 以 及 Beti 数 ， 最 后 在 
$5 我 们 再 把 这 种 局 部 保 角 平坦 流 形 的 讨论 与 $ LR Ro LAK 
Yamabe FEA BRK AEE. 


i L 哥 角 变换 与 保 角 平坦 流 形 


本 节 引 和 作 本章 中 的 基本 定义 以 及 必要 的 准备 知识 。 

ALM OR D’ Moi ERTE Riemann HIB, Hth g, 
8 分别 表示 其 二 的 Riemann EE. WA O: M, 一 Mi 称 为 是 保 
角 的 (conformal). ETRE M, 上 的 正 值 函数 /使得 pha) = 
fe ke 

由 此 可 见 ,在 几何 上 ， 所 谓 ?是 保 角 的 ， 是 指 ; Vre Mi, Ysp 
r€ Ta) i 我 们 有 


‘7 


AGE _ EPa, Pet) 

Bals, JPers, OF al Oys, Pas)? a Oat, Ot 

Ie Rif SR e 的 形式 ,其 中 PP 是 M ETOH) 
BER. 

从 微分 几何 角度 看 ， 首 先 关 心 的 是 保 角 变换 给 曲率 带 来 的 变 
i. Mlb, E M, 上 选取 一 个 局 部 标 哥 场 wjy…… ms，z dimM, 
= dimMy。 写 出 结构 方程 
dio; == — Pn A ars to = — Ds | © CLI) 
don = — Dor A oy + Oys a3 


: 1 
Q = 5 > Ripu A Ep g 
kat 


cos == 


l&i, fain, Hob R,;,, 是 曲率 张 最 . . 
of = ero lian, E AEM * 有 上 上 的 一 个 几 
fH, Hpt 表示 M 上 以 ep 为 度量 的 对 应 的 几何 量 ， 因 此 ， 
def = 一 cp3ioi 人 ooi 十 eP Dpto; A or 
== — oth os 
其 中 o 
woh == toi 十 pia; 一 pico ji a (1. 3) 
进而 。 利用 (1 1) ,1.2) 与 《1,3) 并 直接 计算 dagt Dof Aot 
容易 得 到 | oe 
OF — Da — Sen — poo; Ney, ce, 、 l 
ps — ppi das A a — Doa A O (14) 
FE s Cea OOS Hessian, 定义 为 0 7a i 
. Dipper, = da; — Dieroa. | à (1.5) 
利用 (1.4) 给 出 ,当天 时: 
一 Doph. (1.6) 
MYBnS3,Hi eet, Rici 曲率 之 同 有 关系 如 下 : 
RE = Ki; — (a — 2 ai; + (s 一 2 jpipj. (1.7) 
”由 此 进一步 得 到 数量 有 曲率 间 的 关系 
PR? = R—2(n —1)Ap — (s — 1na — 2) Deby (1-8) 
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其 中 必 是 度量 8 下 的 op aes EF Ag: 
i j A ig” i 
Agp = 之 Pik - Fa: 之 £ /detg ? P) 


保 角 变换 的 例子 很 多 , 当 MM 一 R" 一 R"U{%} 时 ， 平移 、 转 
动 、 租 似 以 及 反 演 变换 都 是 保 角 变换 ， 当 # 一 2 时 ,全 纯 映 射 也 导 
HRS. BREA FER | 

定理 11 (Liouville), i > 3, CR, dx”) 上 一 - 切 保 角 变 
换 都 是 由 平移 ,转动 .相似 以 及 反 演 变换 生成 的 . 

证 明 : 1° 注意 到 (Rr ox) LAS de 是 平坦 的 , 经 保 角 变 
换 后 ,也 每 到 平 埋 的 度量 ， 设 变 措 带 来 的 度量 因子 是 YY， Ae S 
3，、 按 公式 (0.6) 与 (1.7) 应 有 


ent pp = — Dek i fa (1.9) 
RA: . 
Pi; FIP js i$ i, (1.10) 
作 国 数 变 换 : u= eTe, 化 为 
alii + u) = >) wi, ix fy (1.97 
ut = 0, , ”ff (C1.10Y 


因为 # > 0， 所 以 (1,10) 蕊 省 了 wi = 0, Si xi, KRG 
Cee ARMAS Se WOR: wl) made), Hp h R 
一 及: 

iwi, jo ILO 两 边 作 ”的 微分 ,再 利用 (1. oye] 


uplati t ti — 24441) == 0, (1.11) 
再 作 的 微分 ,还 利用 (1.10) ,又 得 到 
Hlin 7 0, 当 i = i (1.12} 


2° 我 们 说 , 以 下 两 种 情形 之 一 必 发 生 : 

(l) Ap = O,1 Risin; 

(2) h WEA SBM RRR, Sin, 

St ka, Pani, Aden) = OLE ne RY, 则 由 (1.12) 
E AANEREN Pst ks AD AA a + oss 2S, 
再 取 PZ, 一 1 并 应 用 (112 及 (1.9) 即 得 

“347。 


Pe RAs eo a ot sheet i po rakmi- beh A Det.) in aie a a a A i he RP oe 


下 江门 == an by, iml, A, 
最 后 利用 (1.11) 立 得 
有 一 太一 -te OIE a, 
3° 对 于 情况 (1)， 可 得 # 一 const， 这 时 ©; Re > R" 满足 ; 
O*(dx") = constdxs， 到 其 在 差 一 常 因子 下 是 等 中 变 换 , 改 为 线性 
变换 , 亿 而 必 巾 平移 、 转 动 , 相 似 复 合击 成 ( 因 保 衣 》。 
对 于 情况 (2), 解 得 


a(x) m = jx ji + Dér; te, 


利用 (1.9) 式 得 
c= = Ll 
因此 ， | 
| we) = Elari + bY, 
还 有 
DP*(adr’) 一 + ay’, 
a 
其 中 y= Tyre CBs core ads 而 1<i< 
n, EEIE, 


由 于 Re 与 S* RCE RREB). MAREE A ZR 
出 S SSW OO 

以 下 记 Conf(S*)% S* 3) A SAE TRE 

PAE BR Conf(S ) 的 线性 表示 。 

用 GM(R*) 表 示 各 到 自身 的 , 由 平移 ,转动 ,相似 与 反 演 组 成 
的 变换 的 全 体 组 成 的 群 ， 称 之 为 广义 Mobius 群 。 GM( 始 ) 中 任 
一 变换 、 称 为 Mobius 变换 . BER, T 见 球 极 投影 建立 了 
Conf(5*) 与 GM(R*) 的 同 构 ， 

首先 把 Se 嵌 人 Rett， 记 Best 为 RH 中 以 原点 为 中 心 的 单位 
OR, OB 一 S*， 我 们 来 考察 GM( 贸 "+) 的 一 个 子 群 GM(B"")， 
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EE BMRA A SR. 

Bl 理 1.2. GMCR") = GMC B"), 

证 明 ; 1° Voe GM(R"), alpe GM(R**) 舍得 

lxt) = (dCs),0), Yre Re, (1.13) 

并 保持 上 半空 阳 
Het! == (2 = (eon) E RY x Rilzsn>0} (114) 
全 可 以 通过 (1.13)(1.14)， 按 中 为 平移 ,转动 ,相似 ,与 反 演 的 
情形 定义 其 扩张 。 对 平 称 , 转 动 , 相 似 , 这 只 需 让 和 在 xsx 方向 保 
持 不 变 , 而 当中 为 反 演 时 ,定义 书 为 以 同一 一 个 球 心 ， 同一 全 半径 ,但 
在 Re 中 的 反 演 . 

慈 证 保持 (1.13) 与 (1. 14) 的 扩张 是 唯一 的 ， 设 ho j: 是 同一 
Pena sk, Wd 一 ph 满足 Far 一 idas。 并 且 是 保 角 的 . 
要 证 : 中 一 idget, 

Ya e R”, Yr > 0, p SRM Sa) = OBS (a) ARE, Bin 
限制 在 Br 上 ，5,(a) 与 %$(5,(a)) 相 同 ， He Sa) = DSa) 今 
i RY, x40, I= Ze), i SF SR SOARS, 

tr = E — dal, BAe 
j$ — 2(4,a) + (al = [9]' — 209.4) + fal? 
由 于 a€ R* EARI. MA [tlm (91, H Ct, a) 一 (了, a), 
Ya e R”; Mitte, = Y im 1,---58, DR ee = OF. XA 
为 出 保 皖 HW AB, ATA tons 一 Yon. RERIT Gm id, BD ĝa 
= dp. . 

2° 育 用 反 演 变换 h: B RM, D enn (Oset Ds L) 

为 中 心 ,W 2 为 半径 . - 


(te 2a 1) O 
HCE) (rri + wip) 


连同 关于 Re 的 反 演变 换 o: 2 = Crates) > (xs 一 ro 
(ERS ER p= dye, W p: Ht 一 Be, Hpk R Sy se 上， 
Plas FERREE. 


eZaf « 


ad a ee ee gg a, Cr, Tee Per el = ed eel iir E el TT ie 


引 理 1.3. 若 在 Bt 上 用 Poincaré 度量 
_ 
— ja 
RY GMC B***) = (B"", pee 
WEAR: RHE: 4S eE GMC RB") ARR RA 
- p= As “ads 
Hr Ae O(n + 1), e 是 关于 某 个 与 $* 正 交 的 球面 S04), aE 
Ree Gtr Sco, ARR: 


gone eae Wi a sé OO, 


_— 


(1.15) 


me feo alt? = (1.16) 
ATARAR T = 的 趋 平面 的 反 演 , 当 a= 0%， 


其 中 下 一 la]? — 1, 

事实 上 , 若 p 一 4-. 0, 则 显然 pt amiy; .但 ABO) 
Bet, 又 因 

1 oo). eZ =D, (1.17) 
|e — al? 

可 见 'r; Bat! +» Be; ik pE GM(B"*), l 

反之 , 若 pge GM(B"*"'), E a = p(o) PERA a. (1.17), 
o; Bette Bett, 若 记 a* 一 pg (0), HI ele) = 00, i ala) 一 
a*, 下 是 

pool) = pla") = 0, 

这 表明 pore GMI{B2?4)， 且 保持 原 扎 不 变 , 所 以 区 Spor E O(a 十 
1)， 我 们 得 到 分 解 p = Ao, 


+ 23G + 


APRE, dO LASET, 又 利用 (1.16) 易 下 


ern (ry a (Ley, 


BEL o E(B", dr) FASS BRAT RIE o EC BO, d) EAS 
FB BR aT. 

Faz, CB*, ds!) EAAS IER AY PR 5E fe MG( B+) 中 的 元 
ee 

定理 1.4. GM(R") = SOUL, n+ 1), 

证 明 : 内 须 证 GM(B***) = SO(1, 2 +1), . 5] @ 1.3, 
GM( BO) (8°), ds") (AUS Pa eae, Fe 

O = {xo eter) E R x Reta} — [4|2— 1 za > 0}, 

其 中 着 一 (xz +++ Kyi) FEO ESAT 
dst = di + + dxi4, — .dxi 
YERS 


F: (x05 Hho i, 2 一 5， 


不 难 验证 F 是 同 构 ， 此 外 , 记 了 了 一 


#_， 出 
1 + +, 


dri rd 
1 + x, a + x 2 


_ 4149}? ag 
(1 = |9|7)° ° 
ETETE 
PRM (O, ast) LIRA sot, n+1), 
通过 以 上 讨论 ,可 见 下 图 交换 ;: | 


se Poss 


ay; = 


Em 1, 257+ +30 t l, 
得 . 


bE Confts*), 
$E MG(B?+), Slow h, 


a F A€SO(1,2+ 1). 


m = 341 b 


1 med Eb | a d aaa: oa ee ee rp 


沙 对 Bay 中 的 点 £ = (aia: “ -tf 在 射影 空间 中 用 齐 次 坐 
PR RS y = C Yas ya“ ,ys41) ,其 中 t; = “ic lyer + l. 控 


映射 五 的 表示 可 见 , 这 时 Se 上 的 点 相当 于 了 一 (0 六 yt)， 
|F] = 1. EH 1.4 BAR VA Conf(S"), 存在 4€ SOC, n+ 1) 
使 得 当 


4 =(, r) A E GLC» + L,R), e, PE R, 


Hh CF) = BE, Heth Im On ts Pan): 

更 下 我 们 对 Conf(s*) 中 区 变换 进行 分 类 ， 

定义 15. 设 由 E Conf($*), 荐 名 在 部 t+ 中 有 不 动 点 ， 则 称 由 
i Rg A; A pE E 中 没有 不 动 点 , 但 在 9 上 恰 有 一 个 不 动 
A, Ee 是 抛物 型 的 ; 若虫 在 如? 中 没有 不 动 点 , 但 在 S LH 

有 两 个 不 动 点 ， 删 称 由 是 双 井 型 的 ， 

| 显然 ， 由 定理 1.4, Conf(S*) 中 的 变换 必 属 以 上 三 种 类 型 变 
换 之 -一 ,而 县 在 Conf(S* ASE S F BE RBS. 

简单 地 讨论 一 下 这 三 种 类 罚 变 换 是 有 益 的 ， 

RAZ. i> ae, MBEE ee Conf(S*), E 
Go$0s" 以 原点 为 不 动 点 。 在 把 S 看 成 射影 空间 的 co 点 时 ， 便 有 
OE O(n + 1) HE 


jodo it = Of, 

11 抛物 型 。 e EmA. 设 pE 是 它 的 唯一 不 动 
点 ,不 妨 设 其 为 5" 之 北极 点 ， 作 球 极 投影 ， 使 5S"\po} = R, + 
在 这 R 上 可 以 表示 汐 了 一 pr = tAr +E 的 形式 ,其 中 14 守 0， 
AE O(n), 而 6€ R, A% o E R" ERATIS A. 所 以 1 一 1， 
HAART 1. | . 

HH, Ao ERNE CES 上 有 两 个 不 动 点 ， 取 
出 一 个 作 北 极点 , 作 球 极 投影 , 则 中 在 这 RR" 上 表示 为 了 一 Ade 十 

bp AEO) l#l, mal, Hl REAM. 
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定义 1.6. 设 M 是 一 个 = 维 流 形 ， 如 果 它 有 一 个 坐标 覆盖 
(U, Pala A}, bar Us 一 S HY UN Us H 区 时 ,坐标 变 
换 映 射 deodara UNU a) > HUN Ue) ERAR A 
E. Shh, RI M 是 一 个 局 部 保 角 平坦 的 流 形 (locally con- 
formal flat).{(U., po)loe A} 称 为 局 部 保 角 平坦 结构 。 

当 # 二 2 时， 局 部 保 谣 平 进 流 形 就 是 Riemann 曲面 。 而 当 
#3 时 ,由 Lionuille 定理 , {Ua dalat A} 是 一 个 局 部 保 
角 平 担 结 构 ， 则 bog? 在 AUN) 的 连通 分 量 上 是 一 个 
Mobius 变换 的 限 测 |， 

定义 17. 8M ,8) 是 一 个 Riemann WE, Mik M 还 是 局 者 
RATAM FE ef SHAR AEA, ba) (ae 
4 是 相 容 的 ,如 果 Wee A, pa: (Was g) > (37, go) iE — TRA 
Bt, 其 中 ge E S” EREE. 这 时 ,又 称 {M ,8) 是 一 个 局 部 保 
角 平 坦 的 Riemann HE, | 

MF MT CSR PRAHA, DRA Vac 
4，3U0。 上 的 正 函数 2a 使得. 


gO OD Cd), Me De 


其 中 pe 有 坐标 [wr a 
命题 1.8. M ENERO AFERE, We 上 必 
育 一 个 与 其 局 部 保 和 角 平 夫 结 构 相 容 的 Riemann 度量 eg, . 
HW: RMR ARERR LU, A} 作 其 局 部 
PID BR, TOMER {Ulee A}, BMH: {E 
C°(M)|suppy.cUa, a€ A} 满足 : 24% 一 1. 令 o 


E 一 Emapa (go). 
其 让 go 是 s ERRER, i pe E Un 上 的 坐标 映射 . 这 个 度量 
SRE SRA MAI Riemann 度量 。 
”为 了 用 曲率 张 量 来 描写 Riemann TEAS a OR FP IE 
引 人 Weyl 张 量 ; | | 


a | . 
Cipi = Rim 一 一 一 2 {Riða 一 Rade + Raðir 一 Rubah 


nR : H — . = 
. + (n — i )(a — 2) (3548 Bð)» 
当 dimM > 4 时 ,以 及 Bek 张 量 : 


+ > (Rijs — Rig) 


Cia = - 
1 
-一 Ia —1)(n~2) (8; R, 一 5 Ri Js 
“4 dimM 一 了 了 时， 其 中 
D Rigg = d Ri 一 Redon -= Mj ki 7 
Æ Rici 曲率 张 量 的 协 变 微 商 ， 按 公式 (1.6) 可 议 算 出 : 
eChu = Cis An et, 
EM Che = Ci nm 3, 
因此 :如果 {( 对 8) 是 局 部 保 角 平坦 的 :那么 其 Weyl (dim = 4); 
Bek(dimM = 3) 张 证 必 为 零 ;而 且 肥 过 来 的 结论 也 对 . 
AT RDA BE, APO Ae: 
《1) CR", dx’), 
(2) (S*, g) D 是 标准 度量 ， 
KUNE SARA ROM, 写成 站 oo d| Dp at ps sae 
Be? 上 一 个 函数 fer + + 2x) M = (a€ Sif) > 0}, OM 


一 [xe SI) = 0}, UR g= f > dx: 则 (M ,g) 是 一 个 局 
部 保 角 平 进 流 形 ， 和 

(3) (7*,dx”),， 其 中 Tn ARM. 

{4} (a, E - )， RE LASER Poincaré 模型 。 

为 了 获得 更 多 局 部 保 角 平坦 流 形 的 例子 ， 我 们 注意 到 


《1) 两 个 局 部 保 节 平坦 党 形 的 乘积 流 形 是 局 部 保 角 平坦 的 ， 
(2) 若 (CM8g) (Mas 82) 是 两 个 同 维 数 = 的 局 部 保 角 平坦 的 
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流 形 , 则 其 连结 和 {connected sum) M.4FM., 出 必 是 局 部 保 角 平 
JARS, : 

TOE SE SL, M EA a (collar), is4 BRE, 
设 为 BAB aMi LA— RN BBS. EL FSI Baa\B14 与 
BABI. 使 得 3B34 5 OB, OBD 与 OB yp 按 对 应 点 等 间 ， 注 
意 到 两 个 同心 球面 包含 的 区 域 Bia\B,s 上 存在 反 演 变换 , 变 BBa 
到 8Bans 而 反 演变 挽 是 保 角 的 ， 于 是 ,， MAB a 与 村 NB 久 上 的 局 
部 保 角 平坦 结构 是 相 容 的 . 

(3) 设 工 和 ConttS 是 S 上 的 自由 作用 的 有 限于 娠 ， mil se/ 
r PARE ERE 

(4) 设 M* 是 一 个 光滑 、 EME, Mike: M* > sS" 是 一 个 
局 部 赣 没 (immersion)， 阳 多 pn; TaM” —> Tans WPE ,是 一 
个 线性 内 构 ; 则 如 可 以 诱 学 力 M LORE 构 - 

事实 上 , Vee M, 有 ?的 一 个 邻 域 U,, HAO: U, + OCU,) 
ERDA WRITER (CU, ©) (pe My OMI, BRAT 
应 的 5" 区域 到 S* 区 域 的 坐标 变换 就 是 恒 同 变换 。 于 是 这 是 一 个 
局 部 保 角 平 坦 结构 ,这 时 , 若 记 各 为 2 上 的 标准 度量 ， 则 De 使 
是 上 与 这 局 部 保 角 平坦 结构 祖 容 的 度量, 

现在 我 们 问 一 个 反 过 来 的 问题 : 给 定 一 个 局 部 保 角 平坦 流 少 
M"; 是 否 存在 一 SPB ELIS O; M" 一 S， 使 其 局 部 保 角 平坦 结 构 
是 由 全 诱导 出 来 的 2 | 

定理 1.9. i dimM >3, HM 是 单 这 通 的 局 部 保 BPE 流 
形 , 则 必 存 在 局 部 胰 没 山 : 时 — sS, 2e—dimM, ER M 上 的 局 
部 保 和 角 平 坦 结构 是 由 全 诱导 出 来 的 。 

征明: 设 [Us dlae A} 是 村 上 的 遍 部 保 角 平坦 结构 ， 
Vat MEU, Oe p E U At Ree. EU, ERS = h, 
BPA Djon Etama. 
- ERG © BES M 上 ,我 们 仿照 解析 延 抽 的 Moaodromy 定 
FR RTE 5} = PEST. 

1° 对 性 意 -一 条 以 os JERAN 7， 沿 7 EYE ©. yk 5 Bet 

riir 


的 男 一 问 成 是 加 ,并 设 鲁 已 在 7Y\Mp} EE MAT, WEBS CE 
FEE p.( 的 一 个 邻 域 ) 上 去 。 设 (Ui, AE A RJ m P RAA M E 
AA, 按 Lionville PB, Æ dom ðN UV, E Ae Coni(s*), 
fH P= God", Hip dom(F) HOME KM, TEE 

p =a poh, TU, 
TERES H 7 MERGE po AiR. 

2" 证 明 : LM AR ARAM? AR, 所 得 的 @ 总 是 一 
FEW. REA Y: [051] — MR BY Viser Vi Wises Wau 
延 拓 到 ns EA FA Fin A Ø, WOW j E OV W ;都 是 
M Ee eR YR FF AHMAR, 了 一 1 一 1 7 一 1， 

‘WW 二 MEA 
CPs Vs), CO Wp), i Ol 
今后 我 们 抬 ( 呈 ,7 了 )，(〈 理 到) 称 为 相 容 的 ,如 果 下 站 王 + Oe 
食 了 @=F FV, 

我 们 要 证 ; (Orn, Wa) ERN, l 

WE, G Oey l h o mE 1, Ome ets a et 
sw m ERER rins CVis Tisas CW p =i, dh jem 
L,-++, m, 我 们 将 证 : BA ESETED ED [sj419 som BH, UAC, 
V,)5(9;. WER. IT Te Re RT AAT. 

RUE. MARRY is i ECG. VOS WPS, 
E PNW +B, Seeit;y, 今 取 其 中 一 对 fhs ee =h 
+ hy IAEA SHO, V) Cop Fi VW; D 中 的 最 小 
K. DR, > 2。 AP sya Sti Melee VAAN 
Wj. FASE (9), 12V;,-1)-5 (91,20, ERA. Me + ie HOR 
| ANBE, (9,15 Vs, SC, Wa ERER. MA Pns Via 

(F505, JRA, BSH PB. | aa 

3 最 后 证 明 : ARMY EEO h p Ba, 所 得 结果 
是 一 样 的 ， 设 7773; [0:1] > M PAJE 70) = pos 11) = Pis 
E= 1,2, RVB, WD EI ro vi REARS p 的 喘 射 对 
OVS, 7: WS", DEC VOWCM, Bice, VS (p, 
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W ) 相 容 . 

由 设 好 是 单 连 通 的 , 故 有 PE:[0,1]X1I0:1] -> M 使 得 FC(0,1) 
— YCE) F1) = Yt) E [0,1]3 FCs,0) = Pos Fls, i) ™ fis 
sE T0.1]， 记 r, = F(s, ，)， Vs (0, 1) FH r. HES. AI 
AY) eg BB PR ADE ee RV, Vi. e” Vay BUN 
Fin Æ OV, U,, V= URE, Vi), f= 1, 

„d — 1, 

SR On da Len on = 1, EKR 一 cs 有] 天 77。 
SS e = Min{dist(K;,M\V;}\|l Ss <i} >o), ane 
Miso s| oot, dist rA, Tya) <s, Wee (0, 1], 从而， 
T7445] 局 Vr， 由 此 推出 : (OV) 21, +++, 8, WEA 
Bre 的 一 个 延 托 。 于 是 洛 7, Sry 所 得 的 延 折 在 a 点 是 一 样 的 ， 
再 由 [0,1] 的 紧 性 ,可 道 过 有 限 个 s 值 由 0 过滤 到 1, Ce, VY 
”与 (@。 WBA, | 

为 此 在 M FEMA ©: M 一 8" 显然 诱导 出 M t 
原来 的 局 部 保 角 平坦 结构 . 

EX 1.10. ik O: M > S BTR, MEO AM 的 展 
FI (developing map), 

ERRERA EA READE SEIN, 所 以 不 一 定 有 居 
开 瞎 射 ， 为 了 东 分 利用 展开 映射 作 工 具 , 我 们 退 一 步 ， 先 从 M 的 
HARAM (universal covering) HE, 

Arig(M, afi M 的 一 个 覆盖 空间 ， 是 措 M 是 一 个 连通 的 局 
部 保 角 平 坦 的 Riemann WE, 以 及 覆盖 映射 x; 对 -> M。 

拓扑 意义 飞 的 黎 盖 空间 要 求 获 盖 映射 = 满足 如 下 条 件 : Yre 
MM ， 有 它 的 一 个 邻 域 Q 使 得 = FEU. ARERR oe A 如) 的 每 
个 分 量 。 而 局 部 保 角 意 必 下 的 覆 羔 空间 ， 则 还 要 求 履 盖 映射 * 禧 

E U, WEE, ARRERA U) 的 每 个 分 量 ， 

对 于 扳 扑 意义 不 的 覆盖 空间 (对 ,zx)* 我 们 可 以 唯一 地 用 Be E 
的 保 角 平坦 结构 规定 x (DU) ASTOR LAR ERE. F 
是 拓扑 意义 下 的 覆盖 空间 便 被 唯一 规定 了 保 角 平坦 组 构 。. 这 就 是 
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我 们 现在 意义 下 的 覆盖 空间 . | 

万 有 团 盖 空间 M 本 来 是 这 样 定义 的 : 任 取 me My FEME 
义 汶 一 对 (x，hCx)), 其 中 x€ M, TAC) EDL r HH r 为 终点 
的 M 上 的 曲线 的 同 伦 类 。 于 是 得 上 的 拓扑 以 及 保 角 平坦 结构 都 
被 自然 地 定义 了 . 

设 dE mlM ,x,)， 则 7 

d: Cx hr) > (+, d + ACK) (1.18) 

NIFH, OB MMP RAR AERA. m 
切 形 如 (1.18) 的 变换 2 RRM, MRAR D = mlM). 

因为 既是 单 连 通 的 馈 部 保 角 平坦 流 形 ,所 以 有 

推论 LIL 设 M*,n 3, 是 一 个 局 部 保 角 平坦 的 流 形 ， m A 
有 展开 映射 四 : Mos 

在 此 ， .展开 映射 @ 在 相差 一 个 Conf(S*) 元 的 意义 下 是 唯一 
确定 的 .又 注意 到 覆盖 群 呈 定义 了 租 到 自身 的 保 角 变换 群 (1.18)。 
于 是 有 e(2) € Conf(S*) 使 下 图 交换 ; 
fe __ 2 ss 

a| |a 
-aan 
妈 p: D es mi(M)— Conf(s*) 是 一 同 态 满足 ; 
pld jom = Ped, . i 

RUT PRILID AS e% M 的 和 乐 表示 (holonomy). pml MYKA 
«iC M ) 的 和 乐 群 、 

idl p 的 核 为 kerp, 则 kerp 为 ma(M) 的 正规 子 群 ， 于 是 可 以 定 
义 商 群 了 一 = (M )/ kerp 以 及 覆盖 空间 M 一 M/ kerps, 并 把 展开 映 
SiO Vite ML, RNA 

P. H — Se, 

我 们 把 M 称 为 M MAUR BR. 这 时 PEM were 

的 作用 ,县 有 M “MII, OR 
gs Ê —> Conf(5*) 

ee. 
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MUL, RNA Ta BAM LIGIER, MA 
SR aA RBM L ARR Re, 


$2. RATER 


ALTE S| VER AABN Laplace 算 子 ，Soboley fH OCM). 
UR—-T+S RAE BREN Gren PRED ABR RRR 
有 关 的 指标 dM) EME eR FAENA, 
下 外 ,我 们 还 将 信访 形 的 曲率 性 质 入 计 ACM OMAGH, MA aM 
太 小 估计 给 葛 汶 形 边界 的 Hausdorft 维 数 。 在 下 一 节 还 将 通过 - 
dM BIACN ALB M RA P 850] SBE. 

2.1. RAAB Laplace BF . 

WOM, 8) 是 一 个 Riemann 流 形 ， dimM = 3, 现在 用 M 上 
AQ IE pak s AE: 


4 
2-2 == oP 


HOB SOR ae Mot RAO T o. g" 一 DH g) m uig, 这 
时 (1.8) 改 写成 


ati 


A — ¢,R iu = < eRe T; O CBD 
HH c, m (n — 2)/4(n — 1). REBT ' 
Leo™ A, — caR, . 
BRR AAA ERY Laplace HF, 因为 如 果 还 有 保 角 变换 P Wa se: 
g^ = gg" ) 一 ptm g® 2 > 0, WY. 


Lyte = — e Ravi 


， 4 . A+A "+1 
= — Ea" Rant t {u * jra * a Sai 


st 
= L; (uv) 。 i, 
或 者 写成 | 
Lolur) m yt Lo, | (2.2) 


注意 到 Ly 及 工 ,3e 都 是 线性 算 子 , MAOD o > 0 的 
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条 件 可 以 去 掉 。 

等 式 (2.2) 非 常 重要 , 它 表 示 在 保 前 变换 二 Laplace ATAJE 
澳 公 式 . 

2.2. 保 角 不 变量 OOM) 

AAR RARER Ly. EM 


OM) = int] —| pLrpdvslpE COM), (2.3) 
| oas 一 i}. 
这 是 一 个 保 角 不 变量 。 事 实 上 , BE gm uig, Ii 
| PLespdvas 一 Ve pu >= L (up) * ado, 
一 | uP Lalu eee, 
而 且 
(eave =| (up) dve. 
利用 这 些 保 角 不 变性 ， 我 们 首先 可 以 对 紧 的 局 部 保 角 平坦 流 
形 镑 其 数量 曲率 的 符号 来 分 类 . 
定理 2.1. 设 M 是 一 个 紧 的 局 部 保 角 平地 济 形 , 则 必 存 在 与 其， 


相 容 的 度量 8， 使 其 数量 昌 率 不 变 配 。 
EW: 设 所 是 对 上 的 一 个 相 容 的 Riemann ER. (ERA 
变换 , i g Tg, u> 0， 则 由 (2.2) 
sR; = — Lil = — u a L pfi. 
SSR « 为 对 应 于 一 上 Ls。 AEREE a ERER, R 
aR; = hu =? (2.4) 
推论 2-2. 设 M Fi — PR AS BCR PS HE, UN T OCM) 
> 0( 一 0, 或 <0) 必 须 上 且 仅 须 M 上 存在 与 之 相 容 的 度量 g, 使 其 
数量 曲率 R, > OC 一 0, aD), 
TH: EAC 


-Z6 | 


int — el, peeg oy = o} 


peca iM) 
4d 
fe Prs 


| | gy 
inf pe AY gg 
™ OOM) peran 一 


l, "= 


Hi Holder RER, Vo(M) O (M) € M. LONE MA TRC 
> 08 < COM) Alb. 5 O(M)AS. 

AFR T OOO 的 大 小 。 在 第 五 章 ， 我 们 证 明了 : 对 
于 紧 流 形 ，DUM) < O(S*), dimM =n; 并 革除 非 M GREASE HY 
FS. 8A O(M) < o. A OCM) HRA SHE. RAB: 
HPEH, OM) 一 OC) HI BALA M 保 角 等 价 于 s+， 更 
在 我 们 考察 未 必 是 紧 的 流 形 ， 

定理 2.3. 设 (M ,8) 是 一 个 Riemann 流 形 ,又 设 有 8:(M ,8) 
一 (5", 2.) EARRA, Hohe 是 标准 度量 ， 则 OCM). 一 
o(s"), 

先 证 一 个 > Poe 

引 理 2.4. 设 MCS 是 一 个 开 集 , MOM) 一 OCS"). 

征明 : 按 定义 ， 若 有 子 流 形 22a, MS IS OLR. 
所 以 有 O(M) > o°). 

.为 证 反 过 来 的 不 等 式 ， 任 取 在 标准 度量 下 ,一 个 以 5 六 0 为 学 
HOR B.. EREE y: S SR, 9M) DS*\B., W 

QUM) = OUM )) < O(S*\B,) > 0(5°) 
a g — 0, 

定理 2.3 Rik: 

1° 因 为 保 角 变换 甸 局 部 地 是 一 一 的 ， 于 是 有 开 集 CM， 使 
得 O(OVCS 是 一 个 开 子 集 。 按 引 理 2.4, OA) = 9(@(0}) 一 

o(S*), Fit, OCS") > OUM). 
2° 要 证 : O(M) 2 0908)， 取 一 串 有 光滑 边界 的 紧 区 城 1D,， 
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feed, 2 满足 UCU, E= 1,2, RU UM. 
lik, imo) = QCM). 
我 们 如 果 能 证 明 : 对 于 M OER RU, UR, VHH., 
都 有 OV) 关口 (30)。， 那 么 目的 就 达到 了 . 
反 证 , MAAR. ATU, UK, OU 光滑 ,满足 : OCU) < 
OS) FRASER, au > 0 F U 满足 : 
Lu + OU =0, FU, 
ular =Ù, 
| e dve =i, 7 
EU RDF a = 0, 那么 Ype CPCM), p> 0, 
| pLudv, 一 | uL pay, 


- 一 | pL uds, — | € p zf, pL ude,, 


. . i uv Dn 
AUE MRR, 
Lyu + OU) SO FM E. 
现在 把 x 的 定义 拉 到 4 上去, 定义 


w ` 当 yE SX\O(D), 
vy) = 
max{ | Cx -i Fale) |x € PAY} ve OCT), 
A+ CREME, MH OO) AREAS, HE Vee 
PONU, Ir BRU, HBO: Us > PU.) EADAE, 
PU.) 是 y RARR, 1 OF AH, BEM 
KORCIE CONE ET- PU) 
则 由 La 的 保 角 不 变 人 性， 
| Lg: + OQ(U)e. z5 0, , FoU). 
由 此 可 见 > 是 S" LAE Lipschitz RR 
‘Lye 十 OC(U) 20, E. " (25) 
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AA RAAB, 
jw, oF dog m= | Ty or don 
因此 ， | 
| oF do, < 1, 
积分 不 等 式 (2.5) 得 | 
-Í vs Lvdve < 0) vidvo, < OCU), 


由 于 | oF Fae, <1, HILL OCS") << OW), KSAP. 


推论 2.5. 设 CM , 8) 是 一 个 单 连 通 的 局 部 保 和 衣 平 坦 流 形 ，8 是 
一 个 租 容 度 量 , ”一 dimM => 3; Hj OlM) — 0(S*), 

2.3. dM) RPE 

Re Riemann 流 形 (对 ,8} 上 工 ， BF Green 函数 是 有 定义 
AS. 现在 要 把 Green BRAM FADE BORA AR 
形 的 方 有 覆盖 以 及 和 乐 覆 盖 上 去 。 | 

EPACM DADRA YIN Riemann WÉ, dimM > 
3, 

定理 26. Vac M, L; 在 M .上 有 唯一 的 极 小 正 Green AR, 
El po AA. 

证 明 : 取 一 串 开 区 域 UCM, 如 下 : - 

mE UCU CUm, 0; B, OU, 光滑 ,i m 1,2-22, 以 及 


U umm. 


作 0- Dirichlet 边 估 问题 的 以 p 为 家 点 的 Green 函数 
fis 72Gb 一 — ô pa 在 U; A, (2.6) 
Gil og, = 0. yu! E 
我 们 要 证 ; Ci KRE BRG. 
注意 到 M GRA O: M S, MRE 23, OC) 一 
01S"). 于 是 对 于 让 上 的 开 集 Un URN i BBAN.A OW) 
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SC i ma be, EE a. iak abi J ape LO I PB es ayn a 


= O(S) >0， 从 而 Le 对 应 的 第 一 本 征 值 WU) > 0, FRE 
U: 上, Ls 有 极 大 值 原理 , 由 此 推出 ; 
Ce GG, 

RATER LASHER. RRA O, g= 
PP ,利用 (3S" go) 上 以 和 为 极点 的 Green BRK A EEE O 
拉 回 到 前 上, 作为 LBA Gi 的 上 方 控制 函数 ， 

事实 上 ， 因 为 Pi) 一 eles 由 (2.2)， 


aot 


Lorh = P 7 LD T HO, 
而 左 式 等 于 D) ðn Bit 由 极 大 值 原理 ， 
= |g EPa Tip i Ea ‘Hog 


ipa Se 
GG i= i, 2,--*, 
由 单调 妆 伍 定理 ,存在 Green 函数 Go 满足: 
lim Ga = Gi, | 
L,G, = —8,, 7 (2.7) 
0< GC, = G*, 

G, 的 极 小 性 是 由 (2.6) & (2.7) 以 及 极 大 值 原理 直接 得 到 的 ， 
BAIR ARS ARIE Green AAEE ÁS. 

命题 2.7. 设 G 5 3 分 别 是 以 与 六 为 极点 的 La 的 极 小 
E Green BRM, WE CCM HF FRED MECH OER 
FR. WMA E CO, 1) 使 得 

AG 所 GG, TAO. 

证 明 : 取 一 串 开 区 域 Vi 如 上 ,并 设 如 CUisi 一 1,2,-"*， 设 
G 5 Gh 分 别 表示 U; 上 对 应 于 OL, 的 以 与 名 为 极点 的 Green 
Mm. WR | 

Golan; = Gi | ay; = 0, 
WELES hE€ (9,1) 便 得 
lGel ae = Gilos < PERETE f 
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PAS i 足够 大 时 ,有 46 (0 如) 使 得 
| 2Gi ae = Go las & 1 Gol oo. 
在 UnA\ 本 上 ,应 甲 极 大 值 原理 ,得 
6 GF SAG, 

BERR, BAH. 

注意 到 Green RR G, PRHA Ps 而 外 ， REH, MEEA 
2.6 与 命题 27。 我 们 能 引 人 

定义 28, CM ,8) 是 一 个 局 部 保 弟 平坦 的 Riemann 流 形 ， 
Xt M ECARE., EN 

p(M) = inf fp > o Gide, < ©, MEO, 


OLFR, ORM 中 之 紧 集 上， 
以 及 | | 


天 一 全 


dM) = 222 pc), 


p(M) 与 4(M) 与 P 以 及 如 PO BHR. 它们 是 Cy 的 在 
co 处 增 张 行为 的 一 个 整体 措 述 . 

如 此 定义 的 PCM) 5 a(M) 当 M BE Riemann 流 形 时 是 一 
个 保 角 不 变量 . 四 

定理 29、 若 (M ,8 是 紧 局 部 保 角 平坦 的 Riemann HH, M 
4(M) 与 无 关 ， 击 只 依赖 于 M 上 的 保 角 平坦 结构 ， 

WA: Be S22 M 上 的 两 个 相 容 的 保 角 度量 ,有 wn 之 0 省 
合 g= uig, 由 于 M Baw IE (0, DEBAS, 分 
Wi G 与 G% Le 5 La D PE 认为 极点 的 Green 函数 ,由 
(2.2), 

Gy = ul PO Eu G, 

从 而 G 与 G, AARTEEN, 

以 下 我 们 来 估计 AM), 

定理 2.10, BRCM sg) FÈ FERR RRR AP IRAS Riemann 流 形 ， 
MRAM) <2, 
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EW: 要 证 ， |。 Gu zs < co， NTR, 及 
相应 的 Green 函数 Ci, REE 
| (GD SC (与 无关), i 一 1,2,， (2.8) 
就 够 了 ， 设 U 是 任意 一 个 开 集 , 记 | i 
Eo(b) = | Vrdl + CRP dey, 
其 中 ee G8CU)， 为 证 (2.8) 选 取 6céce, PEÔ, WHE 
CH@), OSE <1, ME: Clan. 因为 有 
\ ne GOP? dv, < \., LO = 2)Gi1*“F4o, 
= OCU; JEG CC + “一 EGI), 
而 O(U;) > O(M), ŻE Gileo, = CGil ov, = 0 AB GP laam 
Gilas: 联 同 ， 、 
| L=, FU, 
FREES OL, (Dirichlet 原理 ) ， | 
Eunal Gi) < Enna EGI) > EgeltG.), Bir 00, 
REREN < 常数 (与 i 无关 ); 得 | 
Ey, 一 - $) G6) = Ey; attl 一 DG S < 4C, 

于 是 (2.8) 得 证 . 
定理 2.11. R, > R, > 0,R, 是 一 常数 , 则 oa 
oe E CU 

Gide, < ~， 
. tie 
沿用 以 上 记号 ， 令 w 是 下 列 方程 之 解 ， 
{ie eg? 5T 一 1 TU: 
2 | a, =, 
则 有 
| Cider = C61) 
= —(Gi, Lvi? 
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or eB ep amir eres oe . u mu. 


= AEAN 
因此 
_ oP) sups; = v PP J> 


其 中 pre U, deo CRAG A. 注意 到 
Ao PT) = 0, 


ELE ot 
— ÅA: + CRo = Le =1, FU, 
于 是 得 到 
、 N i | 
vp )& oR,’ 
这 就 是 我 们 要 证 的 ， 


去 掉 限 制 R, = R > 0, RE R, oe 0, FRSA it 
dM HH. oA (Ma) 表示 UV; LEAH — hi 算 于 的 第 一 本 
TE CURR. BRA WMM), 

定理 2.12, 设 R> 0. 


(a) 若 (下) > 0, dim a ZF, 


(b) Æ MM) = 0, Wd M) S 7 


证 明 : 出 设 Re e- ü, AY A, 
4,020, FUG E, 
FRAC Gi), 8 > 0, 作 分 部 积分 得 


1 Iw(Gi) oF T (dp, — — | E T A, (Giy 3 do, 


二 onl 3 
=D fuae (GPAC + 人 =5) . 


xf IVC p+ eE ye 


即 得 一 与 i 无关 的 常数 C > 0 使 得 


Th et daame a RIC. ae elec 


zs Lyn a ite 
i m | iwWCG6) | dpt 2 | 
xÍ, (GAGI < c. (2.9) 
因为 (2.9) 式 AE Mai 2 PASSE ESE ARS, 从 而 它们 都 被 常数 C 所 控 


Hall 
Ca) 设 (M) > 10。 应 用 Poincaré 不 等 式 , 有 与 5 有 关 的 常 
aC, > 0, 使 得 


| (Gide, < Co, 
Dae l 


LEH e> 0 是 任意 的 ,所 以 得 dM) < 22, 


Cb) i 如 到) 一 a 利用 
Vane Gi) FFE < QUAD EnD E) (2.10) 
因为 WAP) > OME), 而 l 
Ey a((Gi) 2) = fz i IW(Giy pP 
+ coRel Gi Jdr. 
所 以 我 们 分 别 来 看 上 式 厂 端 之 两 项 ， 由 {2,9), 其 第 一 项 志 C。。 青 
| CR, Gij tdv, = | (G AGr. 
oye ppa l 
再 由 (2 9), 这 第 二 TBSC. MHE 


(i 


P GD T dv, < 2C,, 


因为 。 > 0 是 任意 的 , 所 以 得 dM) < 六 


”定理 2.13。 设 R, > R > 0, 其 中 R, 是 一 常数 ,又 设 |R,| 连 
同 1|YRz| 都 是 有 界 的 ， 并 有 实 站 bes GEA Ric(g) > — bi, 则 Be. 


(a, 1) 使 得 a(M) < 2 (1 s), 
FEW: Hix R, > z> p, > 0, RER 211 即 得 
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mp L 


S T rae 


f Gdr, Z 00, 
ANT iE FA SL FE eR ie. AAA RE SRR R TSE. 


TEIR 6 > r > 0, 记 测 地 球 B, 一 BP) Ba 一 Bal Po). rte 


函数 gop E Cro) se 
p = D F By Zibeles, 一 ] 0s pS 1 以太 | 六 | = 2 
nis, = EPE = 1 F B pyi 之 外 ， Uy = i, ELE | Vay 4 = 2, 


于 是 
| Gy & | Se ae Gi, 
-~ Fight By) Wye. 
{E [K] 
A,G, -一 Crk, G, = 0. 于 MN Bas 
BEA | 


eR, e -= 7" cave | pen" A, Giudy, _ 


ANB, 


一 |e (pva + Vp) - Ode, 


<2¢| | Gido, + 67 | 
， oA Bey hip 


在 此 ,我 们 用 到 第 一 章 中 的 梯度 估计: 
IVG,| & CG, 是 一 常数 。 a 
虽然 在 第 一 章 中 梯度 估计 是 对 调和 函数 作出 的 。 但 在 应 加 Ry 
IVR, |B RSE FE. BREATHE E] Lye = 0 的 解 . 
现在 令 -> co, 我 们 得 到 | 


| Gide, & c| Gez ， 
Wa, >> Beer Br 
HOC, 之 0 是 一 常数 (与 + 无关)， 即 得 
Cy 
| one Gedy 县 1+ ALA 
于 是 我 们 得 到 政 善 的 佑 计 : ` 
Gdr, S ai Gidtgs 


E sdvi |» 


Ba 日 


Jan 
AH a= GO CT<i1i ,Nel,2,-..., 
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1 iato a aa one ey AS EE i'a Liar po -He Te a ee i 4 ra L a 


WIF- + 


ERIE Riclg) > 一 点 的 条 件 下 ， 按 第 一 章 命题 1.4.3 的 
证 明 可 得 
| Voll ByrM\Bw) S C01 + Nye. 
其 中 < 一 ee if C, 是 与 六 无 关 的 常数 ， 
”现在 由 Halder 不 等 式 得 到 
网 Gido, = >) | Gide, 


Ned Bm+ By 


< Dlho, Gude, ) i "Vol(Bya\By)* 


=< C; > yr LIE gd 1 + N taeae, . 


其 中 C; 是 与 N 无 关 的 常数 、 适 当选 择 6, > 0， 可 使 上 级 数 收 策 ， 
即 得 结论 ， 

2.4. dim(OM) 与 d(M) 

JE MC 5", 我 们 将 用 4(M) 人 计 OM 的 Hausdorff HER. 为 
此 ， 我们 引进 有 关 Hausdorff 测度 以 及 容 度 (capacity) 的 必要 概 
念 和 结论 . 

WAER hT, TFI Sd Sn, 8 六 0, 令 

Heal A) ~ a inf{Brf|ACUB,,(2,)» 
r (< + 1) 


rr =< Ets 
其 中 B.C) x 为 中 心 :,r > 0 为 半径 的 球 。 以 及 
H(A) 一 limHael 4), 


并 称 后 者 为 4 的 z 维 Hausdorff 测度 . 
由 定义 可 见 ，Hausdorff 测度 是 M 上 的 一 个 正则 外 测度 ,而 
当 了 一 # 时 , 它 就 是 Lebesgue 外 测度 ， 
2.14, $ 
dimt A) = inf{d > 0{Hs(4) — 0} 
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为 子 集 4 的 Hausdorff ME, 
此 外 ， PACTS | BERL KN HOHE, 
Z KCE BES, p> 1, > . 


CCK) = inti] (Vol? de iee CPR), PEK RIAR 


mbit, 


HRA MRE KI PRE. Mem 2. POOR, 
Hausdorff MES rR SHAM PER. 
定 再 2.15. AKER 中 之 一 紧 集 , nrl, 
(1) $ Hal K oo, WRK CCK) m0, y 
(2) EA e > 01 Hapni K) > 0, RW CK) > 0, 
《参看 Adams D. R., Meyers N. G., Bessel potentials, in- 
clusion relations among classes of exceptional sets, ind. Univ. 
Math. J- 22 (1973), 873—905.) | i 
定理 2.16、 设 MCP 是 一 区 域 ，8 是 M 上 的 一 个 完备 保 角 


ER g 一 wig,， 其 中 g 是 8" 上 的 标准 度 最 ， 又 设 (M ,g) 上 的 
L HAAA E M 的 极点 的 极 小 正 Green BG. ME . 
C 一 ub) uH, Gi, 
其 中 H, 是 与 G 有 相同 级 点 的 L,, 的 Green BM MI ， 
CKM) = Ü, 

LL 

‘dim(OM)< dl MO. l 

WA: WA, YS IA, ETA MCA, 

PURRE PSMA) — RAE OM LSA ASA ES, i 
ERSTA. DER we CER) 适合 : om OPM TBR 
为 1， 但 


ù [Yen] de 20, 4 moo, 
Pa 的 选择 如 下 ; HG BM. A Gu 满足 : 


«971 于 


[isG> =—8),, FUms 
G nl a0 =a ij, 
《记号 见 定理 2.6), 以 及 Gnt G,， 记 Ga 为 Go ER", dx?) E FE 


的 近似 Green BAF: CA 一 lp) T Grow, WA 
AG. =), 于 2a m BCU a) l 


Galas, — 0, o. mal, 2 


ty} =m 1,2, =- 


Gilo) = fa l 3 
这 是 因为 Gi = G, = call — a) 7 让 从而 Go = lp | 7 G 
g~ 一 cas， 扩张 G5 使 其 在 On A 0, FRA 

| [9668 — GMI — 0, Am 00, 


WHR 9c, OF 

适当 修饰 6$, 使 其 在 一 紧 集 外 为 常数 ca 即 可 取 作 pn. EE 
到 对 于 p, HERR OC, FiO = oO), 则 在 80 邻近 GS 连同 
其 导数 一 致 收效 到 G8 ,所 以 

En VGA de 一 一 上 a Go» Gada > 0, 1 m — oo. 

JRG | po On 
即 得 _ 

|Vpali dx — 0, 

这 就 是 COM) = 0, 

22 再 证 dim(OM ) Edl MY, 

由 1°, 以 及 定理 2.15, dim âM) = a — 2, 


m p> —2 aM), 则 | Cedr, < co, MA 
n— ? ive 
et don Z 0, 
构造 函数 列 i BAP) 
> «€ Pauls 
daa) = to, x & Baa Pa) s 


其 中 a> 0, BARER 8 下 ,以 Pa HT» a Ate ae 


球 。 还 可 要 求 
l\Vede(x)| <= 207, 
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Hid 8 加 为 在 度量 名 下 的 梯度 , H 
Ob.) = uT Veda, 
?一 2 p, D 
2 


BS gman 


J gl Otel don < (2a) È WAT dog, > 0, 
M M 


当 4 -> coit, As BSH. LAH 如 一 1 一 致 于 M 的 任意 
BETHE +t. 并 且 pa 在 8M 的 一 个 邻 域内 为 0，、 按 定义 

Cl 0M) 一 0, 
再 虫 定理 2.15, 


dim(9M) <= n—g= = 


2 p= d(M). 


对 于 定理 2.16 HAM, 站。 我 们 还 能 估计 四 与 欧 民 距 元 
lx) = distr, 有 MT) 的 关系 ， 
定理 2.17, MCS" 是 一 个 区 域 , Kg 一 Tg BME 
的 一 个 完备 保 和 角度 最 ， WECM. ph ARRE, AA 
SH, BA 
a(x) Cer) FF, Oe ve 
其 中 > 0 是 一 个 仅 依 赖 于 (M ,g) 曲 率 的 常数 . 
JEW: 没 pPEM, ÆR = S*\ Po} 上 选择 欧 氏 度量 . 在 此 欧 
EEFE, ABM r > 07 
Bij = piip 
因为 o T BPR ATLL Let = 0, 
现在 优 第 一 章 43 作 正 调和 函数 的 梯度 估计 ， 
\Veloge| <= Cc", EOM 附近 . 
化 到 殉 氏 梯度 有 
1Bv| 一 z18logy| 
= Cot, 
于 是 有 
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(ðv =F < C, 
Yre RNM F Y A r hea aM 上 一 点 ， 长 度 为 8#(w) 的 
ERER EZ. Be 积分 到 Y 上 任意 一 点 7， A 
plx) "i e Cale) + yy). 
Ali 8 是 完备 内， .所 以 有 
| vid = -H oo， 
从 而 有 点 列 PIAST fe eG) + +0, Bp 
得 
v(x) cc’ s(x) 
MANES fa 与 欧 氏 度量 在 OM 附近 
是 等 价 的 ,所 雇 有 CC 之 0, 使 得 
ue) > CBC) | 
注 : 在 定理 2.17 的 条 件 下 ， 我 们 可 以 不 通过 省 度 守信 ， 直接 
Sth dim(8M ) = 20M ) 的 证 明 ， 
| 事实 上 ,| a maido, <0 aaT i, 5-s+raaodp， < oo。 再 
利用 Hausdorff 测度 的 定义 ， 选取 适当 球 履 盖 > Ad 2M) 使 
HOM) < o, o, 
综合 定理 2.12 与 2.17， 从 GG 一 Go 可 i 44 R, > 0 时 ， 除 


Le) 一 0 而 外 ,都 有 dim(om) 二 三 二 2， 现 在 要 证 反 过 来 的 结 
it. 


定理 2.18， 设 (M"，g) 是 一 个 紧 的 局 部 保 角 平井 流 形 ， 叉 没 
DP: MS 是 展开 映射 。 如 果 已 ec-z(SANS( 故 )) < 00, MAM E 
” 必 有 一 保 第 的 Riemann 度量 g 使 得 Re, 为 非 负 常数 . 

EW: 电 第 五 章 ,可 作 保 第 变换 ,使 Rs, 成 为 常数 . 兹 证 RS 
0. iE: MER, <0, A= SVU), aw? go 其 中 
a> 0, Tig 2S 上 的 标准 度量 ， 则 


ati 


Ly = — oR, ut, FM, (2:11) 
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我 们 希望 把 方 程 (2.11) 扩充 到 S be, Bll MERRIE S 
上 ,并 在 广义 函数 意义 下 满足 (2.11) 于 Se。 一 且 完 成 这 一 扩充 。w 
ERA S 上 的 咽 次 调和 函数 ， 事 实 上 ， 


m+] 


\ HLP = —oak,, faa ig mo, 


从 而 
[ude = 0, 


对 于 一 切 pe chs) Fe epSk. Mine Reyes, 6S 0. 
LUDA BCR,, < 0)， 世 就 证 明了 定理 . 

因此 ， 我 们 只 要 扩充 (2.1 到 o wey. 选取 函数 ae 
C"(5"), 使 得 a 在 A 的 一 个 邻 域 U 内 为 0, 而 在 UCUCV, 另 一 个 
Sag V SpA 1, Vee CS), a - pe Co(SMNA)。 由 (2.11) 得 


a+ 
|, L lag) 一 dal ， uË ap), 


HR d, = — tR p > 0. RE 
| (SAP 十 VEP + pA,,a) = da 1。 “tap, (2.12) 
&V-A, 则 = 一 1;，a.e. 我 们 希望 证 明 (2.12) 龙 过 的 第 二 、 三 项 
-0, 而 其 右 端 -as-ip。 至 于 后 一 个 结论 只 要 能 证 :| wd 
< boogie T. 
以 下 选择 适当 的 a, 证 明 以 上 三 个 结论 ， 
Ye >90, 作 球 B; =| B, Axis Pi 0, x;€ A, 使 得 Ac 
UB,,(s:) ME <0, UR on? < CCR. > 
0, x€ Balai)» 
a; Ce) = | 3 
lurk Bis 
t= a; = l, 75 Xe: \Va;| = ara’. | Aa, | = dri’, Xe 
a(x} = Ila,;(s), 
出 | 
&a = Alla; 
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mm Aa, Ij Œ; 十 Siva,Va, i ay 


iti ` kepi 


< 5$ že, + 号 于 xp， Xa» 
Tir 


其 中 Xe FEAR E 的 等 征 函数 . 所以 有 常数 Ci > 0 fe 


pA] < CiC rx P. 
间 理 


[veh < CH Berke, 
$23] FIX e 证 | 。 了 <0, & k= at y 
df.. atu -i = | atAu = | 。 Aat- ų 
= |, (kataa + C Dot ve) 
< Ct fat Sirs, a 


< ( |. (Erta) E | | ote ad 


HAA 
| 党 < cf Err R) 2 
< yar, CP p 
= Caf; T 
< GC, 
于 是 当 取 s 一 0 时 ,得 | u ce, 
再 证 (2. i2) 左 端 第 三 项 ->0. EEE, 


N+? 


| upas cx | a ai. | Errr) t 


EFE; 
. < ci ( [a went era rE 2 rz — Oy: ` 
当 s 一 0， 同 理 证 (2.12) 左 端 第 二 项 ->*0。 至 此 得 
|. al, pde, = J- uE deg, Ype CCS"), 
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定理 证 完 . 
对 于 完备 的 局 部 保 角 平坦 流 形 (M，g)}， 则 使 dim(OM) == ij 
也 不 能 保证 R, SO, 有 下 例 : 
E M æ SM rrj 其 中 < 是 的 极限 点 ,而 六 的 选择 如 下 : 
Ya = 09, fE 
一 th e D, ES 为 学 径 的 球面 上 ， BU THB Bg eo RI 
RAAB. 
“Fd $; = OC"), & EEFT “7 * } = US;, Ri yy US ê= 
dist(y, ÖM ) >i, AT i 
[a T don <i co， 
A ARGH 
Damy > 2» 1! < oo. 


Auk, p> (1 +a)” -人 按 定 理 2.10 与 2.17, OTL nS 
ACM) S sU t a~, WRR AORERE R, 的 导数 都 有 
界 ,再 由 定理 2.12， 如 果 Re > 0, WBM) SZ RETF 
(4 a> 0), 


§ 3. BBR SEB AS AS RA 


我 们 要 找 出 相当 大 一 奖 局 部 保 角 平坦 流 形 , 它们 实际 上 是 S 
中 的 区 域 。 自 然 的 想法 是 考察 何 时 这 流 形 的 和 乐 福 甘 上 的 展开 这 
MERN, 

COMMER M 上 的 极 小 正 Green 函数 Gs (LL Pee 应 为 要 
点 ) 与 S* 上 的 Green 函数 Hi (DL qa = D (P,)) 的 通过 展开 映射 
O: > SHE G 之 间 有 紧密 的 联系 。 Golo EH, i 
ao pis 

Li = — PD 1 o, (3.1) 


ped tag) 
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fi, GG, FAG 一 G SAW ABH, | 

ASE SE SHS", g) LD RR AA. Le 的 Green BARK 
H. Oi, FU SRA RU, ee = (xn E RXR, S 上 的 点 
WE ri + |r P = 1, BR 
te. -dey 

— jep? 
(FREREE ov; CONN a8) CR dy), 其 中 心 为 北航 。 


E m d t- lx] Al, 


yo (zj 一 5 > bl 
dy? = ü = Ja Sar 
、 ra 1 
或 者 说 ，| | (1 yp 即 


g= (1 — x, Pe*(ey), 
Ax CR, ey EELO AVR ABS A 的 Green AA E, = 


Ch Go pet 3 其 中 ta iE S” AVIA AR, 所 以 利用 


© Ati El, 可 以 来 得 


Cal yl Le Cn 


一 iy | FE, om 
一 cr(l 一 n) E ppor 
5133.1, HO: (M, g)— (S, gPRSP, LE 
VEE MG, È S ELL PLODA Green UK HIBS O HOLL 
El. Bp 
G, = IP'| "Hoe, 
We GaTe 是 M 上 的 一 个 平坦 度量 . 
证 月: 事实 上 "不妨 设 CCP, AFR, fal 
g= [D [g - el lei de® Cer — ep FF) 
oP gL 一 rY r oe 
= caD* (1 一 z) let + C1 dy )] 
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Do i 
oa) 


ws co AD * ar “(i 2yh 
所 以 8 是 平坦 度量 . 


BFE 3.2， 设 (4M ,8) 是 完备 的 Riemann 流 形 ， Qik O: M -> 


SE MRR. VAE M, W G 是 Ls 的 以 为 极点 的 正极 
小 Green BRK, G E S FY OCP.) 为 极点 的 Green MRM 
AIRE, HE Go 一 Gi 在 如 附近 有 界 ， 令 ?一 GIG, Bom 
G, ig, Il ¢ 是 7 次 县 下 的 调和 函数 ， RE 
A, = 0, 
TE: 注意 到 
| | Gyr ig = yi, 
由 保 角 Laplace 算 子 的 不 变性 ， 


Ati z 
-= yew? a 
a+2 


又 因为 8g 是 平坦 的 , 所 以 下 ;一 了 0， 即 得 O 
Aj? = 0. 
设 CM ,8) 是 完备 的 Riemann WE, Rp > —e, ¢ 
AER, L PM og) > ("sg de —-P RAE, 
lim (suf G(x) l(a, P) Bo}) = 0. 


5H 3.3. 


ZEW: 由 定理 2.10, 我 们 已 经 知道 ,对 于 甸 的 任意 开 邻 域 O, 
有 


| Go s ady, < Xa 
Me 
Ha ie BY ELIE HI 


in 
Gg"? dv, = 0, 


Fæ trl ele py er) 


RAE 13S) Tih: 


. 279» 


GO <cl | Geridvr) * Vee MNBA). (3.2) 
因为 (3.2) 获 含 了 引 至 的 结论 。 为 证 (3.2) E Ry 一 max{R,. OF, 
按 定 理 2.3， oe 
(fol an) < oaf VAI + coRsd' lees, 
af Mt 
| (3,3) 
ve CF(M)， 注 意 到 Re 之 一 ce， 可 见 : 
一 ca cG) & A, G(x) 一 ceR Ge), Ba Bi. 
两 边 问 乘 以 Glo! EEA BE CP(M\B:(p,))， 作 分 部 积分 给 出 


(p—1} \ PGE |VG,[2de, 十 co | PRGhae, 


<2) Ball Vdl|VGildeg 二 ec Phd, GA) 


假设 pS in Schwarz 不 等 式 : 


2 [ ecive! VG ido Sa | PCPA VG ldo 
十 工 | IvphGtav,, (3,5) 
[| 
a = p — 2, 联合 (3.4) 与 (3.5) 得 
| p Gh-7| VG! + cad’ RGF | 
1 2 php 
<- | ve Gtdv, + ene | Ë Gtavy, (3.6) 
Geo 一 工 于 (3.5), 联 合 (3.6) 得 
2| eGr"\vel IvG, lav, 


<= pot | |vopl Gide, +e- caf p Gidrp 
p — ZIM i 


因此 有 
RO pce”) |? + eR Gide, 
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< | (Iveta? + pivellveleai~ 


3 - n _ 
十 PEEVE + Rib Javy 


= ep | A whl’ + p )Ghde,. 
再 联合 (3.3) 与 (3.7) 得 | 
| | (eat) ae, 


T <ciel evel 


+ pl dvs, 
其 中 Cs 是 与 ?无 关 的 常数 . 
反复 利用 (3.8), 逐次 迭代 如 下 : 


È 
设 n=l 37, 


i=] 

l, YE Ba Cr), 
LO, y&B,_.@), 
| Vp, Cy? =2— 3k, FE Co(M), 


PG) = (<7, <1, 


bl he 


k = 0,1, 2,--5, WA C3.8) 5] el EA 
| fe Gord ve 


x | | Gtt-idy 
- Boy (x) ° £ 


k=l, 2 于 是 有 


i 
Pk-1, 


i 


ess sup G GO <= [| (450,03 reyo 
y€2 Tr) j=1 
一 :一 


* 人 | Gide, ) Pa . 
CG BUG 5 FR SE PR FU a , (3.2 TE. 


(3.7) 


《3.8) 


1 1 l L 
Pe SS (Ca e Phan) PCAS E 1) Peas 


RIA 3.4。 在 引 理 3.2 的 假设 让、 有 常数 C > 0， 使 得 Vee 
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(CELMA ARS | a, 
| PV log Giltde, < C ci (p |Y log G,!* + vor ICEF 


证 明 ; 在 航 点 P 以 外 ， 
Alog G, = G;'AG, — | Vlog Ĝil’. 
= c,R, 一 IV log G, | 
= Gi óG — |V log G,|? 
= Alog G + |V log Gel? — [Vlog Gil?» (3.9) 
WHER pE CMMA DE p? FRC 3.9) PEI, 并 作 分 部 积分 ， 有 


| pv log Gildo, < | ol log Gal*dv, 


+ 2 | eve » V log G, — log Gy ldg. 
用 Schwarze ASU, AHH C > 0 HG | 
| ev log Glu, SC | [el Vlog Gl’ + Vel dog. 
(3,10) 


现在 我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 。 
E 3.5. 设 (aMf",8)] 是 完备 Riemann iÉ, Xi P: M — i 


ERARI. m aM) < (227 x 


4 on eS tt R, > ele 是 一 正常 数 )， 
nm 354s WIR < < 

MEAE C:(80(M)) ~ 0, 即 OC M)A 0 FNE. 
证 明 : 用 引 理 3.1，3.2 的 记号 ,只 需 证 : “一 Cu/ 区 = 1， 


1° 建 立信 计 式 : Bam OTE, pe CM), M 
a Tole 7) Fol lide, 
< c | joprGriFoltde,, (3.11) 


其 中 训 表 示 度 量 5 下 的 梯度 ，C 是 一 个 请 数 ， 
HAİ | Vel? {E Al [A)R Bochner 公式 .， 由 于 站 是 平王 
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度量 , 朋 Av 一 了 9， 便 有 
A| Fej = 219 el’, l (3.12) 


注意 到 (参看 第 一 章 (1.3.5 ) 式 ) 
Pele A 1F | Fol |", 
# — 1 
从 (3.12) 得 人 实数 a, 
Al Feje = 3! Fol Al Fult+ 


AAA 


+ 
2 


+o — 2) FoF Folly 


>a 
-EA C >0%%, 满足 


EX ao a 
#— 
Al Fel > Ci Sele] Fl Feli 

先 对 4 COUN PY) BUGADA, 为 此 ， 以 oR ESR 


Co FlFe|l le | Felt “de, 


< cm | gal volta, 
JaC" jiel (Fell Pole GF: Fol idog 


应 用 Schwarz KEK AK Cc, > 4, 
| ol FI Gel |] Gelade, 


<C UA 


PHO SALE EL gg, Mam m2) u a3, HS 


ao Z), 有 
n— ] 


| LTI Gel ih Pel dag 
© 293 +* 


< c} | jvellvelGidv,, 
Mf 
即 为 (3.11)， 
再 把 由 的 限制 去 掉 ， 选 择 由 是 在 各 附近 为 0 的 CRB M 
Od a 1 而 现在 设 pe CEM), Aid p 代 由 使 有 
MZAZI 


< Ci (ul YA Vol Gear, 


+02 h plvePivelGide, 
因为 
[vel (x) = Ola), 
G(x) = Olea"), 
其 中 p(x) = dist(x, P), WHEE MAAR 

0, xE B, (P) 

Pa) tf x& Bal Pa), 

IY wr 2 ry 0 < 由 & l, 
| over ve l Gde, = OC r°) — 0, 


Mr 一 0。 于 是 (3.11) 得 证 . 
2? 建 立 估计 式 : 


当 x — Ps 


faen! ole | Fol dv, 


= co Gill TF | ¥ log Co drg (3.13) 


Bagley Batpy) 
对 足够 大 的 e > 0, 其 中 Cs 是 一 常数 . 
利用 (3.11), ER EI 
Givel*= |va— G,Grv G,\|* 
< Cal |7Gal? + G3) V log G7), 
其 中 Co。 > 0 基 一 常数 Rye Cil MM) 适合 


+ Zhe + 


1, xE BuplPods 
p) = 40, z Bal Peds 
Ox pl, [Vp S40", 
AC 3.11 DESETE 
16c.or | (1VGel* + G81 Vlog Gilde, 


r Pas we 


所 控制 。 又 因为 a 所 2， 所 以 
| YG i <= C,(G3 + GFN VG?) 
= CGI + IY log G,!7}. 


ae |V log Gi < 1 + 1vlog Gl 


代入 (3.11) 后 ,得 
(O Igoa Pol lao, 


TP 


< co 3 æO + Vlog Gl + | ¥ log Gl? dtp. 


ofa 


为 了 得 到 (3.137， 我 们 将 利用 引 理 34. 设 Pe CICMA H) 
并 用 Gp 代替 p, MASUR 3.4， 
| pP Ga) V log Gilde, 
M 
< c | (GEY log Gt + (VEGAN Dives 
M 
再 由 Schwarze 不 等 式 , 上 式 右 端 小 于 或 等 村 
€ | (HL v tog Gilt + | Vb|7)Gide,, 
HER pE CECOM NAE: 
( ) [ xE Bol Pa) Benl fs); 
we ü, xE BUHPOUCMN BoP)), 
Oel, Ve Sl, Ko > OBR, 


| | =o amli 5 2 
|as! Fel! G1 Gal Hae. 


n 


< Cao | ORL A- |V log Gol dey, 


Fiat Pa na he) 


a 7S « 


部 是 【3.13)。 
3 现在 利用 曲率 Rs 的 条 件 导 出 合计 : 


Jago (Fel Vo] drs 


= coo Gidees (3.14) 


MVR ipa 
fii nx shj, a = am PT) 而 当 # 一 4 时 ,mm 过 1 
分 三 种 情形 验证 . 
(a) n5, 这 时 a 之 1， 利用 Rs 之 — e, 可 见 在 Bs(p,) 外 ， 
AG = —¢,%— Gas 
AR GI EDTA, bE CKM), 得 
| emlve | ddv, < eal | GEL VOl? + deve, 
ARRAREN $8, 利用 (3.13)。 立 得 (3.14). 
(b) 2=3, Rit a= Z, 因 设 |R,i <C, RA 
AG, & tC Gs 于 Boal Psd Fb. 
AIR 和 G87! 作 分 部 积分 ,又 有 
(1 — a) | #GIIVG, dv, = 2 j eo" Vol |AG,|de, 


十 fal | 人 Se 5 (3.15) 


同 理 ,得 (3.14). 

(c) n=, 这 时 a 一 1， 于 是 不 能 直接 利用 (3.15) 来 估 得 
(3.14)， 但 任 选 m 之 1， 应 用 引 理 3.3, 我 们 知道 G 在 M\B,(p,) 
上 是 有 界 的。 因此 (3.13) 的 右 端 , 当 以 m Re 时 ， 仍 成 立 。 这 时 、 
在 (3.45) 中 , 若 用 a B a, 即 得 出 (3.13) 右 端的 估计 ,为 (3.14). 

4° 现在 推 证 vv 二 1, 

因 设 PCM) = Eaa) < MP) oa, iR P | PCM) 


y — 


使 得 | Glass < 00, WL A BAKAR P < a, 再 应 用 引 理 


MAB, Cp 


= 266 + 


3.35 BAe 


| Giv, 之 con | Giddy, < 00, (3.16) 
MAE Py) ME CPt 


其 市 上 是 Gi TEM\B CO) EMER. BA(3-14) 503.16 Be 
le! = const, 
但 因 
(Fella) = GrtlvG, — vyT Go (A) = 0, 

从 而 Ve = 0, We = cons, MIRA oC) 一 1, eel. 于 
是 更 是 单 射 ， 

5* 最 后 证 : CAPM) = 0, 

这 是 定理 2.15 的 直接 推论 . 

如 果 对 数量 曲率 OP, 的 限制 加 强 到 R, = 09， 那么 定理 3.5 中 


的 限制 aM) < PEP AT 这 要 用 到 正 质 量 定理 . 
同 顾 5 理 3.2, 9 下 以 北极 NN 为 极点 的 Green AR H, 一 
eall tx)? lel oe (lom) 了。 BGH ga 
共 中 gy SS 上 的 标准 度量 , W) g = eaP 一 sg. 一 cos、 
pidr jh i e E SAN 一 R RES. 
现在 把 球 极 投影 的 概念 推广 到 完备 Riemann FB. iE P< 
M 、 叉 设 存在 着 以 pb 为 极点 的 上 5 的 极 小 正 Green AWG. 在 
M, = M\Mo} E, DARE 
Ë = Gy Fig, 
NCM PERERA d: M\ Pub Mi 称 为 M 关于 的 球 极 
Er. 
为 了 说 明 这 种 球 极 投影 ， 我 们 引 [人 
定义 3.6. 〈 浙 近 平坦 未 端 ) 设 (对 ",g 是 一 个 Riemann WÉ, 
r > 0， 如 果 存 在 分 解 ie。 一 M UMa, DLE BOSS Ma © R 
By, HH R > 0, Be 是 中 心 在 原点 的 半径 为 六 的 球 ,满足 
B mp 
Ogi = Olp Fs 
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Bogi m Olo’), 
当 p = |z| ott, He 是 按 上 述 同 胚 诱导 的 村 。 上 的 坐标 : 
那么 我 们 称 Ms 为 CM 8) 的 一 个 开 阶 渐 近 平地 末端 ， 
设 ( 邮 8) 是 一 个 紧 流 形 ，R SO, 则 wang 时， 有 Green 出 
#4 G 存在 , 且 在 局 部 学 标 下 (加 对 应 一 0) È 
Ge) = Ajr P + B+ OC) x1"), 
THER & BER EAS DR BT] fei 
Bx) = CB + Al xi? * OC (ri *)) 8, 
HPE DE TN 
By m (A + Blyl|* + Oy TS 
HE. 
Akija ag, 
世 满 是 相应 狐 近 导 开 式 。 因 此 (有 一 个 = 一 2 和 阶 渐 近 平 二 来 
设 LM ,8g) 是 一 个 局 部 保 角 平坦 的 Riemann WE, AM BC 
oR ian. 因此 Va EM, BUDE Green RM Go MUE S" 


上 相应 Green 函数 在 蝴 开 映射 下 的 拉 回 . 按 引 理 3.1, 2 一 可 Fg 


是 平坦 度量 。 记 有 一 Go ig, 按 引 理 3.2,8 一 GIy, 并且 "是 
aR: Aw 一 0， 事 实 上 ， 取 户 的 一 个 局 部 领域 刀 ， 使 9: 
0 一 9 FERPA FIRE, 则 9(0] 在 球 极 投影 由 下 成 为 渐 近 平坦 林 靖 轨 
AJAR. EE, iE 

vip} = AG), y= GE T > x = Dp), 
“HUBS xp) 一 AE AOE KRIZ REG FI AG) 一 1 
当 jy] 一 00, 从 而 

Aly} = 1 + ECP a + OC yl"), (3.17) 
以 及 和 在 此 坐标 下 有 表示 

gi = 1+ EC) [yl * + OC yh a 
IE, bf, Gén 04 FAN AEN. 
正 质 量 定 理 陈 述 如 下 : 


* 288 » 


定理 (Shoen-Yau 正 质 最 定理 )。 设 CM"，8) 是 一 个 党 备 的 | 
Riemann Hé, Re 20. X M” 有 一 个 渐 近 平坦 的 末端 Mas 
在 此 Mo EIRATA ER 
; Bi = (4 + Eon, + O(lxl""), 
We Co 0. 的 

我 们 把 e DFR PRB CRAMER. 

应 用 正 质 量 定 理 , 我 们 来 证 : 4 的 渐 近 展开 式 中 E(P,) > 

现在 的 问题 是 M, = MNP, BENE @ = Gat? g RES 

备 的 ， 然 而 有 

gi 3.7. 12 (M.o) 是 一 个 完备 的 局 部 保 角 平 坦 的 Riemann 
Wie, R20, MAA PE M， 存 在 以 为 极点 的 Le 的 最 小 正 
Green BURY Ga; 则 ECP) == 0, 

证 明 : Ve > 0, ÈE p= (Gte) gE Mi = MM} 上 

的 完 名 度量 ， 由 设 R, 0 URES 
一 一 【十 e) *~ LAG E) 
= — (G+ 6) SeR 
aE R: = 0。 现 在 由 于 
Bu 一 (1 + eth) ve) Bi + Oll), 
应 用 正 岳 最 定理 ， 
ECP) +e 0 

MAA © > OSE RK Elp) = 0, 

定理 3.8, ECM, 8 是 一 个 完备 的 Riemann MÉ, R; = 0, 


Mik PMS fi —-fR BB; Wo E-AJ 6(00(M))= 
0, 


证 明 ; 和 定理 3.5 HAH, HE G = Gi. 其 中 G, felt 
PE M 为 极点 的 Le 的 极 小 正 Green PRR, Ml Go 是 相应 的 球 上 


Green 函数 之 拉 回 ， wen Gu5- igg 一 GF ig, Rl & = Cov 
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OCA), g= (oP) ey), Hib db, BRBRE SRM 
变换 之 复 台 ， 和 出 于 0<p <1, FEil BIE: 4 = 1, 

反 证 : (RA 1, 则 因 王 是 调和 阔 数 ,有 渐 近 展开 式 (3.17)， 
eA 二 1 于 一 大 球 B, 之 外 ,0 > 0, HERR > 0 使 |1 一 Cy) Las, 
六 8 六 0， 丸 因 为 1 一 *# BIER, SRA, 


Fler | . 
1 = AG) > a2 ， 当 hlez 


从 而 有 
E(P) & a, 
这 与 E) > 7A. 
HÆ, G, 一 G, 推出 (APM) = 0, 
HTAR, AIAT HERES O EE 
ZAMERKA. l 
定理 3.9, 设 x; M 一 M 是 一 个 非 平 几 的 覆盖 映射 。(M ,8) 
是 一 个 局 部 保 角 平坦 的 Riemann 流 形 。 Mik Wee M, FELL 
P 为 极 点 的 上 5 的 极 小 正 Green BRK VP Ee M M AM, 
EAR FOS BB.(p) 满 足 不 等 式 ， 
Ep < Etlx(p)). 
WE BA: 证 明 同 上 . 


$ 4 局 部 保 角 平坦 流 形 的 拓扑 性 质 

本 节 讨 论 局 部 保 角 平坦 流 形 的 拓扑 性 质 . 

4.1. RAR 

下 述 群 的 可 依 性 (amenable) 概 念 用 来 区 别 局 部 保 骨 平坦 流 形 
的 基本 群 . 

定义 41. 设 恕 是 一 个 可 数 生 成 能 离散 群 ， 称 G 是 可 依 的 ,如 
$ L“(G) 上 有 有 界线 性 泛 函 满足 : 

(1) in fg) Se) = sup f(g), WARE LCG), 

(2) YEG, ulgof) = alf), 其 中 gof(«) = gr), 

RE SC EL MEEA E ET (AY, 29 E LR 
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„I ¥ 
ali) ra > Ke). 


Felner 曾 络 出 如 成 为 可 依 群 的 一 个 充 要 和 条件: VRE CO, 1), 
Was tts G€ G, BAZTE ECE HENDE) > APE, 
Hi ch de (+ +» Rea He ch RAT RK. 

ib ATO, PTL ERICH BRT RO. 

定理 (Brooks)， 设 (M ,的 是 一 个 紧 Riemann HB, LB, 
DEM QHAABE;: 则 为 了 mm(M) 是 可 依 的 必须 且 仅 须 0 是 
A, 在 LA《 谣 ) 上 的 一 个 谱 点 ， 

利用 Brooks 的 结果 ,我 们 有 

”定理 4.2， 设 CM ,g) 是 一 个 保 前 平坦 的 Riemann HB, KB 
R, 所 一 a 之 0, 其 中 a 其 一 常数 , 则 一 和 ;的 第 一 本 征 值 1 之 0. 
此 外 ，38 > 0 使 得 Yoe M, We > 2 习 常 数 C(8, 如) 使 得 
Vol(B(P)) & Cla, Pre", 
WE M 还 是 紧 的 ,那么 mm(4 好 ) 是 不 可 依 的 ， 
WA: jele 25, O(M) = o(s) > 0. 而 


—\pagrde, 
i, = inf  -—- 
PEC AD |do 
一 | pLypde ce | Rp dv 
TEC (EY td. 2a 
o [ » V3 a” vy 
ia a—i 
a alt lee) a 
= inf m O(M) + cara 
PEČI tits J av 
pd 0, 


直接 应 用 Brooks 定理 , 即 得 最 后 结 论 . 
为 得 体积 估计 ,选取 函数 列 p E COM RE: 


C ) rE B,(P,), 
E L 
Pe 0, x & Baal Pa)s 


* 291 + 


[Vpl <2, Spl, 
Wid Ve = Vol(B,(.)), HA - 
V gts 一 Vp { | Wop, [dvy 


oe 4end | „Pido 


= 4c,aV 4, 
R= 1, 2, ee, We S cat, RA 
Fin > (1 + PV. 
4 5 =< log(l + 4e}, C(8, p) = Ch + 4e)7P,, M r A 
V, = C(s Pee”, 

以 下 仿 Riemann 面 的 研究 引入 Klein 群 的 定义 ， TC 
Conf(5") E— FE, WP E S*, ERT ZE Po ERA RERA (properly 
continuous) Ap ah | 

(1) 在 吉 处 之 迷 向 子 群 Tp。 = {gET1g(po) 一 名 是 有 限 
的 ， 

(2) 存在 p, 的 一 个 分 域 品 使 得 

g(U) =U, vee Tps 
ELUNE = Ø, Vee PT po 

(3) Ve, ye S, AEB —T HE HAA r, y ASRUS 
FUAT = A, 

我 们 把 OT) 一 {pE Sir E t 是 真 不 连续 的 } RAT OA 
ARR. 

易 见 2tT 了 是 一 个 了 不 变 的 开 集 . 

EM 4-3, 设 T 是 Conf(5) 的 一 个 子 群 ， 满 足 : 0{T) + @, 
那么 我 们 称 了 工 为 Klein F, 

HEM, VEIEN: 每 个 Klen HORES IA, HHE 
ES aM EF. 

id A(T) = {ee S*|ag,€T, 396E3" 使 得 gm9 —> P}, BRA 
的 极限 集 。 CHET aD AAR. ACT) 所 2 的 Klein 
TEER AT] SBF | 
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Kalkarni 与 Kamishima ERAT: €T Æ Klein HWE 
Se 站 TD 上 的 你 用 是 真 不 连续 的 ， 

M gir) = SAAT). . 

ER PEL) ELKRRBAD A, BA ATT = M 者 是 一 

RIPRE EME. BSL. SAR MR ASCH IIE 
是 通过 Klein HE ERAR BLM. 

SUE, RHE BA RRS. | 

室 义 4.4、 设 是 一 个 Klein FH. OF) 是 它 的 不 连续 区 城 . 
设 DCQaT) 基 一 个 相对 于 OO) ATR, ee: 

(1) YPE Q(T), 至 少 有 一 个 g ET 使 得 gtp) ED， 

(2) VPC QT), BSA 8 € PS gtpJ dD, WEDE 
T 的 一 个 基本 区 域 . 

由 定义 可 风 ， 

oT) = |) s(D), 


ELD CiD) = Ø, 4e eer, fg 
定理 5, M o EA RARR RAFA, 则 在 以 
下 两 种 情况 之 一 : 
(1) 2 Soh, R BPR 4 2 = 3, 4 时 Ry AR: 且 


设 dM) gE —- 2) 


(2) R, > 0, : 
我 们 都 有 和 乐 同 态 p: miM) -> Conf($") 是 单 射 ， 并 且 和 乐 群 
px, ( M ) 是 Conf(8") 的 离散 子 群 . 

特别 地 ,如 又 设 M ERR, o = O(M) 是 om MM ) 的 不 连续 
Kit HE M 一 Qfpm(M)， 

Ww: 直接 应 用 定理 3.5 与 3.8 于 M OHA M, 则 
BRO, Mo $" 是 单 射 ， 这 表明 和 乐 覆盖 M = MMAR 
oe 也 是 单 射 。 注 意 到 了 一 pm(M) EO = OM) 上 的 作用 是 
真 不 连续 的 , AEREA EARE D (M ) PE M > M by 
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CRE ARRARH, EA 
Dor = p(r oP, Wrea(M), 
TETE Klein BE, Mn Eo aM. 
现在 设 M ERA, BE 2 一 Q(T). 
， 一 方面 39 会 5M\9 在 了 的 作用 下 是 闭 的 不 变 学 桌 ,， 得 知 A) 
Cao, 从 而 Q(T )De, 
男 一 方面 Vre 00, 由 于 M 是 紧 的 ,所 以 x 的 任意 邻 域 必 王 
下 的 一 个 紧 基 本 区 域 ff 的 元 穷 多 个 平移 相交 ;因此 必 有 *€ AT), 
从 而 ACP) Dog, 即 得 @ = Q(T), 
对 于 Klein 群 了 上， 我 们 引 人 Poincaré BE 
Sirk, e>o, 


rei 


g(r) = inf {81 5 [r] <o}, 


ref 

Patterson 与 Sullivan BYERS 8(F) ACPA d(A) = 
dim A(T) ZE aya RR: 

. 定理 (Patterson Sullivan), @PrRE PASH Klein BF, My 

a(T) = d( A). 

利用 这 个 结果 可 得 

定理 4.6. 设 (M,g) 是 一 个 紧 的 启 部 保 角 平坦 流 形 ， 并 且 向 : 
Mos 是 单 射 。 如 果 一 plM ) 不 是 初等 的 BA dM) 一 
a( A), . 

A: HBE AM) = ar), ik p> 0 使 得 

| | Gdr, < cp， 

Erh o E pE MARR, PET N+ BRAKE, E 
CF Mj 
oe Sf attr dee, < oo， aay 
yer, rane? 
但 因 Y 在 M 上 的 作用 是 等 距 的 ， 所 以 G(T.) 一 Gul). 又 因 
AF BRR, Harnack AB. 有 常数 己 0 使 得 
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max G,-', = CinfG,-,, “Mir x» 1, 
F F 
RDS F 
> GF- ts) <oo, Wre F, B 


rer, Y= 
因为 GGD = ule) G, G), rh G, E La 在 5" 上 的 以 记 SRA 
的 Green PAZ, ETOAC D RSF 
> u PEY) <= oo, 
然而 # 的 变换 规则 是 : 
u(x) = I) T arC), Yr ET, 
于 是 [4.1) 等 价 于 Poincaré 3 
Ziri <o, 
这 就 是 A) 二 dM). 
定理 4.7， 设 TT 是 一 个 Klein 群 , 有 不 连续 区 域 8. 设 M 一 
Qir EKK, 则 为 了 存在 对 LRABHANEBS FRR, Sow 


FERF: dA) = 2. 


证 明 : 1° 设 R, > 0, IREM 3.7,d(A) SdM), ADS 

9， 则 由 定理 2.12,0(M) < E, E aC) 一 0， 则 由 定理 

(Brooks), m(M) 是 可 依 的 , 因此 了 = m M) 不 能 含有 非 交 换 的 

自由 群 ， 从 而 必 是 初等 的 。 这 时 间 ACP) 二 2， 所 以 dA 一 0< 
n— 2? : . 

2 


2? 反 之, d(A) < TA, SEFER AAKER e 使 
得 Re >O, | BT 

因为 M 是 紧 的 ， 所 以 按 定理 2.1, 有 保 角 平 坦 的 度 最 & 使 
Rr 2oR R of M, a 
HERGA, WAR, > 0 使 Re SR, HP. 2, GEE 


+ 


Pa 为 极点 的 Le 的 正极 小 Green RR, MIF OB 六 的 一 个 紧邻 
域 , 则 在 ONO 上 上 
AG, EE -- RVG, 
wHée>o, WA 
AG (RG + ol + 6)Gz'** 17 Gl’, 
用 梯度 估计 ,SG a COG, HR g > oe eh, 得 


AGH < CGI， 于 GO, (4.2) 
CERA. RIZE: 
| Gde, = 0, (4.3) 
he 


因为 由 此 联 同 引 理 3.3, 可 得 
| Gay, = 0, 
oe 
所 以 得 到 


当 了 不 是 初等 群 时 ,由 定理 4.6, 有 ad) = d(M) > 2 一 和， 


2 
便 与 假设 矛盾 ， 
HEIE, WA . 
| Gido; < 00, 
mp 

Bh Tt BFE oi 一 co 使 得 

tim fos Git*as = 0; 

j -0 By al Py) 


这 里 dE OB, CP.) ESF E 诱 避 出 的 测度 。 对 (4.2) 了 两 边 在 BLN 
O ERD MH Stokes HH, 有 


0 
fan, Ba Gid E = 一 全 fano Gi dees 


其 中 学 是 外 法 向 ， 用 梯度 信 计 : | 2 Gi| < coy ,并 让 ;一 


,导出 矛 慎 ， 于 是 (4.3) 成 谋 ， 
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剩 下 了 是 初等 群 的 情形 : 

(1) #A(T) = 0, 这 有 时, 了 是 有 限 群 ,M 上 的 度量 中 可 了 本 为 S" 
上 的 标准 度量 ， 

(2) #4020 一 1。 这 时 本 中 仅 有 的 无 穷 阶 元 党 是 抛物 型 的 ， 
从 而 M 必 是 平坦 的 ,了 从 而 必 有 : R, 一 0, 

(3) 六 ACT) 一 2。 这 时 了 工 中 公有 的 无 穿 阶 元 素 是 双 曲 型 的 ， 
FRM = 8S"' XS) ATA R, > 0, 

4.2. 高 阶 同 伦 群 

iid RRIF BRA 多 ,我 们 把 保 角 平坦 流 形 M BRA 5"， 义 通过 对 
GPO 的 维 数 的 估计 ， 我 们 还 能 了 解 M 的 高 阶 同 伦 群 的 一 些 属 
性 ， 

定理 4.8， 设 (M", g) 是 一 完备 局 部 保 角 平坦 流 形 ， 又 设 有 整 
B k>, E d CM) < min fak- 1, 52}, 并且 


R: —C, “4025, |R,| ac, 57m3, 4, 其 中 己 是 一 正常 
Be s Hi | 
x{(M) = 0, i= 2,°++,k, (4.4) 
证 时 : 按 定 塌 2.16 与 定理 3.3，M 的 万 有 覆盖 M 可 能 人 S 
成 一 区 域 2, 且 Oe 的 维 数 二 2(M) anc hk 1, AES) 
让 
fe Si 
EA AT UKSE i =, A EE f: BIO ES latc 
fis i =a 2，.…-- ` Å, , 
ARGS f ERAN iS k Rn) MOP RARA hir B 
+S, E hls 一 a BPA HEA F; BHX B —» S" iB 
足 : 
F | sixan-i = fay 
F | gitin to, =f, 
Wee Be, 记 Bi = B Ut) AE DE. 存在 
常数 C 使 得 


». Z97 ¥ 


| pi EOLA BH) de < CHy 1 (32), 


Tib Hi- JE i AE Hausdortf 测度 ， 
Axis EB 
Hy, BQ) = 0, 
所 以 Bee Be, (E1 
AF NOON Bi) = 0， 
Bu 
FU(O2)N BA’ — Ø, 
或 
FOB, Oca, 
AI F| sisma 一 fo GRA Flay BUSES BS ee. 4.4 BIE. 
定理 49, 设 完 备 局 部 保 角 平坦 流 形 《对 "， 肥 的 数量 曲率 
R,2R, > 0, RL A—-BR; Ml 
l l a 
mlM) — 0, im 2, | —ı, 


又 若 还 有 Rel YVR: |PARA BAA p WE Rice) > —-é’, w 
还 有 


ad) 一 0 :一 2 |. 


iE BAe, 
4.3, 调 种 形式 与 Betti # 
我 们 还 可 以 通过 调和 形式 对 保 角 平坦 流 形 工 的 抵 扑 得 型 了 
fa. | SO 

设 CM ,8) 是 一 个 局 部 保 角 平 过 流 形 ,注意 到 米 运 算 在 中 间 维 
数 是 保 衣 不 变 的 ,而 微分 算 子 & 闻 是 保 衣 不 变 的 , AMS m a 
是 保 骨 不 变 的 。 一 个 8 调和 形式 。 满足 dw 一 o= 0， 央 此 ik 
和 形式 经 保 角 变换 后 也 还 是 调和 形式 ， 

设 

0 == Cj oi (BHA rp 


ECM, g) 上 的 一 个 PAA), AFI A= 


+ «= 


dò + 59, 以 及 As HCM, g) ERY Laplace BF, WA 
1 


z Aelel = Vtal? + fa, A>, (4.5) 
其 中 
A = A 一 A; 十 曲率 项 ， 
求 得 
(w, Aw) = P> Flo), 
其 中 
F(a) =- Rya re。 + a Rui oak tye 
对 于 保 角 平坦 的 度量 。 | 
Rig = 一 + 7 (Rai 一 Rindk 一 taR — gpa Ri) 
— Ra 
G@—D@—D (fji 一 一 28h), 
从 而 有 
F(co) == ZE Raat atl tg 
A 2% 
pit? — 1} Re 3 46 
+ oy le? (4.6) 
由 (4.6) 立 得 


定理 410 (Bourguignon), (M, g) E 27 维 紧 局 部 保 衣 平 
HRB Re > 0, ME owt OM BENT es 调和 形式 ， 则 
wo == 0, 

证 明 : 利用 (4.6)， 

= nila 一 1) 1 ~ 
Fla) (Qn — 1)(2n — 2) Relol > 0, 
所 以 
1 a aa 2 7 n] 2 
2 fel co | 7 ca | + +: Oa 1) (Qn 一 1) Rele | = 0, | 
因此 loo]? 一 常数 ,于 是 [oli 一 0, Wifi ow = O, 
推论 4.11, AEM 4.10 的 假设 下 s。 Me By Betti 数 5 一 
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我 们 还 将 推广 这 个 结论 ， l 
IE 412, WEM, g&n = 2m RSME APARE 
JER, > R> 0, B Rig) = — b, R, AEIR IBER, M 
(M, 2) LWAR m MBAS. 
EP: 不 妨 设 M 是 单 连通 的 。 利 用 展开 脆 射 将 其 嵌入 5S*. 设 
M 一 SNA, g= un Tg, JEN g E gs 上 的 标准 度 最 ， 设 w 是 
(M LWA Amine, M 
woh #0 = |wlidoy = | eo Vador 
在 此 ， 
lalh = olds uT < CaP, 
如 果 能 将 中 扩张 为 % 上 的 弱 m 调 和 形式 ,那么 应 用 分 部 积分 ， 
得 w 一 0， 
以 下 证 可 以 扩张 到 se 上 , 即 要 证 ， Vne AM), YEE 
Av"'(M), BA 
| mAo 一 | GE Kio = 0, 
为 此 , 取 pe CF(M), 且 TP 三 1 于 4 外 一 个 邻 域 , 则 
o= f, aen Aam | ep Not ginko, (47) 
但 | 
| dp) nho<Cy|ldela* leleder, 


= cl | 有 | 


而 | wide, < 十 co (定理 2.11)。 再 由 定理 2.13, ae, > 0, 使 


得 dM) a O Ome). HEEE 3.7, 以 及 定理 2.16, dima 


2 


= 300 * 


<A ae), Mii 
Cati A) 一 0 


# +l 


这 表明 存在 pE C3CM)，pr 一 1, 使 得 | ,Idal P dvn ERD. 


TERTE FI 
2 人 一 0 


类 似 地 证 明 : | ane 一 0, 


TE oS 于 的 器 调和 形式 。 
推论 4.13， 设 (CM ， 83 n= 2m oe OS oR GR FEZ ee. E 
Ric(g) = 0, W] Berri 数 
6(M)y—=0, t—= 1, 2,-++, M, 
证 明 ; PHRAS), 
> Alal S Cluol?, C>0, 


Hp o ER PAAR, P= i, 2,-+-,m, RUGS co = 0. 


§ 5. SRR od 77 FEB 3 MH 


OCS, 我 们 来 考察 下 面 两 个 问题 的 联系 : 
(1) 在 Q 上 构造 常数 量 曲 率 的 完备 保 角 度量 . 
(2) RRR RUE 
Lu tud =, FS, (5.1) 
其 中 上 ,一 上,,，& 是 se 上 的 标准 度量 。 HUE LAM 
解 。 研究 (5.D 的 正解 we LE? 有 实质 上 的 重山 性 ， 下 述 定理 联 
系 这 两 个 问题 . 


EH 5.1 2Ocs 是 一 个 区 域 ，g 一 aig, 是 口上 的 一 个 
完备 度量 ,使 其 数量 曲率 R, 1 于 9, Udina) < 7— 4, 


we h TS), HEWES 0, 使 得 v ~ hz 满足 
* S05 « 


wei . 
| vLap tote SO, YopeEC (SS),p => 0, (3.2) 
ff 


im 2 有 有 界 曲率 ,并且 R =i, Wam 0 HA o = Ae TH 
32.(5.1}. 

证 明 ; 关于 80 一 S\O 的 维 数 结论 是 定理 3.8, 定理 2.16 Yh 
及 定理 2.12 的 直接 抢 论 ， 

为 证 (5.2), 先 注意 在 点 点 意义 下 已 有 


wal 


Lr = >c Rp" < 一 TQ, (5.3) 
ie SA a> 0， HQ em m, 则 (5,3) 变 为 
Ly + yt < 0, 7 2, 
WS 6.2), RRL WO, a 是 一 实 参数 ， 
té R', AE 


LG) = 930 toe 2a 
2? 7 
注意 到 
LAX) S — etke) + MCA, 2s 
所 以 在 如 上 有 
L Xale) = fal X Cee = Xat )}) _ Kv =, . (5.4) 


如 果 (5.4) 可 以 扩张 到 S" 上 ,舍得 其 中 的 (zz) 成 为 5" 上 上 的 并 
AR BARE pe C°(S*), pS 0, 并 作 分 部 积分 就 有 


|. CX ev) (Lap) + Xlo =? pag, 
= el pt x.( ede — (eo) de,, 


如 果 还 知道 ve LEES), 那么 便 可 以 让 a 一 十 co， 再 应 用 
Lebesgue 控制 定理 得 到 所 要 的 结论 (5.2)， 
”以 下 验证 (2) 可 以 光滑 地 扩张 六 S* 上 

设 6, 是 以 0e 为 极点 的 0 上 的 散 小 正 Green MB, G 是 

L, 的 以 0 为 极点 的 5" 上 的 Green Ažk, MJEH 3.7, G= 


#402 * 


aroo tp. G, HEH 3.3, GC) > 04 2 00 二 至 ,从 
FI el) — +o H r- 00 — 由 此 推 得 ， 


TOGE 5, 于 89 zg. 


又 因为 LOJE 89 附近 都 已 达到 四 所 以 z(o) 已 光滑 地 扩张 到 
SEET. 
这 样 一 来 ,(5， DE. s -ERX 
FRKE: we LA(S), 按 定 理 2.11， 
|,, Gidv,<co, Ø 为 0 之 一 名 域 ， 
从 布 o 
| v idua L Oy. 
又 因为 SN\9 EFWE, 故 ve LES), 
最 后 , 设 R。 = 1, 于 0, Ribeiro, (E v 一 ia 满足 (5.1) 
点 点 于 9。 这 时 在 5* 上 有 
LK)) 一 Xie) Oe]? 一 Kw) 
+ calX(r)p — Xe))., 
可 以 选择 AGA: EQ < Cat, CRP. 和 前 面 的 
作法 一 样 ,为 证 在 广义 函数 意义 FG. DREW pE CCS), RE 
iE 
[ Pool dvn > 0, Haro (5.5) 
RET. Rif 
fa pile)! ðr | dr, Ca" | 


hte EST hat wd} 


[ðr |do p, 
<2¢| o7 ĝe Pdo p 
ELS LIES 


为 证 (5.5)。 我 们 只 需 证 | aðu dvn < 00, 应 用 梯度 估计 ， 
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IZG! <CG,, F Q\B,(0), 
所 以 有 
[We ) a Cet + CY Ĝi u 
从 而 还 原 到 g 的 梯度 , BE 
(0u| < Cut, 
所 以 
| eure = ch uiide,, <i oO, 
(5.5) 得 证 ， 
作为 这 个 定理 的 应 用 , 我 们 能 找到 方程 (5.1) 的 一 大 类 整体 强 
解 的 例子 。 例 如 如是 有 正 数量 曲率 的 紧 局 部 保 角 平坦 流 形 的 万 有 
Mme. 在 商 空 间 上 的 Yamabe 问题 的 解 便 提 升 为 Q 上 的 一 个 完 
SEE g, WER, = 1， 并 且 有 有 界 曲 率 . 
例 1. 考察 由 一 个 双 晶 元 素 ye Conf(s") 生成 的 Klein BEF, 
设 p,9 为 其 不 动 点 。 令 8 一 SAI). TEA OV RAF 
RRES x 3"-'， 拓 者 有 一 自然 度量 ,有 常 值 煞 量 星 率 。 适 当选 
择 常 因子 ， 可 使 对 应 的 度量 & 满足 Rs = 1。 这 度量 与 印 是 保 角 


MMI g = u Tg, A # 即 是 (5.1) 在 5* EAM LORCA, 以 
p，9 为 奇 点 ， | 

当然 这 解 往 可 以 通过 让 4 一 一 (不 夫 一 般 性 ) 化 归 径 向 第 微 
分 方程 解 出 . 

2.3% TaT: E Conf(S*) 是 有 不 同 不 动 点 的 队 个 是 够 强 的 双 
ATR 设 了 一 A ro n 生成 的 Klein Big @—s\A, AZ 
Tori 的 极限 集 , 则 4 是 一 个 Cantor 僻 。 可 以 适当 选择 7,,7,, 以 
使 4 的 维 数 任意 小 . 

还 可 以 向 : EGE. DSM, RARE HERE 
Le MRR, = 常数 二 0， 这 个 问题 已 由 Li5ewner Nirenberg 解 
$., S Partia’ diff. equations invariant under conforma! or 
projective transformations, Contributions to Analysis 1974, 
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< 304 « 


点 的 有 限 集 合 ， 存 在 在 这 集合 上 发 散 到 co 的 奇 解 。 
和 最后， 我 们 提出 一 个 猜测 作为 本 章 结束 ， 
Mw. ik we LRG), u È RODEAR, Me 


在 某 一 区 域 上 光滑 , 其 中 dim(a9) < 二 = 


EO LAA SBE KAI, 


. COo MAL 
» MW g= pig, 
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附录 一 ”几何 中 的 非 线 性 分 析 ” 
E 成 A 


JL EA SR PL ee ee a 
述 ， 通 常 ， 这 意味 着 我 们 必须 对 于 空间 上 的 分 析 结 构 及 由 这 些 结 
构 定义 的 几何 对 象 给 出 一 个 好 的 描述 。 在 许多 情形 下 ， 我 们 必须 
知道 如 何 来 形变 这 些 结构 并 且 研 究 来 属于 这 种 结构 的 几何 对 象 的 
动力 学 。 这 些 几何 对 象 的 描述 通常 是 由 微分 方程 决定 的 ， 由 于 几 
何 对 象 一 般 都 是 弯曲 的 ,这 些 方程 的 大 多 数 是 非 线性 的 , 正 象 在 物 
至 中 那样 ， 几 何 中 的 方程 大 都 基 变 分 性 质 的 。 BEE, RIR 
的 几何 中 的 方程 几乎 都 与 物理 有 关 。 (我 们 这 上 儿 指 的 是 广义 的 物 
球 , 因 此 也 包括 了 工程 中 的 许多 问题 ,) 和 也许, 几何 同 物理 一 样 的 实 
在 。 在 历史 上 ， 几 何 学 家 从 几何 自身 的 美 出 发 而 考虑 的 许多 问题 
后 来 都 在 物理 学 中 自然 产生 ， 这 件 事 常常 使 几何 学 家 同 物理 学 家 
都 感到 吃惊 。 似 乎 当 大 自然 通过 数学 来 表现 郑 自身 的 美的 时 候 . 
她 也 通过 它 显 示 好 的 深 遂 性 ， 高 能 物理 中 一 个 最 新 的 发 展 是 超 弦 
(superstring) 理论 ， 它 需要 用 到 几何 学 中 很 多 的 知识 。 我 们 希望 
看 到 物理 学 家 与 数学 家 对 此 连续 不 断 的 共同 探讨 。 

除了 了 物理 学 之 外 ,几何 学 还 同 拓扑 学 及 代数 岂 何 学 密切 相关 ， 
括 扑 学 告诉 我 们 空间 基本 的 属性 ， 而 代数 几何 给 我 们 提供 了 无 数 
的 自然 的 例子 ， 使 我 们 能 去 验证 我 们 的 理论 。 我 们 希望 通过 这 个 
演讲 米 说 明 这 些 联系 中 的 着 干 方面 . 

”本 演讲 将 租 略 地 分 成 下 列 儿 个 题目 : 

CE) REDE: Laplace 算 子 的 谱 及 调和 函数 ; 


© D 二 文 是 根据 色 成 机 于 1985 年 下 半年 在 San Diego ARUDA ENI GEN 
— 5 i RAT, 
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J= 
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(il) 半 线 人 性 方程 : 与 共 形 形变 有 关 的 了 amabe 门 题 ; 

CH) ep rin A E Xe al AUR E 

CIV) Kahler }L4af, 

在 我 们 详细 论述 人 这些 问题 之 前 ， 我 们 提 一 下 对 几何 学 的 看 法 
的 一 种 分 类 ,过 去 ,很 多 几何 学 家 做 的 是 局 部 "的 问题 。 当前 。 他 
MESES BAB, RAMI LS RA ae: 
的 对 立 。 BEE ERERS SRN Biche Bae I 
展 建立 在 关于 局 部 问题 的 知识 的 基础 之 上 上 。 事实 上， 有 些 局 部 问 
题 比 整体 问题 还 要 留 难 。 我 们 区 [下 来 讨论 : 

Gi) 局 部 问题 . 

大 多 数 几何 中 的 忆 部 问题 可 以 通过 代数 化 成 向 分 方程 中 的 局 
部 存在 性 定理 , 共 中 涉及 的 代数 可 能 是 很 复杂 的 .Griffiths 及 其 合 
作者 们 关于 局 部 等 度 艇 入 的 工作 基 个 很 好 的 例证 ， Cartan-Kahler 
理论 正 是 为 了 把 几何 问题 化 成 局 部 存在 性 定理 《 佛 和 | Cauchy- 
Kovalevsky EMME HA., ARERR, RAST SAM 
bel PRK GE BR, SECA UTR Nash-Moser if. SPR BA 
Pat Jee ES 40 28 BY CR AS 4 Be HR RYH AY, ae ae A A E 
BI) s 局 部 的 存在 性 问题 可 能 是 极其 困难 的 ， 当 方程 是 非 线 性 时 
JE an th, 

— A ER YS Be J PSS RE eA TS, LA SR PIA 
BETA] GE HHA ES ERR SARA WR, AIRE 
A a Soe TFs Is tes ty). BF SET AUR 
Adi CEB Te ETERA ER. «ESSE. Pogereloy 和 Jacobo. 
wiz 在 PSO WAIT CMR Witt, C.S.Lin[lol,2) € 
C! 的 情形 下 给 册 了 局 部 存在 性 的 证 明 一 事 是 十 分 引 人 和 人 注目 的. 

我 们 在 此 还 应 当 提 到 Kuranishi XF C-R SARRA 
理论 的 深刻 的 工作 . 

Cit} 半 局 部 理 沦 ， 

基本 的 例子 是 所 涉及 的 方程 的 奇 点 的 传播 ，。 几 何 学 及 微分 方 
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逢 中 -个 最 困 礁 的 课题 也 许 是 对 于 对 苏 性 的 了 解 .在 代数 几何 中 ， 
育 点 是 个 较为 明确 的 概念 ， 因 为 那儿 的 空间 "就 是 多 BARS 
点 集 ， 借 奇 点 是 在 其 局 部 看 来 空间 不 能 是 仿 躺 空间 样子 的 点 ， 

在 几何 中 , 奇 扎 则 较 难 定义 >。 特别 是 当 结 构 是 由 双 曲 型 方程 刻 
划 并 且 室 问 的 拓 拉 也 和 许 改 变 时 ， 一 个 好 的 例子 是 广义 相对 论 中 
发 展 的 畜 点 理论 。 现 在 ， 我们 还 没有 找到 黑洞 的 一 个 真正 好 的 定 
SM, BAJA LUA Einstein 方程 的 奇 点 ， 在 我 们 对 于 具 非 奇 
PÉRI Einstein 方程 的 整体 情况 有 个 好 的 认识 之 前 , BH 
相对 论 中 奇 点 的 更 精确 的 定义 是 很 国难 的 。 注意 ,在 著名 的 
Schwarzschild 解 中 ,有 一 个 坐标 奇 成 ， 但 它 可 以 通过 改 刚 化 标 而 
除 掉 。 这 明显 地 使 问题 复杂 化 了 。Penrose 提出 了 一 个 叫做 字 宙 
管制 的 佑 名 癌 题 ， 它 对 于 一 般 性 的 现象 给 出 了 音 点 如 和 何 发 展 的 预 
Mi. Pe th eS SLA Se Pe AR 

eS [fa SS RAT OL BT RT PER ER HR 
统 的 整体 的 性 质 知道 得 很 少 。 几 乎 可 以 肯定 地 说 ,一旦 我 们 对 这 
志方 程 了 解 得 更 多 ， 几 何 学 就 会 有 所 窗 破 。 鞠 于 Einstein 方程 的 
最 好 的 工作 是 D. Christodoulou 最 近 得 到 的 ,在 球 对 称 的 情形 他 
给 出 了 很 好 的 结果 。， 可 以 期 望 关 于 球 崩 地 狗 许 多 问题 可 以 通过 他 
的 工作 得 到 解答 . 

对 于 非 线性 禄 圆 系 统 ， 已 有 一 个 成 熟 的 正则 性 理论 。 这 方面 
AYE fF =) Bernstein, Schauder, Morrey, Nirenberg, De 
Giorgi, Federer, Fleming, Allard, Almgren, Simon 等 人 ,这些 
TIEA Z BE PERN SRR BBR SA, ERE A 
FRASE FRB WE, 3 BDF RAE AIA 
REES eE RAIER ARERR, Bh TRA EMA 
性 理论 的 大 多 数 进展 部 假定 极 小 子 镶 在 整体 上 是 面积 极 小 的 ， 

最 好 的 例子 是 余 维 为 1 ARR) TR, De Giorgi, 
Federer, Fleming, Almgren, Allard, Simon Al Hardt 证 明了 当 
RP 6, SABE. Heit. L. Simon AWA RAAH SH 
PS DN Gr BEART IF STATA, TREE T SS TL A Se EE 
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Lal Holder 连续 的 数 的 图 象 来 插 写 . 

Git) 大 范围 问题 。 

与 物理 . 哲 扑 和 和 伐 数 几何 有 关 的 很 多 问题 帮 是 整体 性 的 ,办 首 
整体 几何 学 的 大 多 数 工作 都 向 这 些 学 科 有 关 ，。 FRR RR Be” 
表示 我 们 研究 紧 至 空间 上 的 分 析 结 构 ， 尘 于 非 紧 的 流 形 ， 我们 则 
要 求 它 的 结构 在 基 种 意义 下 是 完备 的 。 对 于 由 这 样 的 结构 定义 的 
几何 对 象 ， 我 们 想 知 道 它 们 随 善 时 间 { 赵 于 正 负 无 穷 ) 的 这 变 及 其 

从 许多 方面 看 ,基本 的 问题 是 : 

(1) 苔 定 一 个 完备 的 分 析 姑 构 ， 如 局 从 局 部 的 信息 得 出 整体 
的 信息 ? 

(2) 给 定 了 空间 的 丘 盾 ， 我 们 能 否 在 此 空间 上 加 上 某 种 分 析 
结构 ? 

因此 第 二 个 问题 对 应 于 分 析 中 的 存在 性 定理 ， 第 一 个 问题 对 
应 的 是 唯一 性 。 俯 这 些 问题 的 叙述 本 身 应 该 看 到 ， 对 于 整体 拓扑 
的 了 解 在 这 些 辣 题 的 处 理 中 是 不 可 少 的 。 事实 表明 ， 我 们 还 可 以 
把 讨论 俩 过 来 ， 从 而 给 出 拓扑 学 中 的 新 定理 。 Bite S. 
Donaldson"? 把 霹 范 物理 论 应 用 到 四 维 拓 相 的 研究 而 得 到 的 售 
人 的 成 就 ,在 这 之 中 的 存在 性 定理 是 C. Taubes 在 K, Uhlenbeck 
工作 的 基础 寺 得 到 的 ( 见 【Ul1, 2] 和 C Taubes MH) BH, 
建立 在 纯粹 招 扑 的 信息 之 上 的 存在 性 定理 是 第 一 步 。 一 旦 棕 立 起 
分 析 的 结构 ， 拓 扑 的 推论 可 从 分 析 的 结构 导 孙 来。 我 们 希望 在 这 
讲 的 下 列 部 分 中 给 出 它 的 一 个 轮廓 ， 


41， 特 征 值 与 调和 函数 


Re MIEM CR Th Laplace RF A, AME 
紧 致 的 , WA BAR. 我们 把 谱 ( 叶 的 特征 什 ) 记 作 O< A 
hy Sires VA eee, ORARE t+ 00 If 2, 09, 
TPR TELA OT SLE ye Po AR BOSE BR TRS Al. BA 
EVR) LV WOE. 基本 性 的 结果 可 在 [BGM] Piz 
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ESIR 

著名 的 Weyl 公式 给 出 了 和 的 浙 近 展开 的 第 一 项 ， 它 说 的 是 

hi ~ Cui/ (VolM ), i+w, 

ILC, BRA s= dim M BRAS ERR. 决定 u 渐 近 展开 
的 第 二 项 则 是 个 困难 得 多 的 问题 。 LIvrii fh) 在 这 个 方向 做 了 重 
OPN VE (Melrose 也 有 实质 性 的 工作 )。 他 的 结果 可 以 概述 如 
下 : RMEBAW OMS SD WR RRB. 首先 考虑 Dirichlet fa} 
MA. 对 于 任意 正 数 4, 令 NGO) 表示 不 超过 入 的 特征 值 的 个 数 
《 重 数 计 在 内 ) 在 好 的 闭 谢 地 线 党 满足 某 个 技术 性 条 件 的 假定 
下 ,下 列 渐 近 公 式 成 立 

N(A) 一 (2x) W (VoM a 

一 二 (2a) "tp, (VolOM) a + oa), 


LW, E W, ERRAT n 的 常数 .对 于 Neumann 问题 也 有 
类 似 的 结果 。Ivrii 用 的 方法 是 研究 流 方 程 -5 u= An 的 基本 解 
KATHE 
另 一 个 与 Weyl 公式 有 关 的 问题 是 Polya 猜测 ， 它 说 的 是 ， 
如 果品 是 R* 中 的 有 界 域 , 则 
L: $ C,(Vola)* PE 
及 
-È 下 
m S&C, (Vola) i”, 
AJL) BE tae} RS Dirichlet 及 Neumann PHASE, 
在 (LY) p, iE Yau 证 明了 从 平均 上 讲 ，Polya 猜测 是 
对 和 的， 而且 ,对 任意 的 六 流 形 M 。 恒 有 
CA 十 1)?(volM)*, 
ZJC E CERAM m B Ricci 曲率 的 任 一 个 下 界 有 关 
的 常数 ， 
RB RAT 2 — A REAM, 对 于 认识 Laplace 算 子 的 
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特征 值 是 基本 前 工具 ， 它 常常 给 出 关于 特征 值 的 较 小 依赖 于 几何 
的 估计 。 然 而 。 路 了 Weyl 的 渐 近 知 计 的 第 一 项 之 外 ， 它 尚 不 能 对 
低 阶 浙 近 项 给 出 估计 。 和 但 是 ,通过 研究 热 核 的 迹 。 SP, 在 过 


去 已 经 得 到 了 很 多 信息 。 WH. KREBS RS MIA 
有 级 数 当 上 一 0 时 得 出 来 。 然 而。 为 了 计算 这 些 渐 近 值 ,必须 知道 
全 部 的 特征 人 ， 因 此 这 不 是 得 到 不 变 晤 的 有 效 的 方 闭 。 当 好 是 凸 
域 村 ,的确 可 以 找到 有 效 地 得 到 体积 的 方法 。 当 对 不 凸 时 ,问题 是 
不 稳定 的 并 且 是 困难 的 ,无 论 怎 样 , 在 一 般 情形 ， 人 和 们 不 可 能 得 出 
流 形 的 几何 的 全 部 信息 {参看 [Mi]).C Gordon 及 Wilson{Gw) 
ROT ERMA RE LEER AAR LER BS 
族 。 然 而 ,所 有 具有 相同 的 谱 的 流 形 的 已 知 例 子 帮 是 局 部 等 度 的 ， 

谱 的 研究 的 第 二 个 方面 是 对 一 般 的 流 形 用 极 小 极 天 厌 理 估计 
开头 几 个 特征 值 ， 特 别 是 l, Cheng[Chl] 给 出 了 只 依赖 于 流 形 
的 直径 及 Ricci 曲率 的 任 一 个 下 办 的 六 的 上 界 。 语 来 , Li 及 Yau 
[LY1] 得 到 了 +, 的 与 同样 的 量 有 关 的 下 界 .Zhong 和 了 Yang[ZY]】 
每 到 了 下 界 的 最 优 估计 . 

估计 特征 值 的 空 隔 基 个 有 趣 且 重要 前 问题 .例如 ,可 知 ACS) 
的 重 数 不 超过 3{ 见 [Ch2])， 因 此 要 估计 % 2, BP Re 中 的 
‘hist @, 在 Dirichle WERA PA 4 2 in f [SWYY] ji 
LSinger, Wang, Yau 及 Yau 对 于 出 域 的 45 — 1 MT aH, 
了 明 的 基本 想法 是 : A Rh, 是 开始 的 两 个 特征 函数 ， am ates 
Dee e= h/h BAP RHA BAAR LAAN. $ G= 
(Val? 十 4g 一 #7， 此 外 Shah K [l Sup d, HARA Me 
原理 ,不 难看 出 
j 
ix A 
(Val? + (supu — u) < A[ (supe — inju yY — {sups — uY], 
因此 . 

Vi 


G <= sup G = supd(a— aP, 
og ag 
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将 于 不等式 沿 善 连结 w 达到 极 大 与 极 小 值 的 线段 积分 。 就 得 到 


ham a BES 


RILdBONMAB. RTASAN PREG DRESS 
于 线段 成 并 ? 

显然 对 于 特征 值 的 认识 本 质地 依赖 于 对 特征 明 数 的 认识 ， 特 
证 函数 的 基本 部 分 是 其 零点 集合 , CRUE AE (nodal set)， 甚 
芭 对 二 维 汶 形 , 我 们 还 不 真正 了 解 结 点 集 . 一 个 很 著名 的 古老 问题 
是 研究 凸 域 的 第 二 特征 跑 数 的 结 点 线 。 据 猪 铜 ， 它 不 可 能 包围 域 
的 性 一 个 紧 子 集 ， 最 近 Lin 在 城 具 有 对 称 手 的 假设 下 证 明了 这 个 
猜测 。 另 一 个 有 趣 的 问题 可 以 如 下 斤 述 设 i, 是 第 # PETER 
数 的 长 度 , 能 否 得 到 i, 的 渐 近 估计 ? 似乎 它 的 阶 是 Vins IJe Au 
是 第 # 个 特征 人 和信， 困难 的 是 给 出 1, 的 上 办 估计 . 

以 下 我 们 考 上 起 M 是 完备 的 非 蜂 流 形 的 人 情形。 这 时 候 ， 应 谱 有 
卫 个 理论 ,一 个 天 的 ， 一 个 了 ”的 。 首先 考虑 理论 , 谱 一 般 不 
是 离散 的 了 .可 是 :我 们 还 是 可 以 问 : —ATARRARILIA? 也 
就 是 说 ， 存 在 FE LM), fas 0, 使 得 Af 一 一 4f A> 013 我 
们 希望 下 列 和 情况 全 是 对 的 : 

(1) 4MSEGH K S0CK RRAK) 时 ， 好 没有 纯粹 的 点 
Pi. Escobarf{Es] 在 对 在 一 个 紧 集 外 是 旋转 对 称 的 情形 证 明了 这 
个 断言 ; ~ 

(2) SMETA PEM C S K S l 时 ,MM 没有 特征 
值 ; 

(3) MERZA., CSK <0 AKRAM 
多 特征 值 . 

这 些 猜 测 的 正确 性 在 n = dm M 一 2 HRA. CU 
调 {3) 在 好 是 对 称 域 的 算术 子 群 的 商 空间 时 成 立 ， 

了 和 解 上 一 0 的 情形 特别 有 趣 ， 特 别 ， 邓 什么 时 候 有 满足 基 些 
SE CSE AER ete 如果 有 ,有 多 少 ? 

Yau 在 LY3] 中 证 明了 ,在 任意 完备 的 非 紧 流 形 上 ， 不 存在 非 
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Bi CAMA. < p 过 20。 特别 , 除 常数 外 没有 其 他 三? 调 
和 尔 数 。 由 于 这 一 上 成， 我 们 将 注意 力 集 中 于 正和 的 或 有 界 的 调和 说 
数 上 .这 上 儿 我 们 雪 讨 论 的 基本 问题 是 给 出 使 Liouville 定理 成 立 
或 不 成 六 的 对 的 几何 条 件 ， 

Yau[ Y7] 的 一 个 结 科 说 当 Ricci HASSE, MAIER 
函数 是 常数 ， ETS Fl RO 

最 近 ，BP. Li 及 Tami LT] 证 究 了 MM 在 一 个 紧 抹 外 曲率 非 负 
的 情形 。 他 和 们 给 出 了 所 有 有 界 的 或 正 的 调和 站 数 的 分 类 。 如 果 能 
用 Ricci 曲率 非 伍 代替 上 面 的 条 件 就 好 了 。 Donnelly FR Yau 的 方 
法 证 明了 正 谓 和 函数 的 空间 是 有 限 维 的 。 ET Ed eH 
RJ. “AeA ERAS PE START eH Ricci 曲率 非 
TA RIE AS o EERI. 

AP EL. FEAT RAE HAIRS WE Ee, BIE Bb Py, 
Anderson’) 及 Sullivan[S] 对 于 单 连 的 .曲率 介 于 两 个 负 常 数 之 
间 的 完备 流 形 解 出 J Dirichie [EB RSE. Anderson 及 Schoen 
[AS] 甘于 这 种 流 形 的 正 调和 函数 作出 了 新 亮 的 工作 ， 他 们 的 主 
要 结果 是 Manin 边界 同 无 穷 远 球面 SC) AY Ce RATE EE, 
Martin WAAR eS he Ae a IE A be Be 
FAAR. PERM LAN —T IEA Rw 可 以 
at FAA aA], 


ua 一 | K(x, Odpo, 
| Siw) 


这 儿 & 是 SCoo) 上 的 唯一 的 正 Borel MIZE, K(x, Q) 是 Poisson 
核 . 这 是 Martin RAA. 

在 Marin 边界 上 可 以 定义 调和 测度 。 对 这 个 测度 的 正则 性 
的 研究 是 个 重要 的 问题 。 也 许 有 腊 域 的 请 和 测度 的 许多 经 典 的 事 
实在 这 上 儿 会 有 相 类 羽 的 结果 ， 

当 曲 率 没 有 下 界 上 时 如 何 建立 上 述 理论 还 不 清楚 也 不 知道 当 
曲率 只 是 非 正 时 Martin WAREZ. SEAR, Ba 
完整 的 至 论 。 能 从 这 个 更 广 的 框架 来 认识 对 称 域 就 好 了 . 
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另 一 个 重要 的 问题 是 证 明 一 个 非 紧 的 完备 流 形 对 尾 双 曲 的 
若 lim ha(9j) > 0, BIL Q; EM HII IERIE Hl, 


关于 完备 流 形 上 的 调和 函数 有 很 多 契 趣 的 向 题 。 一 个 图 数 F 
叫做 具有 不 次 多 项 式 级 的 增长 ,如 果 if) SCO +r) 对 任意 
e> 0 成 立 , 这 儿 rm dls, p), p Mk- EE. —P ROU 
eH, PERERA A 1 的 不 等 式 ， 对 于 具有 非 伍 
Ricci WRAHA SWE, RAAG BR EER A E RS 
MAJER 4M Kahler 时 ,多 项 式 增长 的 全 纯 国 数 构 成 一 个 
还 。 这 时 ,我们 想 知道 什么 时 候 这 个 环 是 有 限 生 成 钓 :什么 村 候 可 
以 找到 线性 增长 的 母 元 。 这 个 问题 问 Kabler 几何 学 中 下 列 问题 
BME: 共有 正 全 纯 双 截 曲 率 的 非 紧 完 备 Kabler 流 形 全 纯 等 
wT Es, 

Siu 和 Yau B® Mok-Siu-Yau [MSY] 试图 用 Hérmander 的 
EL’ PCR SIA a. (RIN Rie Se HR A E EE 
Ba bree ape, 最 近 Li 和 YaulLY3] ARIAT O m iee E k 
造 可 以 分 隔 丙 个 点 的 线性 增长 的 全 纯 阔 数 。 TR A 
积 的 增长 是 2s 次 多 项 式 的 。 

另 一 个 方面， 在 具有 上 张 的 负 迎 率 的 单产 通 完备 Kabler WI 
bisa ASS SOE PRR. 事实 上 ， 我 们 条 望 能 证 朋 它 
全 纯 等 价 于 Ce 中 的 有 界 域 ,或 至 少 有 界 全 纯 函 数 可 分 隔 流 形 上 的 
点 。 看 上 去 这 个 隔 题 同 经 典 的 Corona MS eA op Rae 
的 推广 有 密切 关系 。 


§2. Yamabe 方程 及 共 形 平坦 波形 


Yamabe 方程 是 回 Riemann 流 形 上 一 人 度量 葛 共 形 形 变 [又 
称 保 角 形变 ) PERRAS. MEIRE E EE 
k, 的 Rieman BBs. DE ERARE Ta WEE., M 
g 一 好 二 品 。 此 处 z > 0 是 光滑 函数 。 & 的 标量 曲率 丸 由 下 列 方 
程 给 出 
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L = —7 Aa t+ Ry = Re, (1) 

SILA 是 关于 的 Laplace BE, n= UTD, aa tte 
+ Ho n = dim M., 

Yamabe Æ [Ya] 中 断言 总 可 以 找到 方程 (1) HH > 0, 使 
4 R = const, BI Sr Riemann 旋 形 上 的 任意 遮 量 都 共 形 等 价 于 一 
个 常 标 量 曲 率 的 度量 ,然而 ,他 的 证 明 中 有 个 错误 .这 是 Trudinger 
发 更 的 。 Trudinger [Tr] 还 证 明了 当 线 性 算 子 L 的 最 小 特征 信 
1, 非 正 时 ,方程 (1) 总 可 以 对 R 一 const RK, 

令 Y 是 Li(M) 上 由 


Y= | rivalry) / (| Recs \ tr 


TMA ULV BREE co WE. RR RARE 
(1) EBAY a Euler-Lagrange FE, 

Aubin [Aul] 给 出 了 在 Li(M) 中 有 要 小 的 充分 条 件 。 它 的 
AUR. 画 定 R=1 并 且 olg) 是 了 的 极 小 值 ，A。 一 olf), 
IL EER S 上 上 的 标准 度量 , 则 有 : 

(a) 对 任意 度量 Lo cfg.) & As 

(b) 如 果 ole) < Aa, WVEZEGE Y BUANA u 

Aj u Cb) 当 R = const WATE. Yamabe RAA MIHEAE Hk 
了 对 于 不 共 形 于 S* Lee RHE RGA o(g,) < A, Aubin 
[Aul] TERA ST An > 6S en 不 是 共 撒 平坦 时 ;名 fg)》 < Ag, 
Aubin WJVEFAR EDA EAE T — A ESSER E T ER RAB 
RR TAARE e3, 4,53 AMEREFEH oe 6 这 两 
种 . 

WE, R. Schoen [Sc] MAT MTA TNA Mii ee 
决 了 Yamabe WM. 他 的 证 明 是 整体 性 的 并 且 用 到 了 推广 的 下 
质量 定理 (网 Schoen 和 Yau 的 文章 ) ,在 好 共 形 革 坦 或 # 一 3 的 情 
#6, Schoen FE-PE MM der) 给 出 YO) 的 更 高 阶 的 估计 . 
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一 4 或 5 的 情形 需 亨 用 到 一 种 复杂 的 报 动 理论 并 且 再 一 次 借 即 
TEHETE, 
HTA SE BRAT E Am, Bet. Schoen A 
i 了 一 些 新 结果 ， 一 个 特别 有 意思 的 结果 是 ， 若 M 的 拓扑 型 三 
S" — {zs te’ 相同 , 帮 人 1， 则 在 标准 度量 的 共 形 等 价 类 中 
可 以 找到 一 个 标量 曲率 是 党 煞 的 完 郑 度量 . 

与 Yamabe 撞 吝 有关 的 另 一 个 课题 是 【局 郑 ) EEEH 
HRA. Kuiper 的 一 个 定理 [Ku] 说 对 任意 的 共 形 平坦 的 单 连 遵 
WUE M, 忆 可 以 找到 对 到 标 礁 球面 的 开 共 形 受 照 ,而且 它 在 S" 的 
FIC fia fel i PEE, A I Pe BR BH (developing 
map), Rete, A= ro, 

Schoen #0 Yau 得 到 了 本 的 Hausdorff A is M Aan ae 
的 符号 的 关系 的 结彩 ， 它 们 可 以 叙述 如下 : 

1. 如 果 导 是 完备 的 (可 以 是 紧 的 ) 共 形 平坦 流 形 ， 而 且 标 最 曲 
ZOR >1, WIRED S 中 的 共 形 微分 疝 有 耳 。 因此 对 被 3 
中 一 个 开 集 所 共 形 米 盖 。 这 个 证 明基 键 性 到 依赖 于 花形 算 子 的 
Green bee: . 

2.40 R M ER RRB PRB. Pe BRAY. N 
2A) —=0, JLE FERMI & E k AE Hausdorff 测度 ; 


3. EME OCS’ 共 形 覆盖 的 紧 流 形 ， 且 (A) < oo Wi 


M 在 其 共 形 类 中 有 标量 曲率 RO MER. EALE RS, 
IM 。 CA) < co， 


主要 的 想 靶 是 用 拓展 网 射 ,把 问题 化 成 加 的 开 集 上 的 Yama- 
be 方程 的 研究 。 证 明 的 其 余部 分 是 相对 地 容易 的 。 利 用 同样 的 
技巧 ,Schoen 和 Yau WHAT ST RS EIE AKRE E 


M,a M) =O, 2<2 1 <2, 他 们 的 结果 有 些 对 完备 流 形 也 成 
y. 
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$3. 调和 映照 


调和 和 映照 是 几何 和 分 析 中 的 重 这 对 人 象 ， 它 们 作为 基 些 函数 空 
Na] IF A ESE BA FEA SAB. TARR RT I a 
JLi EM. 

给 了 Riemann WIE M ALN, 4 aij CUM, Nh 一 
个 问题 是 捞 出 这 个 室 闻 中 的 好 的 〈 即 典 则 的 ) 代表 元 。 对 于 映照 


f:M 一 六 ,我 们 定义 它 的 能 量 E) = | 1a?4ow, 一 个 调和 映照 


Bie MEAN FA. GRAB EERE Wt, 

1. FEE MEER IERIE 

He PORE Sy tee J. Eells 和 L. Sampson [ES] AQ. fit 
们 证 明 当 M, N ERMEE Kw 0 时 ,在 每 一 个 同 伦 类 中 部 有 
Vel FOWL. 他 们 通过 一 个 非 线性 热 方 程 对 一 个 任意 的 贾 照 变形 ， 
遂 过 适当 的 估计 ,并 过 渡 到 极限 SET VAR, PRE, E 
Ky 之 0 B 2, 则 调和 映照 在 其 同 伦 类 中 是 唯一 的 [Hr]。 号 
Æ, R. Hamilton [Ha] 用 [ES] 中 的 方法 加 上 一 些 巧妙 的 估计 ， 
解决 了 M 是 带 边 流 形 时 的 Dirichlet 问题 。 这 类 证 明 当 去 掉 曲 率 
SPIES FR ATG A, Eells 和 Wood [EW1] 证 明了 不 存在 2 维 
环 面 到 球面 的 度数 为 1 AA | 

我 们 也 可 以 不 在 一 个 同 伦 类 中 , ERARA mm 群 上 的 
作用 的 类 中 找 调 和 映照 。 我 们 说 两 个 映照 f, gM — N 是 zm 等 
ETHS» WÈ fe = Ket m{(M)—-w(N), 当 M 是 Rieman Hift, 
L、Lemaire[Lm] 证 明了 在 m 等 价 类 中 ,存在 正则 的 ,使 能 量 极 小 
OTA ATR A, 

这 个 阿 题 的 另 一 种 处 理由 Sacks-Uhlenbeck ([SaU}) 及 RR. 
Schoen-S.T.Yau ([Sc¥1]) 给 出 。 Schoen 和 Yau 73 AAR H] 
Li 并 证 明了 对 wt LIM, N) ws 基 有 意义 的 并 且 在 弱 极 限 之 下 
NES. FBS FE LCM, N) fe = Chats BILOBA 
RARE AR A EE, BA ae PhP AG BY DR R. 
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Schoen #1 Yau 的 证 明 还 可 以 通过 在 对 的 二 维 上 骨架 上 的 限 
制 | 而 推广 到 高 维 ， (White [Wh] 也 注意 到 这 一 点 .) 有 理由 相信 ， 
可 以 我 到 能 量 极 小 的 上 映射, 它 在 到 上 的 作用 与 给 定 的 耿 射 的 作用 
feo SM LPR. 

SAR MUR St, R. Schoen 和 K, Uhlenbeck 做 了 很 
好 的 工作 【[SceU1。2JJ)， 通 过 精巧 节 应 用 比较 的 陨 照 ， 他 们 证 明 
THERE DHATH aR Hausdorff 余 维 至 少 是 3 用 
他 有 们 的 定理 还 可 以 重新 推出 Sacks 和 Uhlenbeck 的 一 个 定理 . 

2. JE KME 

JER MUE iI ARR ich Behe SSRs. 一 
TRAR 4 FRAT RRR RA a Ca. EEA 
定 集 中 在 一 个 有 给 域 中 。 男 一 方面 ， 人 人 和 们 希望 通过 对 波形 的 拓 丫 
用 天 当 的 限制 ,可 已 避免 上 述 梢 形 . 

对 于 L? TAAL BU PRR SB SSA PUR, APS BY A at 
了 蛙 澡 一 些 几 何 的 或 反扑 的 限制 条 性 而 证 明 存 在 性 ， 当 NN 是 曲率 
JEEE, Schoen 和 Yau[ScY2] 推广 了 Eells-Sampson 
LES] 和 Hartman [Hr] 的 工作 。 他 们 证 明了 如 果 NN 是 非 正 截 曲 
六 的 紧 流 形 ,M 完备 且 1f:M 一 NN HEAR, SERRE SHER 
有 限 的 调和 映照 同 伦 . 

后 来 ，[ScY3] 一 文通 过 具体 地 计算 NX N 上 距离 函数 2 
Th) Hessian 模 证 明了 同一 个 同 伦 类 中 的 调和 了 酉 照 的 集合 是 连通 
的 《 当 M RERA [Hp 并 且 可 以 全 测 地 漫 人 到 NN 中 去 。 而且， 
在 miN) 无 非 平 凡 Abel TRAM 的 策 不 是 点 也 不 是 圆周 时 , 它 
是 一 个 点 。 这 儿 我 们 假设 了 M 具有 有 限 体 积 并 且 调 和 上 映照 能 最 
有 限 。 他 们 也 用 调和 映照 研究 了 有 限 群 在 紧 流 形 上 的 水 光 作 用 . 

3. 出 性 

当 好 和 六 是 维 数 3 的 负 曲 率 的 Einstein 请 形 时 ,自然 要 问 ; 
TAMAS eG OEE SE? RETA TH SRE 
Val ABR RE AE —-PE Ae Mostow 的 刚性 定理 。 如果 这 二 对 的 它 将 
在 秩 为 1 的 对 称 空间 的 情形 给 出 Mostow 刚性 定理 的 另 一 个 证 
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HH, 

对 主 负 上 曲率 的 流 形 好 和 N, MEE: 调和 的 同 伦 等 价 旺 否 一 
Te ee ar le PA? Schoen-YaulSc¥4] 4 Sampson[Sal] FEM AIN 
是 Riemann 闸 时 证 明了 这 是 对 的 。 MORR AEREE, Cala- 
bi 对 N 是 环 面 的 情形 造 出 了 一 个 反 习 |. 

通过 在 微分 同 凸 集 合 中 售 能 量 极 小 并 配合 一 个 平移 的 推理 ， 
Jost-Schoen[ JS] 对 地 同 亏 格 的 昌 面 造 出 了 调和 和 敌 分 同 有 是 ,时间 他 
们 不 用 到 任何 曲率 的 假设 . 

4 MAIN RE Kahler 许 形 时 ,调和 映照 的 例子 是 很 多 的 ,例如 
全 纯 上 映照 就 是 调和 的 。 另 一 方面 , Yau aN EOE. ae 
鼎 照 是 人 金 纯 的 。 为 了 解决 Yau 这 一 猜测 ，Siu[S21 证 明了 当 N 是 
强 负 曲率 时 且 f 的 秩 在 某 一 点 至 少 是 4 时 ,了 f 或 是 人 金 纯 的 ,或 是 肥 
全 纯 的 . NASH ae YX SH BRT EA. ATRA 
EHER TA E (HOU RR ee R, TF Siu 
的 定理 的 命题 是 错 的 。 这 是 因为 对 好 = B" T CAR OP” 中 的 
正则 依 作 子 乱 】,M 的 性 意 超 平面 截面 具有 仙 的 人 金 纯 又 截 上 曲率 并 且 
一 般 不 是 刚性 的 . 

WES» Jost-YaulJY1, 2] 考察 了 同 伦 等 价 于 N 一 D x Dj/T 
(了 可 约 ) 的 复 师 面 上 MH 上 的 复 结 构 ， 令 MON 是 调和 的 同 伦 等 
价 : 这 玫 好 是 Kabler fy. 通过 研究 时 状 结构 f= const " 1 CRF 
Ae ay AS) RITES MAA SKS DX D 全 纯 等 价 ， 

EZ, Mok 对 于 维 数 任意 的 而 且 在 Kahler 度量 的 范畴 中 同 
伦 于 多 圆柱 的 不 可 药 商 空间 的 那些 好 流 形 证 明了 一 个 刚性 定理 ， 
WERT Jost 和 Yau 研究 的 叶 状 车 构 ， 

Jost 和 Yau 还 把 刚性 定理 推广 到 扫 投影 流 形 去 ， 

ST HRB RS RE. RPA: BACH 
Hermite 对 称 的 ， 要 么 它 的 复 结 构 是 刚性 的 、Sampson[Sa1] 研究 
TM Kahler EN 是 有 Hermite Fi, Bl Rune Hb <0 
的 情形 。 基 本 上 照 Siu 那样 地 应 用 Bochner 技巧 ,他 证 明了 对 到 六 
所 有 调和 快照 剖 是 全 纯 的 。 利用 Sampson OSL 
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Hote EEE, FUCA eee Kahler 流 形 的 拓扑 型 的 
限制 |, 

PAARE MIN E Kahler WIJE N AER H 
率 的 情形 。 BS MAR eae Saag? 这 个 
问题 只 在 MCP RASS. HAMARNRAMENEAT 
芍 对 称 空间 的 假设 后 证 明 这 命题 ， 则 下 列 猜 测 可 能 是 对 的 :不 可 
IAJE Kabler 流 形 只 有 一 个 Kihler 结构 。 注音 ,在 可 约 的 
Kahler 流 形 CP’ x CP E, EIS Kabler 的 复 结 构 ， 

4. 物 理 中 的 调 利 歧 照 

从 曲面 到 Riemann 流 形 ,特别 是 对 称 空间 的 诈 和 映照 的 分 类 
十 数学 物理 学 家 关心 和 的。 例如 ,著名 的 族 模 型 (chiral model》 就 
EHR S? PAEA E ER E A R, 

聚 简单 的 对 称 空间 是 实 的 及 复 的 投影 空间 。 在 [Cal] 中 ， 
Calabi 给 出 了 上 面 到 实 极 影 空 间 的 迷 疝 调和 了 配 照 的 一 个 有 效 的 参 
Hk. 在 Calabi 和 物理 学 家 的 工作 的 基 和 础 上 ，Eells 和 Wood 
[EW2] ÆI T ERWE 由 :MI 一 CP? RER Gf.) 的 
ae AJL fiM'— CGP” 是 个 饱满 的 (full) aipe a fF H. 

<r in 是 个 整 狐 CEM [Cal] 和 [EW21)， ahi 
a AUR fiM o CP? apk GR a, URES r 和 sar 4 en, 
ik g 

f= [oDDD pD DO Oe "PU Ye] 
BBR & AAA JL D' R D” pb tes FA (1, 0) B CO, 1) 
Sy i, 

后 来 ，Bryant (( Brij, [Br2]) 讨论 了 曲面 到 站 及 Ss wim 
meh, Æ Calabi 及 Penrose fy twistor MEHR PF. hate 
SRR A Pe RR, OB E OB els BRT (super-minimal 
surface) (ZEB, Hopf BRE HME). 他 建立 了 超 
tgh TE [a Oe ee 后 者 是 相对 于 twistor 
纤维 化 : ”CP 一 x5 eA. eek eee, Bryant i AR 
THER Riemann 曲面 可 以 球形 地 极 小 温 人 8， 对 本 一般 的 四 维 
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BURNIE. Ba [Esa]. 

UE, K. Uhlenbeck[ U3] 讨论 了 单 连通 2 EME RAH Gr 
PA He sie) 召 ( 用 物理 学 察 的 语言 , 即 chiral 模型 )。 她 研 
A TREH RRRA RRS Kac-Moody 代数 的 关系 。 

调和 路 照 领 域 的 男 一 个 疝 未 开展 的 领地 是 曲面 到 Ricci 平坦 
的 三 维 Kabler (ATARI, 对 这 一 问题 的 兴趣 是 理 
论 物 理 中 的 起 攻 Csuperstring) 的 研究 引起 的 . 


$4. 极 小 子 流 形 


微分 几何 中 男 一 个 重要 的 课题 是 极 小 子 流 形 的 了 研究。 在 这 一 
节 中 ;我 们 主要 考虑 紧 致 三 维 流 形 中 的 极 小 曲面 。 极 小 曲面 (除非 
A HKEE) neke EEN RAE. 

— ART» WRM SFE ER Py AA 
Bk s DUAN RE Ee NA a) E. 此 外 ,有 时 候 还 可 以 证 阴 曲 面 是 
RAR. Pili Meeks 和 Yaul MY] WEN] Sao w(M) 0, M 
FERAI SO RP， 它们 张 成 作为 mC MM )-7889 mM) 这 
个 定理 可 用 米 研 究 三 维 流 形 上 的 有 限 群 的 作用 . 

用 SLEA” (mountain pass principle) 去 造 极 小 曲面 化 
较 难 。 如 何 用 Ljusternik-Schnirelmann 理论 去 找 出 许多 航 小 曲 
匣 ( 式 具有 特殊 的 招 扑 型 的 ) 也 不 清楚 。 Sacks~Uhlenbeck [SaU] 
PERI RE eek “Morse 理论 ”结合 起 来 证 明了 任意 = 维 流 
形 半 包含 至 少 一 个 温和 的 极 小 的 S, MRED kr M) 0, 7 
Siu 和 Yau 利用 了 Sachs-Uhlenbeck 这 一 工作 走 和 解决 Kahler JL 
何 中 的 Frankel F230, $23, M. Micalif 及 D. Moore[MD] 用 
类 个 的 推理 给 出 Riemann 上 几何 中 的 经 典 的 Pinching 定理 一 个 证 
BA, 事实 上 ,他 们 震 要 的 pinching 人 慨 设 更 能。 

Pitts 在 他 的 论文 [Pi] 中 引进 了 “ 歼 极 小 varitold” 的 概念 ， 
租 略 地 说 这 很 接近 于 局 部 极 小 的 varifold 的 概念 。 利用 整 系数 
REREH [al SEA Se SLE A1], MEERA YT ER 6 PIG 
PAIERA RE RA CHS RAH. AE a FP 
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极 太 原理 于 S 到 整 系数 流 《currents》 的 上 暑 照 上 ,后 者 所 Almgren 
建立 的 同 构 [Al] 是非 平 几 的 ,由 十 这 个 造 法 太一 般 了 了 ,我们 得 不 
到 这 个 起 曲面 的 朱宇 的 任何 迟 息 。 近 来 , R，Schoen 和 L. Simon 
[SS] 推广 了 Pitts 的 工作 、 fe TEAR TCE SRE BA di 
AA SAS Hausdorff 余 维 至 少 是 7 

对 某 些 三 维 流 形 ,作者 可 以 对 Pitts 方法 造 出 的 极 小 曲面 的 乞 
格 做 出 估计 . 这 个 证 明 是 很 早 之 前 就 有 了 的 。 因为 它 还 设 有 发 
表 , 我 们 在 这 上 名 给 口 证 明 的 完整 的 大 首 ， 

WM HANIA TP =H RI. RR 及 Rij 是 其 标量 、Ricci 及 
Buh ODE Pins 造 出 的 极 小 曲面 ; K, 4 及 efh Gauss 
HE RIEA kE aR. 出 Pit: Se, RIT S ORR 
del, 这 个 条 件 等 价 于 算 子 工 的 第 二 特征 值 的 非 人 镇 性 ,这 上 儿 

L = — A — (Riele) + lAl, 
ASH ZAI Laplace BT. RAZ 
[ (Rieles) + Al*)Fde < | IVAP 


对 所 有 垂直 于 第 一 特征 函数 um PBR fF BRI, 

现在 我 们 用 共 形 面积 这 个 概念 (这 是 共 形 不 企 人 是) 来 给 出 第 二 
特征 慎 4 的 依 巾 于 MM 及 的 亏 格 的 上 漠 估 计 . 

设 FF: 一 S$” 是 到 单位 球 中 的 共 形 浸入 , 则 EF 与 任意 的 共 形 
变换 gE Conf(S*) 的 复合 也 是 共 形 温和 人 .。 AN m BIER. H 
LLY2] 中 的 论证 ， 可 以 找到 g€ Conf(S"), 使 得 goF La, BI 


| (poF judy = 0, 
WL eG TI A nF, RPT Fide. FG), 2f?=1, 
因为 号 指数 丰 1， 
| Riele) + [ADH < | [vl 
并 求 和 ,得 
| Rica) + alee < | D lvi lan, 
= 下 F 
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因为 FP 是 共 形 的 ,， |， Vf dv = 2Area(F(2)), 


因此 
int sup , Area(goF(Z)) > | (Ricla) + AP)ar. 


EE Conti $ 
左边 的 这 一 项 是 共 形 不 变量 Vln。3), 叫做 # BARR, 它 
对 所 有 ”的 下 确 界 是 VAS), Thm Sea, 


用 了 在 史上 的 分 歧 材 盖 ; 可 以 证 明 VE) <4 (Eti), 
IL g(2) 是 的 亏 格 [Gri]， 因 此 
8 (5. + 1) „> | (Rieles) 十 上 fen。 


另 一 方面 , 因为 Rices) + |All! — Riele.) + RieCe,) — 2K, 如 
RRITE MHI Ricci ph EFE fH MI 
| (Riele) + id = — Í, 2Kdv =a 4e(2g(¥) ~ 2), 
把 上 面 两 个 不 等 式 结 合 起 来 就 得 到 
Bae (A + 1) > 4n(2e(5) — 2), 


因此 (2) 所 4， 这 就 是 所 楼 求 的 的 亏 客 的 上 界 。 BEE, W 
该 能 够 再 进一步 改进 这 个 估计 ,因为 VM) 的 估计 不 是 最 优 的 ， 
RACE AGAR Be Re? 

大 们 想 要 估计 被 小 曲面 的 亏 格 的 原因 是 它们 包含 了 关于 背景 
空间 对 的 信息 ， 例 如 ， 具 有 正 标量 曲率 的 三 维 流 形 对 的 一 个 嫉 人 
ENERET M 的 Heagard 分 裂 的 一 个 好 的 候选 者 。 市 且 
当 弄 是 三 维 同 伦 球 且 曲 面 的 亏 格 小 于 或 等 于 2 时 ， 于 实际 上 就 是 
R. 因此 , 若 我 们 可 以 造 出 一 个 极 小 曲面 , 它 正好 是 一 个 Heagard 
分 改 并 且 给 出 其 亏 铬 一 个 好 的 估计 ， 那 末 我 们 就 朝 着 Poincare 猜 
测 跨 出 了 一 大 步 . 

极 小 曲面 理论 中 --- 个 重要 的 问题 是 流 形 中 多 全 绥 小 曲面 《其 
至 无 穷 多 个 ) 的 存在 人 性。 在 2 维 球 上 ,至 少 存在 三 条 闭 的 、 修 人 的 
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测 地 线 , 枉 球 曾 上 恰 有 三条 .因此 这 个 估计 是 最 仿 的 。 

MPSA, AMBER GABP epee. 人们 也 
希望 知道 ， 中 心 在 下 的 原点 的 一 个 三 球面 上， 是 否 仅 有 的 极 小 2 
维 球 是 与 三 维 坐 标 面 相 区 得 到 的 那 四 个 ， 

Smith #0 Simon 用 Pitts 的 一 个 转 想 二 明了 任 硬 三 维 环 而 中 
ARAM) 2 SEER. FR -S IR EEA LER Fd X FS, E 
EET ALCOA mabe oh), FC Sa S SEP HRA, AEE 
TURE 


min max Areal F(z, 5*)), 
本 reg, 


出 得 到 一 个 凡人 的 昱 ， 对 于 辐 伦 球 , 是 否 也 有 相 悦 的 定理 ? 

另 一 全 问题 是 去 了 解 一 个 正 Ricci 曲率 三 维 流 形 中 县 有 给 定 
的 亏 格 # 的 所 有 航 小 由 面 的 空间 。 最近, Choi 和 Schoenl CS] 证 
明 对 画 定 的 g 这 个 空间 实际 上 是 紧 的 。 我 们 想 提 到 的 是 贡 至 蔷 三 
维 球 , 这 个 又 性 也 是 新 的- 他 们 的 证 明 是 基于 Choi 和 Wang[ CWI 
关于 2, 的 面积 的 估计 。 这 个 面积 的 上 界 则 控制 了 概 小 晶 面 氢 列 
的 收 敏 性 ， 有 了 这 个 紧 性 的 定理 之 后 ,仍然 存在 几 个 志趣 的 问题 ， 
例如 ;当时 无 对 称 性 时 :是 否 会 存在 连续 的 极 小 曲面 族 ? 当 好 有 对 
乏 性 时 :是 否 任 何 这 样 的 连续 族 者 是 等 距 群 给 赂 的 ? 

第 一 特征 代 的 舍 计 总 是 有 意思 的 ， 对 极 小 量 面 尤其 如 此 对 
于 标准 的 三 维 球 ， 在 极 小 曲面 上 坐标 函数 都 是 特征 值 为 2 的 特征 
REY, Yau JAW 2 就 是 第 一 特征 值 . 为 了 证 明 Yau Ruse, Choi 
和 Waagi CW] 证 明了 在 Ricci 曲率 不 小 于 2 的 三 维 流 形 中 , 极 小 
上 曲面 的 第 一 特征 值 4 至 少 是 1。 想 成 极 小 曲面 的 共 形 面积 , Li 和 
Yau 获得 了 [LY21% PREF 

2Conf Area(2,) 
Area( E) 

招 这 个 不 等 式 推广 到 高 次 的 特征 值 并 研究 概 小 曲面 的 商 次 特征 值 
是 个 有 意思 的 问题. 

Mee — ARIA ER RM DE S, Ee APR Cake) 
= Sb. GEAR +R ae. PE eV A REST RRE 
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H. WREATHS 旦 中 洲 卉 面积 的 极 小 化 , 则 御 限 的 史 将 
ti —+ Ri, 在 这 个 P ER- Jordan eRe IBS? 分 
成 面积 相对 的 两 部 分 。 那么 可 以 期 望 此 Jorden HARTER AA 
中 界定 一 个 媒人 的 极 小 圆 盘 。 如 果 能 做 到 这 一 点 ， 则 可 以 再 压缩 
这 个 S? 从 和 得 到 Poincaré AA NGS VERS. 

最 后 , 极 小 直面 理论 应 用 到 三 维 拓 扑 已 获得 了 意外 的 成 功 . 我 
相信 和 极 小 曲面 的 更 透彻 的 研究 将 会 揭示 出 三 维 谨 形 的 更 多 的 奥 
秘 。 


45. Kahler 几何 


下 面 我 们 考虑 复 几 何 中 的 四 个 基本 主题 : 

L 复 结 构 及 近 复 结构 的 作 在 性 ， 

2. Sei Lay Kahler gy Mie sg Po ee, 

3, BAe SBM aut. 

4. 复 流 形 上 的 解析 对 要 Cobjece}, Vila: SAATHIBE (cycles), 
尘 纯 向 量 从 等 等 ， 

相应 地 ,我 们 将 本 衣 分 成 四 前 分 ， 

1. 复 结构 和 近 复 结构 . 

设 避 为 偶数 维 定向 微分 流 形 、 近 复 结 构 J 的 存在 等 价 于 向 量 
从 的 结构 群 由 GLi2x; R) 到 GL(n, C) 的 过 沪 ， 这 基本 上 是 一 
个 代数 问题 并 已 很 好 地 研究 了 、 

然 弄 ， 什 么 时 候 一 个 近 复 结 攀 疝 伦 等 价 于 一 个 可 积 的 近 复 结 
移 ( 即 由 一 个 复 结构 市 得 的 ) 却 是 个 很 困难 的 右 题 。 当 w 一 1 了 时， 
每 一 个 M 都 容许 一 个 近 复 结构 ， 且 这 样 的 结构 基 可 积 的 和 代数 
的 .对 于 a = 2 ven de Van 给 出 了 几 个 MY, 它们 有 近 复 结构 但 
没有 复 结 构 ， 他 的 方法 基于 对 第 一 和 第 二 Chern 类 的 计算 . 当 
# >l WH AS REBAR. 特别 地 ， 我 们 不 知道 是 否 语 
的 近 复 结 检 容许 一 个 复 结构 。 这 个 问题 已 提出 笋 长 时 间 了 ， 

EF] e 一 2 的 情形 。 对 于 一 个 复 曲 而 、， 由 Hirzebruch 和 
Noether AARI] 3r=ci — 2c, teglt, 因此 X(M)= 
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3r(M);, AEB X Æ Euler AH. TOMAR, BARING 
下 询问 题 , 设 MARERE, Ae AM) 二 37(M) 并 
WAR 为 拓扑 窗 六 空间。 是否 每 一 x(M) 的 Abel FRB BAR 
RE? METTAIT ERAREMA C 中 的 单位 球 为 全 纯 覆 
m 2316)? 也 许 Lefschetz 定理 对 于 解决 这 一 问题 是 有 用 的 . 

2, Kahler 结构 和 代数 结构 ， 

RM’ AR JAR RIAN «ERS IG. BARR, 什么 
时 候 J 是 Kabler #9, BAE CM, J) 容许 一 个 Kahler Beat? 
Harvey-Lawson|HL]43in f Kabler eb HI—TA BABI: 24 
Ax SM FSS EEE (current) 是 边 绿 的 (1, DAB. Hodge 
WRT eS Tie SHIEE Kabler REA DARE. HEH. E 
Ma Betta AEEA, F Betti 数 是 个 前 。 比 外 当 (M, J) 是 
Kabler 的 时 ， 它 的 有 理 同 花 昏 由 它 的 有 埋 上 同调 浙 决 定 ， 可 参看 
Deligne-Griifiths-Morgan-Sullivan KOE, 

Biiik MA4— Kabler 流 形 , BUM RA Kahler 复 结构 。 是 
GM AUPE Kahler MAM? 什么 情况 下 M 具 有 一 个 唯一 
的 复 ( 或 Kahler) 结构 ? 

当 s= 2 时 ,每 一 个 具有 偶 第 一 Betti 数 的 紧 复 曲面 是 
Kahler H(X H Kodaira 的 曲面 分 类 。 因 为 Miyaoka [M1] 让 
RAY RAB — Betti BAe RR Kabler 的 ,Siu[S1] 证 天 
了 每 一 K-3 曲面 是 Kihler 的 . 出 此 我 们 知 在 Kodaira 分 类 
的 七 业 晶 面 中 ,前 五 类 关于 每 个 复 结构 均 是 Kabler 的 . 刹 下 的 两 
REA SA Betti, AMARA Kabler 认 量 ,特别 地 可 
看 出 ,在 一 Kahler HE M’ 上 ,所 有 的 复 结构 是 Kahler p3, 

当 # 3 时 ,情况 串 加 复 赤 .CalabifCca3] 证 朋 了 复 环 Th A 
AAF Kabler 结构 . 另 一 方面 ,我 们 知道 上 公有 的 一 个 Kahler 

Yau 提出 下 述 猜 测 : 设 Me > 2) 为 一 具 负 堆 面 曲率 的 紧 
St Kabler 流 形 , 则 存在 唯一 的 Kabler 复 结 构 , 当 将 负 截 曲率 的 
ae AE PRA) CO HR SY GE A 
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对 于 一 个 局 六” Hermite 对 称 空间 M*, n> 2, Calabi 和 
Vessentini[CV] 证 明了 HTM) =ò, Siu[S2] ERTE M’ 为 
— Foe fH AY Ee Kahler ffi, M M* 的 Kahler 结构 是 唯 
一 的 ,这 部 分 地 肯定 了 Yao 的 猜测 . 

PURI MH Kabler 的 卫 微 分 同 胚 于 单位 球 的 蛇 致 商 空间 
D", 467 Siu 的 定理 ，Yan LY21 利用 不 等 式 

#2 —1)°n m 
(—1)"- c C> AOD C (2) 
这 里 “ad <0, 证 明了 对 的 Kahler 放量 是 唯一 的 。 问题 是 : 
什么 时候 好 的 复 结 构 是 唯一 的 ? 当 ee IW BRAG, RA 
道 的 结 昌 是 每 一 个 复 结 构 在 Kobayashi 的 意义 下 是 双 曲 的 , 网 不 
存在 任何 蕊 到 对 的 非常 值 金 纯 映 照 . 

不 等 式 (2) 也 给 出 了 CP* 上 Kahler 结构 的 唯一 性 ，# 为 奇 
Ay, ARS Hirzebruch 和 Kodaira [HK] Cale a] A, F 
Morrow-Kodaira [MK&])。 我 们 注意 到 对 这 类 刚性 阿 题 ER 
似乎 是 很 有 用 的 . 特别 , Siu 关于 GO-Bochner-Kodaira 技巧 的 收 
AIRIA tE MAIS M, Siu[S2z] 和 Sampson [Sa]), 

ST Kahle 结 梅 形变 到 代数 结构 的 问题 ,我们 有 善 名 的 
Kodaira WM: 每 一 个 紧 臻 Kahler HPAES e RA 
形 ， 当 ”一 2 时 这 是 对 的 ,事实 上 Kodaira [Ko] 已 经 证 上 明了 每 
— So Kahler 有 曲面 可 形变 为 一 个 代数 有 曲面 .对 于 n S 3, Kodaira 
猜测 尚未 解决 ， 特别 地 、 若 OM 是 一 个 非 代 数 的 紧 致 及 ahler i 
E, TM 为 它 的 全 统 切 从 ,是 否 HTM) #0? 由 于 一 个 了 "~ 0 
的 紧 致 Kahler 旋 形 是 代数 的 , 胡 应 的 问题 是 : 若 村 是 Kabler 的 ， 
是 否 由 AP = 0 PERE AC TM) 天 03?【《 不 难 构造 一 个 ALM) 
到 APC TM) ORR.) 

3, 单 值 化 ， 

在 复 一 维 情形 ， 我 们 知道 每 一 Riemann HP PRS 


CP; Riemann 球 , 具 有 唯一 的 复 结构 ， 


E: 一 个 椭圆 曲线 ,由 eon Be. 

Z (8 > 1): 一 个 由 单位 圆 盘 DEC See Baa AA. 

在 高 维 情 疯 、 许 多 结果 和 分 类 在 推广 上 面 的 分 类 的 努力 中 得 
到 。 人 们 想 知 道 在 什么 几何 条 性 下 放 双 全 纯 同 胚 于 一 个 商 维 的 
CP, E 或 34(8 之 1) WRU. KART RB a 
DORNER. A, ERESSE NNS ERAMA TF 
YR. RRR, ADR Ree RRM BR 
Bl BRM 的 一 个 Zariski Fi, E M = MCF 
EEA . : 

A. HHI 

Frankel [Fr] AAEREN REY Kahler MERN 
ah pE T CP”; 他 证 明了 x# = 2 的 情形 。 后 来 Mori 和 Siu-Yau 
独立 地 证 明了 一 - 股 情 形 。Mori 实际 上 在 切 从 是 丰富 (ample) 的 
_ 较 绊 的 假设 下 证 明了 Hartshorne 猜想 . 

FEY6] CHIN PAR: BMH -AERAMRMS K BE 
Ay RS Kabler 流 形 , 则 村 等 度 癌 胚 于 一 个 Hermite 对 称 空间 
大 复 授 影 空 间 ( 不 一 定 赋 频 Fubini-Study 度量 ). 

S$. Bando [B1] 证 明了 = 一 3 的 情形 Mok 和 Zhong (fH 
家 庆 ) [MZ] 证 明了 , 若 加 上 对 是 Einstein 的 条 件 , 则 对 双全 纯 等 
度 同 其 于 一 个 Hermite 对 称 空间 . 

在 [83] 中 Siu 给 出 了 二 次 是 曲面 的 一 个 曲率 刻 划 . 他 证 明 


TË M'n > 3 为 一 处 处 mE (m2 + 1) Fee A 2- 


正 的 紧 致 Kahler Hi, WM MSS CPt 或 二 次 超 曲 面 
Q SH “Fix SR PPE M°m- EBEA PSM BEM A 
dimN,(5))<m VEE TM, N,(E)={y E TpM| Rogy HEE =9}, 
RAH, H.-D Cao 和 B. Chow[CC] 7M BSE th ey 
HRE Puc Ay ys lesa wl. wet, Mok 宣告 他 完全 证 明了 这 个 猜测 。 
设 M" 为 一 有 是正 Ricci HMA Kahler 流 形 (这 等 价 十 
CCM) > 0), Ril FRM: 
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(1) 是 否 M" RAAH? BLEW ECP" 到 M* 的 有 理 映 
R? 

(2) 是 否 只 有 有 限 个 { 天 拓扑 的 意义 下 ]) 有 其 正 第 一 Chern ay 
n 维 代数 流 形 3 

(3) 是否 CCM)" = €,CCP*)*2 

W n = 2, M'g del Pezzo Him, (1), (2) M3) BH 
ny, M4 n= 3 时 , M? 为 一 Fano 3 维 流 形 , 即 一 具 丰 富 反 典型 线 从 
的 3 维 代 数 流 形 ，Mori 和 Mukai [MM] HETEL Betti & 
ba MD) > 2 的 Fano 3 维 流 形 的 一 个 完全 分 类 .他 们 实际 上 证 肯 
TESES HRX EARE OM) > 2 的 Fano 3 维 流 
形 ， BWE 6<4,(M)< 10 的 Fano3 维 流 形 等 度 于 CPx 
Sunan 这 里 Sa 表 了 次 del Pezzo thi. 4:=1 的 Fano3 HE 
流 形 称 为 第 一 类 的 Fano 3 E, 并 已 由 Isokovskih [Is] 分 类 
T. 利用 上 述 分 类 ,容易 验证 (1), (2) 和 (3) 是 对 的 。 但 对 于 
n= 4,(1), (2) 和 (3) ETR HAAB. 

回忆 Gromoy [Gr] HER, ERR oR CCa) 
使 得 >) 20M") < Cla) MER ASE RHA EAD Riemann fie 


#=0 


Aber. 当 对 是 Kahler 9, FEAR TE aA mM “E 
Ricci 曲率 "? AT TBARS MA Kodaira k K(M) = —œ (fl 
HM, K™)=0, Ym > 0, K RANIERO, ow = 2 
A, ee 4 dhE Bee ti. 

B. fata int IE 

设 MF 为 一 个 可 田 C* So Ay Re Kahler WE. ERE 
也 可 由 一 个 复 环 7T& Be “aa = 2 时 ,Titaka 证 明文 是 对 的 。 
W a3 时 ,还 未 解决 ,即使 当 # = 2 时 ，Kihier 条 性 也 不 可 去 
fC a be BFF EE). 

设 "为 一 具 正 截 上 曲率 的 非 紧 致 完备 的 Kahler 流 形 , EM 
NEART Ceo 该 问题 已 提出 很 长 时 间 了 .Siu-YauisY2]l 和 
Mok-Siu-Yau [MSY] ET FEER: 设 好 为 一 个 完备 的 非 紧 
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Se Kabler WE, PEM E r@D = distlx, 2), BAS 
(2) 车 mlM) = 0, —“ <Ky <0 对 某 一 6 > 0 Rx, 


Wi M 双全 纯 等 度 于 Ce, 

(b) 落户 为 好 的 一 个 pole A (Bl exp, BHD) Kel 
AU + ry, iii Me 双全 纯 同 是 于 Cr。 Bink Kut, W 
M” FERETE PHEA O”, 

(0) # Kyo, OLR- E vol(B(p, 7)) BO, 


则 MM Wg SE AER C, 
这 里 4 AC 为 任何 正常 数 ; Ku PUR ae Me M a E 
曲率 。 


Mok 改进 了 这 些 结果 ,将 - 寺 ; MAE. 更 确切 地 说 ,他 证 
BAYT FEAN: 
(d) #MEBIEWRH ER, o<R< 4, A vol(B(p,7)) 2 


Cr", A, C JERR WMRSse aT hh CER X, 

设 M* 为 一 Kodaira SEM KCM) =0 CAI C, 
WOM, K™) <= C, 对 所 有 的 mw > 0 Bey RK SR AAS 
Tea. a HAEEREN So 注意 CLM) AK (M)=0 
KI MERI. 4a = 2H Ba RRR ERK OM ) 一 0， 
它们 是 Abel Tike, K-3 HHE. 5 s23, RA 
Bi, n = 3 ARIES Tee pee ye (superstring) 理论 将 是 
很 重要 的 。 

C. Sa Ie 

AM A—-# ih i He BAC BIG. PRAM HG RE aS ey CP 中 
AA TE @ hazel (4320 Me? —PREHR ee: SMA 
fi Ei EA Se Kahler WE, BRREM LY SEBSHAR 
全 纯 固 数 以 致 可 以 分 离 点 并 给 出 局 部 坐标 ? 至 今 , REE 让 为 一 
RAEM HARTAR ET, BREE AEJ RE Ak 
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数 的 存在 ， 

B. Wong [Mo2] 证 明了 若 OC 为 :一 具 光 请 边界 的 有 界 域 
BYERS ERS), RAO MAE, P. Yang [Ye] 证 
BT AO O 中 秩 大 于 1 MASS eR, WON AEE O EAS 
Kahler Bate Howe et TAT eS, RBH, OR 
66 SE a SLR BES Kahler MBM BRSE. 因此 车 
— AE RTE i ey ee Kahler IE HE.RABRSE 
SS AER. 

Rit, Mostow 和 Siu [MS] JRWI]bb Hi 2 SERRA Poin- 
caré REA Bergman FARHA- mA f— > th Beith E 
的 Kabler 曲面 M. ART HIRE MAU Ae 好 不 是 球 , 其 方法 是 
验证 对 Mine Ci<3C, RARER AMFA RRR 
空 辐 ,还 不 知道 它 的 万 有 轿 盖 是 否 是 有 界 域 ,是否 一 个 具 { 扼 扑 地 } 
MV: NE AA FE RE Ee a Ss IGT AE SE Kahler 
Be Te Ihe Bh A ERT PR 2 


PP ensayo, AT |E 一 Ll eae 


能 肉 岂 性 有 一 个 具 负 截 曲 率 的 Kahler 度量 ? 这 一 点 尚 不 知道 . 

代数 帅 面 的 拓扑 是 一 个 很 重要 的 主题 。 经 Freedman 和 
Donaldson 最 近 的 努力 。 似 乎 有 理由 相信 每 一 单 连通 的 四 维 光 
HRB DRY RAE OTA ARIA). ora 
Donaldson 得 到 了 关于 单 连通 的 代数 曲面 的 不 可 约 性 的 很 强 的 结 
R, PRESS CRAB BREE, WR CR at, 
Be A BER BY 20 Fe PE A EP Eh BEF -- At 
Re HH TET. 

当 基 本 和 群 无 限时 , TT RA FP AES, Shafare- 
vich Fa il (URE RO A A ee ES A KAT RE Aa Chern 
BOR SSMS — 2B PM OB. 

4. Ra Re, 

AT THEA, TRAECAKHMINRERERW. & 
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里 给 出 两 个 例子 . 

A, 全 纯 里 照 和 向 量 从 

HTAR M, BRHSARMBAM A TM, TM, 
ATM, QTM 等 等 。 其 中 最 重要 的 是 典 则 线 从 ATM™, 

用 吹 大 (blowing up) AEA aie By SS A BT Ot RR 
HR AR PAP PARSE et A ONE EX) Riemann-Roch 定理 对 村 从 给 定 
的 拓扑 信息 或 复 信 息 中 构造 解 折 对 象 或 不 变量 是 一 重要 的 工具 . 

Yang-Mills 理论 在 构造 Kabler 流 形 上 的 爹 纯 向 量 从 和 其 它 
对 象 中 通常 是 很 有 用 的 ，。 Taubes [T1] 利用 Yang-Mills 方程 的 
ROB MB Canti-self-dual) 解 来 构 盘 Kahler Wmi Ma AOR 2 
的 全 纯 向 量 雁 。 是 否 可 也 月 这 个 理论 来 证 明 本 交 作 省 的 定理 :和 若 
M’ BAPM., LEN cup 积 是 正定 的 ， 则 M Mesa 
CP” WE? 

Taubes [T2] 在 两 个 Chern XZA- PRB ARI RIE 
TRAJ Kabler 曲面 上 的 全 纯 向 量 从 (也 可 见于 Donaldson 
[Di] ED2])， 至 今 为 止 ,上 面 的 方法 仅 用 于 2 维 的 情形 ， 在 高 
ABE ,还 设 有 一 个 好 的 方法 来 构造 全 纯 向 量 从 Taubes 的 想法 
可 推广 使 用 寺 构 造 高 维 流 形 上 的 全 纯 向 量 从 。 目 前 还 不 清楚 有 多 
大 的 一 类 全 纯 向 量 从 可 以 用 这 样 的 方式 来 构造 ， 

B. WF ar a] 

AYP AT AJ BER BS Ae ibe RP RASA, 1 M° 为 一 代数 
mI, V CMA REE PRT, UV 的 基本 上 同调 类 ny 
属于 APM) AM, Z). oc PCM, Q) 是 解析 的 如 果 它 能 
Rios AUR EA) PRU SRG ERB BR BRAS, Bl a= 

点 
>} dmr» 这 里 可 < Q AV, EMATE. GR, 每 一 H*?(M,， Q) 


HAJR TGRT AM, QOH (M) Rte, RTA Hodge 
data: 每 一 aE HPM, QOH P M) 是 解析 的 ， 24 P= 工时， 
这 是 成 立 的 , 称 沪 关于 【1 1) 类 的 Lefschetz 定理 ,如 之 2 KE 
HR, 
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在 Kahler HÆ M" 中 每 一 个 解析 了 于 簇 部 是 体积 极 小 的 。， 这 
可 直接 由 Wirtinger 和 Stokes AAAA MER, AMOR 
下 ， 体 积 寝 小 子 广 形成 为 于 往 ， 例如 ，Siu-Yan [SY1j 证 明了 着 
f:CP!— M" 臣 能 量 极 小 的 ， LM fis) SER REER, Nji $b 4 2h 
GAT BM ie a BH). 

Lawson AI Simons 证 明了 CP* 中 每 一 个 稳定 的 洲 (current】 
MERRTE. 他 们 的 方法 如 下 ; 设 s 为 GCP" 中 的 单 参数 投影 
变 株 群 , 设 


B(X, x) = -E (volg(M)) ems TARA X = i, 


EHT B MWE BREM E— ATA. 

Lawson-Simons 的 方 注 给 出 了 一 个 和 解 问 Hodge WMHS, 
给 定 一 个 能 人 fiM — CEY 和 一 个 元 素 PE ACM ON (MM， 
QQ)， 定 义 一 个 体积 蜀 数 : Vol: PEL(N+1, C)—R, gi 
inf{Vol,(C)| C 是 8 MRS}. 这 里 为 的 Poincaré st iA 


VolsC) 为 对 应 于 度量 (8o 门 *24 的 体积 ,而 da w CP” ERJ Pubini- 
Study 度量 。 落 存在 全 纯 的 代表 w 的 C, 则 Vol,(a) = Vol,(C) 
不 依赖 于 8 ROSE. A Vol 为 常 削 数 并 达到 它 的 极 小 秆 。 另 一 
HE., E Vol G—AR A, M Lawson-Simons 的 方法 证 明了 存在 
一 全 纯 的 代表 6 的 C, 因此， 如 果 能 够 证 明 Vol 达到 和 极 小 值 ， 则 
Hodge 猜测 就 证 明了 . 

Siu [52] 得 到 了 下 面 的 结果 : AMY BS hm ay Rat 
Kahler WÉ, 那么 任何 (MZ) 中 的 元 ,不 > 2, HRN 
一 个 紧 致 Kahler RIBRIEMR., MERA TERME. th 
利用 了 Bochnor HAAT Of ASF REANA Ae See, 
SRT (DSA EH REE BD Kabler 流 形 的 连续 
R. 


$6, SAGE A) eA E E 
给 定 一 个 复 旗 形 M, MITTRM EO 典 则 度量 以 构造 复 
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结构 的 不 变 最 . 对 眶 则 度 合 的 一 个 很 自然 的 要 求 是 它们 的 全 体 可 
参数 化 为 一 有 限 维 的 空间 且 在 双全 纯 变 换 若 下 是 不 杰 的 . 
l. Bergman, Kobayashi-Royden ®II Caratheodory ÈE H, 
Bergman 度量 首先 作为 C HAYAARL—-TARE RMS 
出 .后 来 。 该 定义 被 推广 到 其 典型 线 从 KK 容许 充分 多 的 截面 的 复 
流 形 上 。 对 于 Co HRA D, 让 PO) BD Liew BUN Shh 
图 数 空间 。 选 择 该 空间 的 一 组 正 交 基 e) WA Bergman 核定 


MAK (a, w) = > b2bCw), BELAT TEs EE 


E, HERET te Bea, 
我 们 现在 可 定义 Bergman LEH 
tp 一 了 已 


z035; 
Bergman 度量 的 自然 性 不 难 从 Bergman RAE MOB. 16D, 
和 和 DD; C 中 的 两 个 区 域 , 旦 Kile, w) 和 Kar’, w) 分 别 为 它 
们 的 Bergman $. 4 F:D,— D: 为 一 个 双全 纯 同 胚 ， 则 大, 和 
KARRA 


log K(x, 2) + dz,@dz,, 


Kz, w) = KF (©, Fw) )det (25) det( 2), 


Zi Mi) FR UER AK AK 2 EEA OR A ARR 
可 以 选 一 个 正 交 基 {os}, AH eM ACP AGRA, EL Cpull- 
back) 度量 F*(ds*) 即 为 好 的 Bergman FB, “MBS KH 
这 一 定义 与 前 面 的 Bergman 度量 的 定义 是 相同 的 ,因为 D 上 的 性 
何 全 纯 尔 数 可 看 成 是 及 的 一 个 截面 ， 

直观 地 说 : 对 Bergman 上 度量 钓 爹 面 理解 能 够 为 我 们 给 出 一 
个 关于 域 的 自 同 构 的 几何 的 清晰 的 图 象 ， 它 将 给 出 许多 区 域 的 不 
变量 。 近 几 年 基于 Fefferman 的 工作 [Fe] 有 了 许多 进展 ,Feffe- 
rman 着眼 于 Kls, 2) 在 区 域 边界 的 淅 近 性 质 ， 粗 略 地 说 他 证 了 
了 沿 着 对 角 线 Bergman BA TERA 

K(z, 2) = bia) /p(s) + dle) log (ze), _ 
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这 里 p, 中 和 CD 由 ap = 0, LEAKED Aw YR, 
Ae RRA _ 
Kis, w) = f(z, wjp (2, w) + ols, w)loga(s, w), 
这 里 dle, w), dls, aD Mele, w) 分 别 为 由 d KURER 
AIRES he TS OAR Bergman 核 和 度量 的 边界 
性 质 、 度 量 的 曲率 性 质 及 其 它 有 美的 几何 狂 质 、 设 0 为 一 流 形 旦 
deh % Bergman 度量 。 车 如 有 一 个 真 的 自 同 构 的 离散 群 , 我 们 可 
Ram O/T PE Bergman 度量 dsr FS) QO, Kazhdan 证 
明了 车 8 的 言 散 自 同 构 群 了 有 一 filtration TRIR- Rr, D-, 
WELT, Tamla H ò} T; = (1), W Bergman 度量 dsl—dshyr, 


HAH] (pullback) 将 在 马上 收效 于 吕 的 Bergman BEM dsp, 

另 一 有 元 的 方向 是 考虑 典型 钱 丛 的 短 的 整体 截面 。 对 于 r 讽 
分 大 考虑 ACM. K). BRE eE B TRE 各 :对 一 
PCCM ,K")), 取 PCEMM，,，K")) 的 Fubini-Study FRM E 
的 限制 的 11r 倍 , 即 得 六 上 的 一 询 诬 量 ， 人 们 想 知 道 , 当 ” 趋 于 无 
穷 时 ,是 再 有 一 个 极限 度 重 存在 .者 这 一 度量 存在 ， 则 它 将 是 A 
其 及 的 旦 很 有 可 能 是 Kahler-Einstein 89. 

对 于 复 流 形 0, ARTE ERA ER EE, Kobayashi- 
Royden 度量 和 Caratheodory PH. YA Cp Poincaré 圆 
$. WP AG) HORAN SARRS, OCA) HAR OMAR 
Fat. AZA EAS Poincaré BA, Caratheodory EE MH 
Fo:TQ— Rt, XE Folz, 2)—supt|f,G)| :TE AQ), fle) =0}, 
Kobayashi-Royden 度量 定义 为 

F: TH—* Rt, 
这 里 Fale, E) 一 inf{ jal sf € O(A), f(0) = z, fala) = E}, 
HRA, AKTA ERRERA TE BP AY TE Se 
ih ha PHB SARE, 

B. Wong [Wol] DEBRA YS Caratheodory BRAS et Bh As 
于 或 等 于 一 4, 而 党 虚 量 非 乎 凡 时 Kobayashi 度量 的 全 纯 截 曲率 
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不 小 于 一 4{ 对 于 Bergman BES Alisa Bh BRA F --4), 
然而 这 两 个 度量 的 一 个 能 点 是 它们 芷 切 空 疝 上 是 在 双 线性 的 也 非 
SOIR AS CP --# Ad EAC PE See). 

在 某 些 特殊 的 请 部下 ,对 于 这 两 个 度量 有 较 好 的 了 解 .例如 一 
个 具 缚 负 全 纯 稚 曲率 的 入 形 总 有 一 个 非 平 凡 的 Kobayashi-Ro- 
yden 度量 .这 一 问题 的 主要 定理 是 Royden 的 ,他 证 有 明了 Koba- 
yashi-Royden | 生 景 实际 上 是 Teichmuller EE. 奇怪 的 是 Tei- 
chmuller 度 基 上 共有 和 贡 煞 的 全 纯 载 曲率 .。 可 以 对 具有 党 全 纯 截 虹 率 
HY Finsler 度量 的 复 流 户主 行 分 类 吗 9 

Lempert [Lel], [Le2] 证 明了 在 C 中 的 凸 区 域 上 Kobaya- 
shi 条 Caratheodory 度量 实 际 上 是 租 司 的 ， FAR Pe 
的 存在 过 ， 他 构造 了 许多 有 界 全 纯 函 数 ， 他 的 理论 只 在 凸 区 域 上 
起 作用 ， 然 而 怎么 二 能 将 他 的 思想 推广 就 使 用 这 欧 个 度量 去 构造 
得 一 般 疲 形 上 的 有 界 全 纯 函 数 则 是 很 有 趣 的 . 

BAARS (H B. Wong DEBARY [Wo2]) 是 ， 若 一 
TO RER  SARKE— PAPER Bimal, BAL UR 
是 单位 球 . IAB SHURA TTA: —S AAR RI CRER EN 
A SEPA BIA EER. MAST DSSS 
HHF] Kobayashi 和 Caratheodory 度量 的 边界 估计 ， 

一 般 地 ,我 们 希望 比较 Bergman,Kobayashi-Royden, Caratheo- 
dory RER TWR THERI Kabler-Hinstein 度量 。 我 们 知道 
Caratheodory 魔 其 是 三 个 中 最 小 的 度量 这 可 以 由 Kahler HW 
上 的 一 般 的 Schwarz 引 理 得 出 [Y4], Yau 【参看 后 来 Chan- 
Cheng-Lu 的 改进 形式 ) IERT EMI- Ricci BARR TH 
的 完备 的 Kahler 流 形 ，。N 为 一 全 纯 茂 骨 率 有 人 负 常 数 上 界 的 
Hermitian ME, M 一 入 为 一 全 纯 映 照 , 则 dG IOD) < 
Eap Mi), C RRT MUNA, SN ASE Finsler 
SIVA Ee MH? BES, BAAM AHA Teichimuller 
(i fe— Srey Kahler-Einstein 度量 ， 

2, (Bee Kahler Wieki Kahler-Einstein RH, 
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设 M 为 一 个 颇 虱 Kibhler #72, WM 上 的 一 个 Kabler. 
Einstein 度 景 存在 的 一 个 必要 条 件 为: 

(x) 存在 一 个 Kabler 闪避 全 得 第 一 Chern 类 CMO Er 
Wi 2 RARR, 

这 条 件 等 价 于 : 

Ce) 第 一 Chern 类 满足 CCM)>0, CCM) 一 0 或 CM) 
<0. 

本 文 的 作者 【Y11,[Y21 证 明了 当 CCM) = 0 RCM) < 
ORCS Siwy YF Aubin [Au3]) 每 一 Kahler 奖 有 -个 唯一 的 
Kahier-Einstein PEt, 5 C\(M) > 0 i, Kahler-Einstein BER 
ARSE PAR. 然而 ,存在 性 一 般 是 不 成 立 的 ,因而 人 们 希望 
加 上 一些 条 件 以 党 证 存在 性 ， 

我 们 现在 讨论 属于 Futaki [Ful] 的 、 关 于 CAM) > 0 时 
Kahler-Einstein 放量 存在 性 的 障碍 (obstruction) Hitt hs 
B RERE HAART Calabi fCa2]}， 在 紧 致 Kahler WE 
M 上 固定 一 个 Kahler 类 0 = [o] HM) 并 用 Ay RT 
Kabler Æ OWA Kahler 度量 的 空间 ， 定 义 素 函 : 


F:Ho>R, (g)> | r, 
iM RERE gpm, Calabi 称 该 泛 函 的 一 个 临界 点 为 
—A HARE, 枉 何 Kähler-Einstein 度量 在 它 的 Kahler 类 中 
Bh dy, | KR， 因而 是 一 个 极 值 度量 .这 可 由 Schwarz AERA 


| REF CCM) Uo 在 M 的 基本 类 上 的 取 亿 得 到 ,这 里 中 是 
ri Kahler 形式 ， 
Calabi 证 明了 对 一 个 极 信 度量 sg， 梯度 (gradient) WEI 


K= Be OS 是 爹 纯 的 。 他 也 证 明了 M 的 自 同 构 群 的 一 个 
分 解 定理 (类似 于 Matsushima 和 Lichnerowicz T aia HERY 


分 解 定理 )。 特别 地 ,他 证 明了 XX 产生 出 Aut (M) 的 一 个 紧 子 群 . 
+339 


Levine 给 出 了 一 个 Aut (M) RREA EIGERT RES 
M? 的 例子 ;因而 M 没有 和 任何 Kahler-Einstein Bt, 

对 于 Aut(M) JEW Ap PE E AT T S A Sakane [Sk1], 
[Sk2] Ishikawa- Sakane [18] 和 Yau [Y3], H Calabi BY Matsushi- 
ma-Lichnerowicz 的 定理 ,这 些 枫 了 于 都 不 窑 许 Eihier-Einstein EË 
&. Fataki [Ful] 构造 了 Aut(M) BHAA, RR 
以 后 讨论 它们 ，。 然而 至 邻 所 有 的 呈正 第 一 Chern 类 而 不 容许 
Kahler-Einslein 度量 的 Kabler 流 形 和 的 例子 都 有 非 平 凡 的 全 纯 向 
BS, (RARER: AMARE E A SH ewe M 
切 从 古 稳 定 的 。 FAP RRM bebe FG Se iE RB H 
ALU. SRLS RES EH, MA JE 
将 是 Kahler-Einstein 度量 存在 的 一 个 充分 条 件 . 

mal bh, & CCM) = Clo] 且 为 一 极 什 度量。 X= 


Bp’ oe 2 是 全 纯 的 ,得 X~0,R 为 常数 且 上 的 Ricei 形式 是 代 


R CLIM) 的 一 个 调和 形式 .了 俯 一 个 上 同调 类 的 调和 形式 的 唯一 性 
得 Rg = Cep 因而 向 Kahbler-Einsrein PY Calabi [Ca2】 JE 
HAS Ri SR 8 ih PR. Be 又 具 
有 与 对 的 复 结构 相 穿 的 最 大 可 能 的 对 称 性 . A Ca 记 Ue 中 的 极 
HERHRG. ESAT PAR RS. FAAP 
Co HH RAH ah, 则 每 一 个 Co 中 的 度量 管 具 常 纯 量 昌 
z. 人们 预料 互 的 临界 点 必 是 整体 极 小 点 ， 形 成 一 个 连通 集 且 M 
LR © BS Ba ZE Co 上 是 可 递 的 . 

现在 考 谎 Futaki 的 关于 CiM) > 0 的 紧 致 Kahler 流 形 
MM 的 Kähler-Einstein 度量 的 存在 性 的 障碍 . i wtM) ERMEE 
Bu Ale oa) Lie 代数 ,ww 为 代表 CLM) 的 一 个 Kabler ÉR, Yo 


AVERY Ricci PA, BAR Ci(M), mr Y= 00 log det(g5), 
TT 
AE yo 一 anv! 20G, G AHH, EN PH iL, 


= 34h » 


wiv} 


fen(M) >C, X> | (XG) - w, Putaki WEIT f Rik MT 


CM) HER @ pit, AMER Ou = dim(y(M)/Ker(f)) 仅 
eR FM) A 

沙 邮 有 一 个 Kahler-Finstein PHM! y= 0: Futaki #8 yi 
它 的 逆 也 是 对 的 . A Calabi 证 应 下 达到 极 小 ,那么 这 是 对 的 .由 


Ya 0 vo) 85G 得 R =n + AG, RY AX) 一 | (XO) = 
| (CRec)mr 一 [AG Pe", 因而 Bw 一 0 意味 着 CHER, eH 
一 人 小 Kahler-Einstein Bi at, 

利用 阻碍 oy, Furaki 给 出 了 一 个 CCM) > 0, Aut( Mf) 可 
24), E Bw 一 1 ARR Kabler 谊 形 的 例子 .因而 在 这 些 例 子 .上 
不 存在 Kabler-Einstein SB, it H, #& CP" HRPM, ma: 
H, — CP" SHR (e 一 1， 2), Giz M= P(E), KE E = 
nf CH) + aH) Bate CP ba, 8AM de aA A SB 
面 是 最 低 维 的 例子 : 若 UCC 为 超 平面 县 C 一刀 为 一 二 次 此 
线 , 那 么 将 CP EC RASA ARK XA Cblown up) 就 得 到 这 样 
的 M. 

Futaki 的 思想 是 构造 使 Rici 形式 成 为 调和 形式 的 障碍 .对 
FR Chern 燃 的 曲率 形式 成 为 调和 形式 的 障 得 风 Banda 
[B2]. 对 于 与 特征 1 有 关 的 问题 见 Futaki [Fu2] 各 Futaki- 
Morita [FM}, 

3. Hermite MPMB TMB. 

RTH BSH LR- EE Kahler MAW. 对 
于 一 般 的 Hermite Hi, HT Hermie KAA, A mi Æ st 
Riemann 的 ， 很 难 找到 典 则 度量 ， 所 以 人 们 企图 给 好 加 上 附 祁 条 
H., ike OM Eie Hermite 度量 ， 中 为 它 的 Kahler 形式 ， 
一 个 自然 芍 假 定 是 : 

(1) âe") = 0, 

ERK Kahler RE, AMPA oO) 外 的 其 它 条 人 性 使 


eddie 


FER ER, SAMAH ER (supersymmetry) SERRAR, Hull 
和 Witten [HW] EHET o A FARE: 局 部 地 可 将 名 表 为 
59 + 859， 这 里 9 为 一 (0, 1) 形式 .若是 Kabler 的 ， 它 总 能 
写成 961. 

毕 空 上 上, 上述 条 件 等 价 于 Oe = 0, 显然 我 们 只 须 由 B86wm==0 
导出 w 有 上 闸 的 沪 达 式 即 可 。 由 Oe 基 闭 的 ，。 那 么 它 是 局 部 正 合 
的 。 比较 类 型 ， 可 我 到 一 个 (0, 2) 形式 QQ 和 一 个 (1, 1) 形式 中 
使 得 :Bam 一 380 + 50， 了 2 一 0，8w 一 0. 注意 到 w= 万， 
我 们 可 证 o — e — o — la AHER. AE, CERBE 
合 的 ， 可 找到 一 个 (0, 1) ER o tE w ow — a = 00+ G6, 
由 ĉe = 0,0 是 局 部 3- 正 合 的 , o 即 是 所 需 的 形式 ， 

最 近 .Todorov 观察 到 任何 紧 致 复 流 形 有 一 个 满足 3600 一 0 
的 Hermite 度量 ， 因 此 似乎 对 任何 紧 致 复 流 形 来 说 研究 所 有 
000 一 0 的 (1, 1) 形式 中 关于 00+ 66,60 为 整体 定义 的 (1, 0) 
形式 的 子 群 的 商 将 是 一 个 有 趣 的 问题 ， 

现 设 了 为 具 性 质 65(or = 0 的 紧 致 复 流 形 M 上 的 一 让 金 
纯 向 量 从 ,我 们 可 以 定义 从 玉 对 于 w 的 度 (degree) 为 


dega = | Sh) Aw, 


这 里 SCV) 发 从 的 Ricci BA. 由 65(o = 0 知 此 定义 不 
ie TV AY BEB ce. | 

Æ [UY] 中 Ublenbeck Al Yau ERAT: 

(2) 设 了 为 一 紧 数 Kahler MBMEHSAM eM. BV 
稳定 的 , 即 SEK 一 Semel 对 所 有 的 满足 0 < rank(7) < 

rankV rank 
rank(V),V CV AU SRE V’ pba. Vv @—P Hermite-Einstein 
度量 VERA RAT IR FEM. 

反 过 来 ,了 上 的 Hermite-Kinstein 度量 的 存在 则 隐 含 着 不 计 
MEMAR. V ETE MA PAL. Xd Kobayashi 和 和 
Lübke [Lu] 证 明 的 . 很 有 可 能 MM 是 Kahler pyre Pel py 1) fh 
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ae OR SHRED OMA, LEME Donaldson 证 明 的 . 
我 们 现在 叙述 (2) 的 一 些 推论 ， 首 先 ,稳定 全 纯 向 最 从 的 对 
称 张 量 积 也 是 稳定 的 。 HK, WV ERER, r= rank(V)， 则 


G) | Gr, GP) 一 Cr 一 DCKP))Aa" > 0, 等 式 成 立 


MAMMV EM LRM NAIR RAP BRA CL 2 = 2 
Rt. RES BA, RAREST Bogomoloy 的 ). 


此 , 若 CHV) = 0, BA) CV) Ao? > 0 且 等 式 成 立 当 上 且 仅 


当 是 平坦 的 并 在 模 类 一 个 常量 的 意义 下 是 唯一 的 。 这 些 结 果 审 
实 上 推广 了 Riemann 个 面 时 的 结论 ， 特别 地 、 设 这 为 Riemann 
曲面 2, 上 的 全 纯 问 是 从 :, 刚 了 是 稳定 的 旦 CD 一 0 当 且 仅 当 
VEFEARS HRY Hermite 度量 . 即 当 且 仅 当 有 一 个 (3z) 
的 西 表示 [ 详 见 Narashimhan 和 Seshadri [NS]), 
BUTE SE SETA EAE (moduli) 空间 设 M,(r, 4) 
为 Riemann film 2, 上 给 定 的 秩 "和 度 2 的 稳定 辣 量 从 的 一 个 完 
备 放 .能够 证 明 CiCM,) > 0 Bo FRE Mie Me RE 
Ricci 曲率 的 一 个 Kahler 度量 吗 9 Cho [Co] 证 明了 M,(r. d) 
上 存在 Kahle EETA RIEA. Bin, Be aes 
WAIE PEE RAEE Ricci 有 曲率 的 正人 性 ,例如 : 设 豆 是 CP 的 起 平 
面 从 。(1) 为 平凡 线 从 , 则 Hirzebruch 曲面 Ma = PCH? + (1)) 
有 具 正 的 全 纯 截 曲率 的 Kabler ER. H- 当 2 3 时 ， 
Mai 不具 正 的 第 一 Chern 4, 
4, Chern BARE. 
1976 Æ, 本文 作者 证 明了 Calabi 猜想 ,并 在 具 直 富 或 平凡 的 
典 则 钱 具 的 代数 流 形 上 证 朋 下 述 Chern BCR EI: 
at 也 一 了 (—1)}* # 
(—1)*€,C% > aa C. (*) 
x SES a SAMO RTE, BIE CSUs, 
1}, M = BT, 大 约 何 -一 时 候 。Miyaoka [M3] AEF T Bogomo- 
lor 的 方法 ， 得 到 在 曲面 的 Kodaira 维 数 非 负 的 较 弦 的 情况 下 证 
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Wy # 一 2 时 的 同一 不 等 式 ， 然而 他 并 没有 表明 等 式 成 立 时 的 
ie, 

通过 研究 市 奇 点 的 曲面 ，Cheng 和 Yap [CY2] 证 上 朋 了 一 般 
HEREJE A C) (Ama EAH 邮 以 球 为 路 闸 空间) 
[CY2] 中 的 方法 世 可 推广 到 高 维 的 情况 . 可 以 由 此 而 刀 划 双全 纯 
EMF B"/T (TCSU(2, 1) 允许 有 不 动 点 ) HM. HRA 
Fae ACA, AT (variety), 

研究 满足 某 些 Chern 数 不 等 式 除 流 形 也 是 有 趣 的 ， Hirze- 
bruch, Deligne, Mostow 等 曾经 研究 过 满足 不 等 式 【# ) RRB 
m. [Y2] 的 一 个 淮 论 是 CP” 上 Kabler 结构 的 下 述 刚 性 定理 :CP? 
上 的 唯一 Kahler 结构 是 标 淮 结构 ， 且 OP 上 的 唯一 复 结 询 居 标 
“EA, Soa AEST BU eee RIE Hirzebruch 和 Kodaira [HK j 的 . 

ERAS SM BR U ee A A SE Be ample) 时 不 等 式 
Ce DTRAHRIER Se. ERT, FA4E—-b K LAY Kahler-Einstein EE, 
“fT Kahler-Einstein A A(Z Cher FR OPE hE 
ADEA Reo. AT Ricci 张 量 是 仅 有 的 曲率 部 人 分， 能够 表 为 
Ricci 张 量 的 行列 式 的 右边 被 左边 项 所 控制 。 若 (x* ) 的 等 式 成 立 ， 
则 丙 这 的 被 积 国 数 相等 . AR SES MAS oe a H 
率 ， 央 而 (* ) 中 等 式 成 立 当 且 权 当 寻 以 球 为 团 盖 流 形 ， 

尖 其 典 则 线 从 不 是 某 些 丰富 线 从 的 乘积 时 的 代数 疲 形 不 存在 
Kahler-Einstein at Rig, RACERS ILIELE (almost 
ample) 的 式 册 线 避 的 代表 流 形 上 的 不 筹 式 ( 业 )，[Y11 中 证 明了 
让 在 一 个 Kahler-Einstein ER, CEAT ERE, a 
F EAR ES La, a A RH 
K (blow up), JX ëk Cheng 和 Yan LOYD Ra AINE 
MATSO ), 这 种 曲折 满足 : 

is 和 0 且 在 导 的 一 个 于 把 外 二 0. (k) 
Kodaira AER KCM) Md: ， 
KG) 一 人 o? 若 NCM) = 0， 
maxrdim{ da Mh 车 N(M) 天 0 
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这 里 N(M) = |n > 0EM, K”) = 0}, Pm 为 多 典 则 (plvri- 
cononical} ER 容易 看 出 K(M)<M PRRs, A 
(MD) =n, WME. 

ZE n= 2 it, HE AENA Kodaira 维 数 双 亚 纯 好 分 类 . 
K(M) = — o, 0 或 1 的 情形 已 经 熟知 了 ， 居 (村) s2 BEIMA 
一 般 类 坦 的 曲面 》 当 且 仅 当 计 满足 (六 k) 设计 为 一 个 一 般 类 型 
PR = EI. AK OOF eR Ae, Kawatama 证 朋 若 K+ C0 
对 每 一 代数 曲线 COM Riz, UM IEC 六 ), 

RARECO kalaa) 即 若 M” ~~ ALIS Be 
RADARE, WU -RSE Ck DERI. 这 在 n e 3 有 时运 不 清 禁 .人 
{Ae A REA Se ROCIO. 在 
这 一 方面 ，Siu [53] 有 下 面 的 定理 [85]. 首先 回忆 Siegel 的 定 
E: BRE M” bah ime CMB MRT RST oe, 
M4 Se A Ae WA MER Moishezon 流 形 .一 个 Moishezon RWE AE 
Ay > Re Fe A ORRAT (blow up and down) 
而 得 到 ， 因 而 双 有 理 于 一 个 投射 代数 流 形 。Moishezon 流 形 上 总 
tt Sane Lie CCL) = 0 并 在 一 子 符 外 CAL) > 0, 
Siu [553] 证 明了 在 CCL) 非 值 且 在 某 一 点 为 下 的 较 强 的 假 没 下 
其 道 也 是 对 的 。 因 此 一 个 满足 { 类 六 ) 的 流 形 是 Moisnezon。 现 在 
WARES CP’, # 之 3， 有 一 非 标准 的 Moishezon 结构 . 

5. HERS Hie Lay Kahler-Finstein 度量 ， 

BLE Te eee TE Re EEJ Kahler-Einstein EE. ig 
是 一 个 M” 上 的 完备 的 Kahler-Einstein BE, Bl Ry = Czy, C 
ARR, A C> 0， 则 Myer 定理 指出 M ERAGI, Abc <0 
WC(M) <0, 在 该 节 我 们 讨论 COM) <0 的 情形 ， 从 而 把 
CiM) = 0 Fa al TFt, 

问题 是 刻 划 带 有 完备 Kahbler-Einstein 度量 8 ;满足 Ri 一 一 
ga 的 非 紧 致 流 形 .等 别 地 ,希望 给 玫 加 上 一 些 条 件 取 保证 Kähler- 
Einstein 简 量 的 存在 性 和 唯一 尾 。 首 先 ， 唯 一 狂 总 是 成 立身 。 也 
WES MIN SK R= —1 的 完备 的 Kahbler-Einstein 流 
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形 且 F:M >N 为 双全 纯 同 胚 , 则 F 是 等 度 闻 构 ， 为 了 证 明 这 点 
i g, de Mg’, dv’ S52 M 和 NI 的 Kahbler-Linstein EP ete ia 
形式 ， EI p= log ( Frde'/de), U) B56p = —f*Ric’ + Ric= 
F*g’— g Bodh. 我 们 有 Ap 一 一 2 十 #，etr。 因 此 由 极 大 值 原 
理 得 ps0 和 Frdt deo, A FORG F, 我 们 有 F*dv > de, 
F tS BAR. 

唯一 性 河 纯 是 下 之 等 于 一 1 的 儿 近 完备 的 Kahler-Einstein 度 
量 也 成 立 . RE, M 上 的 一 个 度量 de 称 为 几 近 完备 的 如 果 我 们 
能 将 M 表 为 区 域 只 .的 递增 和 且 有 2. ORARE dsa 使 得 dst 
在 对 的 玲子 党 二 收 伐 于 d, TEIL Cheng Yau [CY1 ], 

我 们 现 症 讨论 具 信 纯 量 曲率 的 Kähler-Einstein 度量 的 存在 
tH. 当然, 这 种 度 最 的 存在 将 给 M 的 复 络 构 一 些 限 制 茶 件 ， 例 如 
Eiseman [Ei] WEAR TS M 有 一 纯 量 曲率 小 于 负 带 数 的 Hermite 
度量 ,那么 在 Eiseman 意义 下 的 侈 测度 实际 上 是 一 个 测度 ， 也 承 
是 说 M 是 测度 又 曲 的 . 

在 [CY1] 中 ，Cheng 和 Yau 证 有 明了 一 大 类 非 竖 致 流 形 上 
Kahler-Einstein 度量 的 存 下 .确切 地 说 ,他 们 证 明了 下列 定理 : 设 
Ma 是 一 个 Hermite 流 形 , 它 的 Ricci 张 量 定义 了 -- 个 邮 率 和 协 变 
BRAN Kabler 度量 ， 则 对 有 一 个 一 致 等 价 于 上 述 度 量 的 
Kabler-Einstein Hi, 

7a M ARSAM Ricci 曲率 的 Hermite EEA EMR 
OC MONAT EY, BAARE—THANE 
下 时 有 一 个 唯一 的 几 和 近 完 着 的 Kahler-Einstein EA, AWM 
是 完备 的 , 则 这 一 度量 也 是 完备 的 ， 

特别 地 在 任何 Ce 中 的 有 界 域 上 都 存在 完备 的 Kaihler-Einstein 
RE, HECER C0” 边界 的 域 的 次， 在 这 一 陈述 中 ,C7 可 代 之 
以 Ricci HHRMA LAA Hermite WW., 

Mok 各 Yau(MkY] 证 明了 0" 中 的 任何 有 界 氢 廿 域 部 有 一 
个 完备 的 Khler-Einstein BE. 这 蚌 仅 知 的 在 任 一 有 界 金 纯 域 
寺 的 完备 的 RUER, 
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现在 讨论 当 M 的 体积 有 限时 的 情况 。 这 时 对 的 “无 穷 远 点 
靠 " 很 小 (机 Ce 中 的 有 异域 和 的 无 穷 远 点 集 相 当 太 )， 我 们 有 下 男 的 
75 OW: 若 曲 率 为 负 且 M 具 有 限 的 拓 提 型 , 则 MM A Rede. Dee 
FERRER Kabler WE MG M —M\ THE). 在 某 些 情 
É, Mp Le, Al M 是 拟 射 影 的 ， 

对 一 个 有 限 体积 的 局 部 Hermite 对 称 空间 M, Baily 和 Bo. 
rel [BB], Satako [St] 种 Mumford 得 到 了 它们 的 一 定 程 度 具体 
WEE. 对 这 些 流 形 Kihler-Einstein 度量 存在 ， Siu 和 Yan 
[SY317 证 雪 了 一 个 具有 限 体 积 和 曲率 界 于 两 个 负 常 数 之 间 的 完备 
te EU EHI. 

fa LAA WUE AY SBA TES SPR ARO A a E 
变 微 分 ) 的 Kibhler HI, AMA Sm MDU- UD, 这 里 
M 是 紧 致 Kahler BA Doos Di WER. ARTA 
当 的 刻 划 Di; 以 及 描述 D 如 何 与 D, 相 区 的 代数 数据 ,那么 可 以 有 
希望 构造 M 上 的 Kahler-Einstein BER. Hin = 2 (KEE 
知 的 。 例如 ， 设 Cc Mm 为 桶 加 曲线 E C- C0, PSEM 
[C] iR, A C= {S=0}, HBA deg! S| Uog] sh) 就 是 
—A DY C204 (cusps) 的 M/C 上 完备 的 渐 近 Kahler-Einstein 
se. 

设 D 为 一 紧 致 Kahler 流 形 上 的 一 个 除 子 ， 在 好 上 CIK 十 
[DD 20, 在 MD 上 CR 十 [Di 盖 0， 且 (RS 十 TD]) 一 
e[0]|o > 0, H MO 有 一 具有 限 体 积 的 Kabler-Hinstein 度量 ， 
且 度 量 的 曲率 种 它 的 协 变 导 数 有 界 .还 不 知道 是 否 完 备 的 Kähler- 
Einstein BE RA RAR, 

HTHH BR M 一 M\D, Kahler-Finstein 度量 总 是 具有 
限 体 积 且 可 定 久 对 数 Chern 26 CM, D}. Kabter-Einstein EH 
FEE HA TIATA Chern 类 C 和 C; 的 不 等 式 ， 

(1072, > AD a. (*’) 


SEEN A TE AS SE SA I MAD A C 中 的 单位 球 为 
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Peer SSH), MHARI. 
一 个 复 流 形 称 为 测 麻 双 曲 的 车 KKobayashi 测度 是 处 处 正 的 . 
对 于 完备 的 Kihler-Finstein 流 形 ,下 面 的 不 等 式 成 立 . 
Cid vkobayasti == 全 piKihler Ringein 2> Caf UCaratheodorys 
这 里 C Ca OSE. RA FSR. 若 对 的 Ca- 
tatheodory 魔 量 荐 完备 的 :那么 M 有 一 个 完备 的 Kabler-Einstein 
HE Bt hie | 
6. TF RE Re ERI Ricci 平坦 度量 ， 
WET esc ERWE M ERI Ricci 平坦 度量 . 首先 ， 在 
AH RL F ETE EAA AGS, Bo Bs Kahler-Einstein 
度量 也 只 在 每 一 Kabler 类 中 是 唯一 的 ， Re 和 8 EM EA 
个 Ricci 平坦 Kahler Bie, BEM es — ey = OOF, F 有 
F, 那么 Sgh 在 紧 致 的 情况 ,上 述 条 件 表 示 和 g’ RA 
一 Kahler Æ, HTAR FEASA Ricci FRI, hea Le 
FARRAR. 
fe FETT AE PF WE PE [rT] Ml ao ARs E M = Cr at, 
Calabi 提出 下 而 的 未 解 次 的 问题 : 若 eGR 为 一 严格 的 多 
AAMAR, deZ) 一 1， 那么 如 果 Kabler Bh ds = 
， atog! 
DT av Ode LEN, BREA BM di 一 般 来 
Lice A565 SA. fl a0 Fatou 和 Bieberbach( 参看 Bochner 和 Martin 
的 书 [BM], p45) 给 出 了 一 个 双全 纯 的 避 到 8 的 映照 (这 里 
CO 是 开 集 , 且 OW! 包含 一 个 开 集 ) 使 得 FF 的 Jacobi fF ARB 
Srl. Meow = lett t jel’ I dsp = Ftd 一 F*gyi 是 非 
TEEI. 
HITZAREN F e Aut(C?) 其 Jacobi 行列 式 等 于 1, 便 
ROME RE, 令 Fir, w) = (e + flw), w). 对 于 上 述 的 
a, «OF 仍然 严格 多 次 调和 有 ashe 是 完备 的 且 Ricci 平坦 的 ， 所 
以 : 百 观 看 来 Aut(M) 越 大 ,问题 就 越 困难 ， 

现在 讨论 在 在 性 。 正 象 负 纯 量 曲率 的 情况 一 样 ,志和 备 的 Ricci 
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乎 办 的 Kabler 度量 的 存在 将 给 M 的 复 结构 加 上 某 些 限制 . 例如 : 
由 Schwarz 引 理 [Y4], 我 们 知道 不 存在 M AIA RRR at 
ERE Se LRRD Hermite 流 形 的 非 平 岂 和 的 全 纯 申 照 ， 作为 一 个 推 
te, BEAM S—SRATI ORAS NHS, 
IMA MOM 不 可 能 有 任何 具 非 负 Ricci Etsai Kabler 
Ei. 

ARAL a. RM 有 一 个 常备 的 Ricc SHH Kahler Bear. AE 
2 M = MRT AE M 2) er Kahler Bt. AERA M AY 
EAERI ARAR. MAU M= MTT), de M EAS 
一 个 Ricci YH RIEA, Maing M, 经 万 有 覆盖 。 丰 妨 设 对 是 单 
EWR. BE, do = G/—1 YKdz' Ada AdE Ads, K 为 正 实 
(AH, 由 Rie(ds) =0, 我 们 有 65( ivogK) 一 0 AKAM 
地 写成 AL, A 为 全 纯 图 数 。 四 单 值 性 方法 能 得 到 一 个 全 纯 2- 形 
A q= idz Adz, h HAYS. A yp Agee .因此 n Sh de Ada 
aE BE Fe BU K 的 整体 截面 ， 

直观 地 说 二 可 能 在 MFC eI ST oO, n 司 能 延 拓 到 
M ,也 就 是 说 存在 一 个 非 平 凡 的 截面 S E ACM, K), 这 将 意 
昧 着 及 是 平凡 的 或 HM, K”) 一 0，Ym > 0， 因 此 对 :的 开 o- 
daira 维 数 为 一 co 或 0 这 是 网 为 车 1€ UM, K”), W res 
沟 时 上 上 的 全 纯 防 数 , 因 长 为 常数 ， 人 得 六 非 平 凡 时 由 于 S ERAAN 
0,4 re S°=0, aL t = 0 BRIE KEM CEFAN. 

由 对 是 Kahler 的 和 单 连通 的 , M 的 被 小 寞 【model) 是 一 个 
Kahler HHH K=O Wo, K= k PHK-3 曲面 或 
Euriques Hii, 当 天 一 一 oo h},42—-TAHRHERS EAS 
HHE, M 64 aE ALAK (blow up), M= 
M\{S=0}, 0#S€H(M, K. 反 过 来 , 若 M 一 MS = 0}, 
SE HM, K, M Wh, BAM YA i Ricci 平坦 的 完备 的 
Kahler 2. PA oe, 

PPA ERA tat Pasa el: ESAS eee E MY Ricci 
W718 Be a EA? EB RE Re Ia. A 
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们 也 想 知道 当 度 童 忆 部 渐 近 于 一 个 欠 (cone) HORE. 或 许 假 
定 度量 是 Kahler 时 间 题 要 容易 一 些 . 

Ricci 平坦 的 度量 的 存在 有 许多 应 用 。 例 如 ;利用 Rieci PH 
EE, SuflSi] 证 明了 任何 CCM) 一 0 且 PCM, R) =0 的 曲 
Ti Ma 是 Kahler 的 ， 从 Todorov [To] 也 可 见 到 高 维 的 情况 。 人 
们 也 提出 下 面 的 间 题 ， 设 M” 为 单 连 通 的 紧 致 复 访 形 ，” 关 2, 若 
AAR ARM 27 wo © HM), BSS M 是 Kahler 的 玛 ? 
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附录 二 问 题 集 " 
EO R A 


EPA AROLE EB, Veli 
MA AT RAE RRON A GR A> Æ Bourguignon, 
Calabi, Cheng, Kazdau, Li, Schoen, Simon, Treibergs A Uhlen- 
beck 讨论 后 ,我 给 出 了 一 个 六 十 个 问题 的 清单 并 作 了 两 次 报告 . 
后 采 ,又 补充 成 这 个 问题 集 ， 

要 强调 此 问题 案 并 非 包 括 所 有 的 问题 . 问题 的 选择 在 很 大 
程 工 上 学 到 作者 个 人 兴趣 的 影响 ;除去 少数 例外 ,我 并 不 想 提 出 其 
它 领 域 中 蝇 些 与 微分 几何 有 帘 团 的 关系 或 者 可 能 采用 微分 儿 何 的 
方法 来 解决 的 阿 题 . 

[a] AEE A SEAT EL ESPEN" EB. GR. “PRAY” i] 
题 可 能 外 一 个 刚 人 门 的 学 生 在 得 短 的 几 个 月 时 间 内 给 予 解 决 ， 而 
“初等 的 ”问题 则 可 能 在 很 长 的 一 段 时 间 内 解 忆 不了， 我 希望 这 个 
问题 集 能 够 给 刚 和 人 门 的 学 生 一 个 甘于 这 个 方向 的 简明 的 概 速 。 

如 果 涉 是 爹 部 的 话 ， 大 多 数 问题 是 众 所 典 知 的 ， 如 果 一 个 间 
题 有 确定 的 参 沙 文献 或 明确 是 由 某 个 人 提出 的 , 邢 么 这 将 被 提 到 。 
否则 读者 可 认为 此 问题 是 熟知 的 . 

聚 后 ,在 此 对 姥 些 看 这 初稿 并 混 出 补正 .进一步 的 讨论 及 参考 
文献 的 数学 家 们 表示 感谢 。 他 们 是 ; F. J. Almgren, Jr., M, 
Berger, A, Borel, E. Calabi, J. Cheeger, M. Gromov #0 H. B. 
Lawson, fet 4f James Mechraz AHE FRIES [al Ss Se ee 


— -a 


1) AXE Re) A A CYau, S. T., Problem Section, Semi- 
nar on Differential Geometry, Aun. Math. Stud. vol. 102, Princetoa, 


Princeton Press, 1992), ae SSE Tu LARA es R E pR]. 
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中 给予 我 的 帮助 表示 感 廊 。 


I 典 率 及 流 形 上 的 拓扑 


A. 截面 曲率 

1. (Hopf jaf) 2 x 8 是 否 容许 一 个 共有 正 的 截面 曲率 的 
BE EL? 

KARK E Bourguignon 和 和 共 他 人 [BDS] 关于 Berger 
[Br1} 的 一 个 结果 前 改进 ， 作 们 证 有 明了 在 Sx e RREN 
一 个 邻 域 上 不 存在 上 只 有形 截 曲 党 的 度 旺 。 

一 般 地 ,我 们 未 设 有 任何 紧 数 、 具 非 俩 截 曲率 的 单 连 通 流 形 不 
容许 一 个 具 严 格 正规 曲率 的 度量 ， 是 否 一 个 秩 大 于 1 的 紧 致 单 连 
通 对 称 笃 周 容 许 一 个 具 正 曲 兴 的 袁 量 。 最 终 ， 我 们 将 能 够 机 呈正 
昌 率 的 4 维 柚 形 分 类 (了 此刻, 我 位 只 有 和 CP AP). 

2. 在 怪 (exotic) 球面 上 是 否 有 具 正 曲率 的 度量 ? 

Gromoll #i Mecyer [GML] 在 一 个 Milnor? HER +323) 7 
—P RAR MRE. EA SARRARR TRA BRE 
曲率 .在 [HI] 中 N. Hitchin 证 明了 在 "很 树 ”{very exotic) AY 
球面 上 黄 至 不 容许 一 个 具 正 的 纯 量 曲率 的 度量 ， 

3. 设 M AAA RRA NE. 是 否 对 的 第 i 个 
Betti BARAT NBER TN 的 第 i 个 Betti Bee 

最 近 ，Gremov [Gri] 证 明了 第 i 个 Betti ARARAT i 
ANAS LA. 因此 若 M FS CPE, M 不 容许 一 个 具 
FEER, 

4. 设 M 为 具 正 曲 举 的 紧 致 流 形 ,是 否 M 容许 一 个 光滑 的 ,有 
效 的 S 作用 ? 

这 个 问题 产生 于 所 有 已 知 的 具 正 曲率 的 流 形 的 例子 都 上 共有 许 
多 对 称 性 . 

5. 是 否 有 一 具 非 负 Ricci 曲率 的 紧 致 单 连通 流 形 市 它 不 容许 
Slt fi RRE E? 

SAP eke”, HARANT CE 的 连接 和 ， 


«B59 « 


Gromoll 和 Meyer [GM2] 构造 了 一 些 具 正 Ricci Hh RATA 
Ruler REE AMUE. 因此， 或 者 这 些 广 形 不 容许 具 非 负 截 曲 
TH BE Bt. A Hopf 狂想 是 不 成 立 的 ( 见 问 题 8), 

6. 所 有 的 只 正明 举 的 齐 形 上 的 向 量 从 容许 一 个 有 具 非 负 截 曲率 
的 学 省 度量 吗 ? 

这 是 理解 Cheeger fil Gromoll [CG2] 的 定理 "每 一 完备 的 非 
负 曲 率 的 访 形 答 分 问 有 是 于 全 测 地 的 紧 致 非 仙 则 率 的 于 次 形 的 向 量 
AA” EIR — PEGE. oJ. Nash [Na] 在 关于 Ricci hpg 
Si Pee PTE, A. Rigas [Ri] 也 在 这 方面 做 了 些 了 工作 , 

7.《Chern) 设 M AER EHEN, EA zt M) 的 每 
一 Abel FFE si 7A TRAY? 

WEE $ 5. Chern A Kyoto 微分 几何 会 这 上 提出 的 。 他 
的 猜想 基本 Preissmann [P] 的 党 理 和 空间 形式 问题 的 解 【 见 
Wolf [W]), 狂想 在 曲率 为 负 或 为 正常 数 的 情况 下 是 成 立 的 。 也 
许 对 于 一 个 非 鳞 曲率 的 紧 流 形 ，xz(M) 中 的 Abel TEER A 
形 的 曲率 芝 量 的 猴 所 控制 ,如 时 我 们 能 适当 地 定 忱 后 者 的 证 .最 近 
G. Carisson [Car] 证 朋 若 一 个 Abel BER REPEAT KOR BAT 
乘积 ,那么 Abel 群 的 秩 不 大 于 K, 

8. (Hopf) 试 证 一 个 其 止 裁 遇 举 的 偶数 维 紧 州 形 和 的 Euler 示 
FER AE, 

一 个 值得 注意 的 进展 是 由 Geroch [G1] 提供 的 一 个 六 维 开 流 
形 的 例子 ，、 它 有 一 具 正 曲率 的 《 非 完 备 ) 度量 和 一 在 的 Gauss- 
Bonnet-Chern WHR. 关于 该 猜想 的 详细 情况 可 风 Chern 
[Chl]. 

9. ZIR AY HE AE BA E ERG E e E GS SEA BE. 

“由 Cartan-Hadamard 定理 我 们 知道 该 流 形 是 一 个 Ki, 1), 
这 给 出 了 该 群 的 条 件 , 例 如 该 群 必须 是 无 挠 的 ,Preissmann [P] 定 
理 断 定 每 一 Abel 群 是 循环 的 ，Milnor [M1] 证 明 它 必 有 指数 增 
tk. 

事实 上 ,利用 Margulis [Ma] 的 一 个 结果 ， 我 们 可 以 证 明 一 
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全 特 环 子 群 的 共 轿 类 的 数 自 至 少 是 指数 增长 和 的，Eberlein [E] 也 
证 明了 该 群 包含 一 个 韭 平 凡 的 自由 子 群 。Mumford [Mu] ha T 
一 个 具 第 一 Betti 数 零 的 代数 曲面 ,以 球 为 覆盖 空间 。 A AP IK 
流 形 的 有 限 必 盖 其 第 一 Betis B, RRMA Rae 
ar Kabler 代数 明 面 分 类 网 9 Margulis 的 方法 将 给 出 更 多 的 结 
w, 

若 M 是 维 数 大 于 2 的 不 可 约 局 部 对 称 空间 ，A. Borel [Bor] 
的 一 个 定理 (也 可 作为 Mostow 的 强 刚 性 定理 的 一 个 结论 ) 告 评 我 
们 基本 群 的 外 {outer) BHAR E AIR. MAE am A 
于 一 般 和 的 具 角 曲率 的 流 形 也 对 。 注意 Mostow fil Siu [MS] 的 例 
子 是 一 个 负 昌 率 流 形 , 不 同 伦 于 任何 局 部 对 称 空间 ,Millsou [ Mil] 
和 Vinberg [Vi] 构造 了 其 非 零 第 -一 Betti RA RHA AF. 

10. 作为 前 面 问题 的 继续 , 讽 MO RAAR RA, 是 
A C—1)°XCM ) > 09 

这 是 Hopf 消 想 的 一 部 分 ，N 一 2A eR CL Chern 
[Ch2])}。 Singer @ISI FF M 的 万 有 材 盖 来 解决 这 个 问题 。 他 
指出 若 万 有 覆盖 的 L MEARE TO RBA Se, BART 
可 以 章 用 轿 这 的 指数 定理 (有 砚 Atiyah | Atl]) 来 证 明 此 命题 ， 

Anderson [Anl] 构造 了 截 曲 率 介 于 两 个 负 靖 数 之 间 的 单 连 
通 流 形 的 例子 ， 它 们 的 L-AN P- 形 式 的 维 数 是 无 限 的 然而 他 
APIA RES EAT PRICY A Bem. 

11. Cohn-Vossen 不 等 式 说 有 明了 一 个 完备 曲面 的 全 曲率 被 它 
的 Euler 数 所 控制 。Finn [Fi] 和 Huber [Hu] 用 几何 量 研究 了 
它们 的 差 .问题 是 如 何 将 这 不 等 式 推 广汉 高 维和 情况 。 若 计 为 一 具 
APR AAR AA A A Se I. 什么 时 候 Euler 数 等 于 Gauss- 
Bonnet-Chern 积分 ? E M 是 局 部 对 称 的 ，Harder [Hal GEA T 
SESH. SEPTATE, ADA. 在 一 
次 私人 谈话 中 ，Gromoy BERS RETE, BFE SC RAT 
RY. jl] Gauss-Bonnet-Chern 积分 就 是 一 个 整数 且 为 它 的 Euler 
数 ， 
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若 M 是 完备 的 且 具 非 负 曲率，Poor [Po], R. Walter [Wa] 
及 Greene 和 Wu (定理 9[GWu]) 证 明了 Cohn-Yossen 不 等 式 
当 dim M 一 4 时 是 成 立 的 。 等 式 成 立 的 几何 条 件 是 什么 > 当 
dim M = 2n, n 之 2 了 时 将 会 是 什么 情况 2 

Cheeger 和 Gromov [CGrl, 2] 在 满足 UK| S&C, ERE 
fe. HAt—IEM (normal) Meee BHR PA AA SOAR 
流 形 上 得 到 了 Gauss-Bonnec PH, 

12. 设 Mo M: AR MHA Re R.A mM J= mlM)» 
试 证 M, GHA; TART Ma 

Cheeger, Gromoy [Gri], Farrell #4 Hsiang [FH] 取得 了 
一 些 进 展 。 Cheeger 证 明了 m(M) 决定 了 MM 的 第 二 Stiefel M., 
Gromov 证 明了 m(M) WET M pJ fr Wiel A, Farrell- 
Hsiang 证 明了 miM) RET M x K, Farrell-Hsiang AH 
iH p- -A pE Al (a A, 

13. i Mi TM, ARGH ASR Re Einstein 流 形 。 设 
mM) *m(M:) 4 dim M, > 3, 是否 M, TERARRET M2 

车 这 两 个 流 形 均 是 局 部 对 称 的 , IK a Mostow 的 刚性 定理 . 

14. 设 MAN 2 RRB. FECES REI — Pi ee TN 
PIE tr BY On 使 得 M ita AARP PER ee a ee E 
M 的 曲率 介 于 一 1 一 5w 和 一 1 之 问 ? 

Gromov 41 Thurston [GT] JERRY 4 N > 4 时 这 是 不 可 能 
的 

设 M 为 一 非 空 间 形 式 《 即 具 常 曲率 ) AO th Rpg BS ee a n 
ARREZ 设 ds in 一 4 相 一 1 ZR RBS 
ds? Fe — hag BEST BREE 

当 dim M = 4 iff, “sous Heat Euler 和 Pontrjagin 数 的 
曲率 表示 的 简单 让 用 获得 . 

在 正 曲 率 的 情况 ,我们 也 可 提 纪 类 似 的 问题 . 

15. X p.i. 流 尼 建立 合理 的 本 率 概念 :以 使 得 可 以 得 到 适当 的 
pinching 型 定理 及 用 曲率 家 达 示 性 类 的 公式 . 
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例如 ,我 们 希望 得 到 对 于 正 弯 曲 流 形 ( 即 在 上 述 意义 下 有 正 曲 
率 ) 的 基 种 类 型 的 PL BA, 

在 这 一 方面 ，Banchoff 关于 p. i. 流 形 的 Gauss-Bonnet 公 
Ao Regge 对 于 纯 量 曲率 的 建议 以 及 Cheeger 对 于 多 个 曲率 不 变 
RN OE (Cheeger [C3], [C4]) 等 项 工作 都 是 有 意义 的 进展 . 

lé. 和 甘于 具 和 负 轩 率 的 紧 致 流 形 的 Poutrjagin 2841 Stiefel- 
Whitney BRPEMETA? Flin, RAMP AR Bee 
TÆRET (spin)? 

17. (EHR — SESE Stiefel-Whitne; WAE, 

这 个 问题 已 被 Hamrick 和 Royster [HR] EET! 

18.12 M 为 一 完备 的 、 蕉 曲率 玉兰 0 的 非 紧 流 形 、 若 在 某 点 

x, K(x) > 0, WIE M ROBART RY, 

这 个 猜想 提出 于 FCG2]。 和 进一步 ,一 个 处 处 曲率 为 正 但 可 能 
除去 一 低 维 点 集 为 零 的 度量 能 和 否 形 变 到 有 具 正 曲率 ?【 见 Gromoll- 
Mayer (GM1]). 

LF OWE MERA M 上 的 代表 某 一 Pontryagin 
类 的 闭 的 44 形式 . 我 们 能 否 找 一 个 M LAE RB Oo TH 
Chern [Ch3] 的 意义 用 曲率 形式 加 以 麦 示 ?” 若 有 其 它 的 哲 扑 障 
三 ,它们 是 什么 > 稚 朋 显 这 种 障碍 应 该 存在 ， 癌 题 是 必须 找 节 一 
DH RAE, 

关于 Chern RfE HE OH TARRY TR, 对 第 一 陈 类 ， 这 是 
由 Calabi 提出 并 由 [Y] 所 解决 的 , 这 个 问题 的 解决 将 给 出 对 曲率 
张 量 的 深刻 理解 ， 

本 节 和 补充 

a) 征明 每 一 具 负 截 曲 率 的 3 维 流 形容 许 一 个 具 带 负 截 曲率 
的 度量 , 

这 是 Thurston 猜 程 的 一 个 推论 ， 仿 猜想 称 每 一 3 ARB A 
分 解 汰 几何 片 (geometric pieces). 

b) WHR IER SETA RRR ATA BR A R 
eee : . 
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当 dim 一 4 时 ,这 已 被 Ro Hamilton SKIER. HOR. LoD 
Moore [Mr] 和 M. Micallef itt, —-PHEMA RE, 
WEH FF 2- EE isotropic 2-planes} POH. ŻE., WK 
ERAETRHE. PRIGI 2-54 EAS AR EA — e E H SY KR 


<--pinching 条 人 性 以 及 正 曲 率 算 子 的 条 件 都 要 弱 ， 


能 否 证 明 在 上 述 条 忻 下 , 对 实际 上 微分 同 肥 于 球面 ? 

B. Ricci ft 2 

20. FARR REAA RA T 所 需 渡 足 的 充分 必要 条 
忻 以 使 得 能 够 找到 一 个 度量 oi, WATE: Ry Ro 2g,, 9° Ti? 这 
里 Ry AREA gi; 的 Ricci 张 量 和 纯 最 曲率 。 【在 这 里 可 允许 
Ta 依赖 于 gi; 及 其 一 阶 导 数 .) A gu E+ HIE EA Lorentz E 
量 , 这 刚好 是 Einstein Boa, AM AOR, METAR 
边界 条 件 ? 

21. on M 为 一 具 正 的 Rici HRPA, MAMES 
变形 为 刺 边 界 的 紧 致 流 形 ? 

22. 刻 划 具 正 Ricci 曲率 的 完备 流 形 的 基本 群 的 结构 . 

ti vests A, Cheeger-Gromoil [CGE] #9402 (splitting) 
ie eR T a SE A. 

不 坚 的 情况 更 为 复杂 ,最 这, P. Nabonnand [Nab] 7 Bérard- 
Bergery 的 指导 下 提供 了 一 个 具 正 Ricci 曲率 的 非 紧 致 、 完备 4 i 
OU HS PI, EASE APACER a, 

在 3 维 情形 , Schoen 和 Yau [SY1] 证 明了 这 样 的 流 形 与 RR” 
eis 4} (A) RR. BU BE IERRA eB AE i — & fF 
(polycyclic) WAITE. 

23, 构造 一 个 天 -3 HT A ee, PEJE Ricci HRDF, 
过 的 存在 性 已 由 Yau [Y1] WEH. 是 否 存在 Rice: 曲率 为 零 的 4 
注 辛 形 不 玉环 面 及 天 -3 曲 击 为 约 盖 空间 ? 一 个 简单 的 来 决 问题 
he FE GIA EHI HE oe IA St a SOx SY, 

24, 是 否 每 一 维 数 SS 的 访 形 容许 一 个 具 负 Ricci 曲率 的 度 
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E? 

% Gao [Ga] 及 Gao 和 Yau [GY] HueAR T f Ree = ae 
流 形 都 容许 一 个 具 负 Ricci 曲率 的 度量 。 或 许 每 一 维 数 之 3 的 流 
JER AIT fh Ricci 曲率 的 度量 存 在 ， 

研究 具 非 正 Ricci 曲率 的 Kabler 流 形 的 性 质 仍 将 是 有 趣 鸭 . 
希望 能 证 明 SX 不 容许 这 样 一 个 度量 。 这 将 表明 XxX OS 的 
复 结构 正好 是 Hirzcbruch 曲面 所 给 出 的 , 有 许多 具 人 负 Riec 曲率 
ARE egy Kahler WEW PIF [Y1], . 

25. 分 类 具 负 的 Ricci 曲率 的 + 维 紧 至 Einstein HB, S 是 
BATA PE 

Thorpe-Hitchin “435% [H2] 4 SRR Euler S70 
指标 的 某 种 关系 。 

26. 寻找 常数 on < Cy 使 得 对 每 一 和 N, 若 流 形 和 的 Ricci Pas 
PE endi; S Ry Cndij, WIE A— > Einstein Ba, 

C. bi Hh E 

27. 分 类 具 非 负 纯 量 曲 座 的 完备 3 ERE., 

RET Me AERA IM, ACO SR TS 
有 这 样 一 个 度量 。 事实 上 ， 在 合理 的 物理 假设 下 Schoen 和 Yau 
[SY2] 证 明了 字 宙 中 这 样 一 个 度量 总 是 存在 的 ， 

Schoen-Yau [SY3} 也 证 明了 这 种 六 形 的 基本 群 不 包含 同 构 
TSS 21H RS HRN RABIN TH. GERRY. IX 
[S¥4} 中 得 到 了 证 明 . 对 于 维 数 天 于 3 的 情形 Schoen-Yau [SY5] 
和 Gromov-Lawson [GL] 对 此 问题 进行 了 讨论 , 

28. 分 类 所 有 有 具 正 纯 量 曲 率 的 4 维 紧 致 Enstein 流 形 。 

29, 证 明 一 个 具 非 负 纯 量 曲 率 的 紧 致 流 形 是 一 个 K(x, 1) 当 
且 仅 当 它 是 平坦 的 . 

当 dim M = 4 Ff, AEO Schoen #1 Yau [SY91] 证 明了 ， 

30. 证 明 一 个 具 正 纯 明 曲率 的 紧 臻 单 连通 的 3 维 流 形 FH Fh al 
胚 于 球面 。 Meeks-Simon-Yau [MSY] 证 明了 两 个 3 OER 
(fake three-spheres) 的 连接 和 不 容许 具 正 Ricci 曲率 的 度量 ， 
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H, R Hamilton [Hm1] 证 有 明了 一 个 具 正 Ricci HEME 
至 3 难关 形 微分 同 有 是 于 一 个 空间 形式 ，。 

31. 分 类 RY DAs ee Rae. EES SE 
AET s Be Mea. PAASE SH, HEH Cheng-Yau 
[CY1] 证 明了 的 ， 

32. (Yamabe) TEAR AMA EE Sa RB 变色 一 
+ Bois oe HRA He, Yamabe [Yam] 发 表 了 一 个 证 明 ， 但 
N. Trudinger [Tr] 在 Yamabe 死 后 发 现 了 一 个 错误 。 然 上 而 , 正 
如 由 Trudinger 所 整理 的 《也 可 克 Eliasson [EL]) Yamabe 原 
来 的 证 明 可 用 手 一 天 类 度量 。 

Aubin [Au] 在 5 之 5 的 情况 下 证 明了 惕 大 的 一 类 的 情形 , 

RIL, R. Schoen [Sc2] 解决 了 剩 干 的 情况 ,因而 完全 解决 了 
Yamabe 7948! 他 的 方法 是 整体 的 并 利用 了 淮 广 的 正 质 晤 定理 
[$¥8], 

现在 我 们 想 了 解 Yamabe 问题 企 完 备 的 非 紧 流 形 上 的 情况. 


当 流 形 为 S 威 去 一 个 Hausdorff 维 数 小 于 Z 一 1 的 闭 子 集 时 ， 


Schoen 站 是 信人 存在 一 个 其 常 正 纯 量 曲 率 的 完备 共 形 平坦 度量 .他 
能 驶 在 该 集 为 多 于 1 的 有 限 个 点 的 稿 况 下 解决 这 一 问题 。 


Il. 曲率 与 复 结 构 


33. 设 M A AAR See KHG UR Be Kahler W, WIEM R 
全 纯 同 是 于 局 部 对 称 的 Kahler EE, 至 少 当 Ricci 曲率 正 的 情况 ， 

ARR EMI IEA, M RAAT CP’, 这 是 已 被 
Mori [Mo] 和 Siu-Yau [SiY1] 证 明了 的 Erankel 478, 

= a = 3f, Bando[Bn] 证 明了 是 对 的 ， Mok 和 Zhong 
[MZ] 证 明了 对 任意 的 wx, 若 M 是 Kihler-Finstein 的 ， 则 M Æ 
Hermite 对 称 空间 . 

最 近 , Cao 和 Chow [CC] 在 曲率 算 子 非 负 的 较 强 的 假设 下 
证 明了 这 一 猜想， 刚刚 前 不 入 ，Mok LME] WRH TENAR, 
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Ad lest: 此 室 弄 如果 仅仅 假定 M 的 切 从 在 代数 几何 的 意 
X PEGE., MANEA EEEE TE nR? 

34.1% M A— RIE ee RSE. 非 基 的 Kahler MÉ., jA 
证 M M4 AT Oe. 

RAIVESAA BEEBE Stein H H RARE ERJ, Greene 
M WulGWuj 证 明了 M Æ Sten 的 。 SEP RTE CY 的 几何 
条 件 可 而 Siu-Yau [SY22]. 

MDB SE AY, AWS a M 为 一 也 心 " 为 纤维 
HRE Hermite 对 称 空间 上 的 余 纯 向 量 从 . 

世 可 以 茹 俐 此 问题 的 代数 几 条 的 陈述 

人 们 也 可 回想 到 下 面 的 问题 : 每 一 齐 性 Kabler 流 形 为 一 以 
齐 性 有 界 域 为 底 , 以 平坦 的 并 性 Kihler 流 形 和 一 个 单 连通 紧 致 齐 
性 Kabler 流 形 的 对 积 为 纤维 的 全 纯 纤 维 从 ， 

35. 设 M 为 具 仙 的 双 截 由 率 的 完备 、 单 过 通 的 Kabler 流 形 ， 
试 证 M 是 Stein 的 。 

其 至 还 不 知道 M BER AMAR REA? 它 
们 是 非 音 连通 吗 ? B， Wong 指出 可 把 高 维 的 坷 题 化 为 曲面 的 情 
Mh. 

36.34 M 32528. BAAR ALA FRAY Kahler 流 形 ， 那 
AVEG ET SICH Zariski Fo FM 具 负 双 截 曲率 ， 
M 2 GRAB Bie 

Belt, Siu 和 Yau [Si¥3] WERT “4etdh ASRS fe w 
时 ,第 -一 个 问题 的 回答 是 青 定 的 ， 

关于 第 二 个 问题 网 [LY2], [Ko], 

37. 设 M AR fh Bon Ep Re Kabler RIB, ur 4 
dimcM > 1, H M 是 刚性 的 , 即 M 只 有 一 个 复 结 构 。 

ai M 被 复 2 ERR ABE, Yau [Y1] 利用 Kahler-Einstein 
Be ft St Mostow 的 定理 征明 了 这 一 狂想， 在 M 强 负 ”的 人 根 设 下 ， 
Siu [Si] 证 明了 猜想 的 更 一 般 的 情况 。 

38. 设 M ARAE 过 一 1 I. 完备 的 Kabler FE, 
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HEM 上 在 在 有 界 的 全 纯 函 数 ， 

最 好 能 够 证 明 存 在 台独 CC* 中 的 有 界 域 上 的 分 支 浊 入， 

在 Riemann 流 形 上 相应 的 问题 是 寻找 有 界 调 科 阔 数 。Ander- 
son [An] 和 Sullivan [Su3] TEARS ie BAT A fre Ee EA 
单 连 适 、 完 备 的 Riemann HJE |. WAARA 9 bhg Dirichlet 
问题 可 和 解 。 上 月 是 唯 --- 的 ，[ 和 Anderson FJ Schoen [AnS] JiliE-— 
步 证 骨 Martio MAMI MAR BAS ET. 

39. 设 M 具 正 的 第 一 Chern 类 , M 不 容许 任何 爹 纯 向 量 场 ， 
W M 容许 一 个 Kahler-Einstein 度 生 ,这 一 靖 想 是 用 Calahi 提 
出 的 [Cal], 

一 个 有 关 的 进展 是 Levine [Lev] 给 出 了 一 个 不 容许 任何 
Calabi [Ca4] BM FRR SA Re Kabler He. 

40.1% M 298 Ricci 曲率 0 的 完备 Kahler FEE, BIE M 为 一 
紧 致 Kahler WI Zariski MÆ. 如 果 这 是 对 的 ,我 们 将 可 以 用 代 

41. 将 所 有 的 具 零 纯 量 申 来 的 紧 致 2 维 Kabler 曲面 分 类 
(T¥2]). 

41 M O-PS RE eit. M 是 否 容许 一 个 
Kahler Pf? M. Rerger if: 1955 年 Serre 给 他 举 出 了 一 个 民 
例 , 其 中 mtM) #0, W [Bs], 

对 流 形 上 欧 任 一 闪 结 构 , 可 定义 一 个 近 复 结构 ， 皮 过 来 ,对 任 
一 近 复 结构 ,人 们 或 许可 以 找到 一 个 相应 的 伯 结 构 , 是 否 近 复 结 构 
fH} ie TE A ee Pie eee 甚至 对 于 Cee’, 
人 们 还 不 知道 这 后 一 问题 的 答案 。 昌 然 Moser [Mos] 证 明了 辛 
入 构 的 单 参数 族 的 所 有 元 素 在 微分 同 奈 下 是 相互 共 斩 的 。 

VER THEA] K, Gromov [Gr6] Al Dozer AICS, 

43.142 O% CY haa ik, Cheng 和 Yau [CY2] 证 明 
了 号 上 存在 典 则 的 Kahler-Einstein 度 是， 在 一 般 的 和 条件， 如 
DO E C 下 ;此 度量 是 完备 的 ， 是 否 此 度量 总 是 完备 的 ? 

Feit Mok-Yau [MoY] 证 明了 一 个 有 界 趟 具 完 备 的 Kahler- 
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Einstein 度量 当 且 仅 当 它 是 氢 凸 的 ， 这 样 ， 就 需要 进一步 研 鹤 此 ， 
度量 的 边界 性 质 ， | 

44, 研究 Teichmiler 空间 上 由 Cheng-Yau [CY2] 所 构造 的 
Kahler-Einstein 度量 , 它 和 Bergman 度量 之 逆 有 什 委 关系 ? 一 般 
地 , 若 一 个 区 域 不 全 纯 同 是 于 区 域 的 乘积 且 攻 盖 其 一 紧 致 Kahler 
WE, A Kahier-Finstein PREHEAT Bergman 度量 ? 

利用 [Y4] 中 的 Schwarz 51, BICLIEHS S$ @ ay Kahler- 
Einstein 度量 总 是 强 于 Caratheodory EB, Chih Hint Tei 
chmuler 度量 (必须 将 Schwarz 引 理 推广 到 Finsler E E), 

45. i$ M 为 一 揽 维 数 入 的 E y Kabler-Finslein FB, HE 


负 的 纯 量 曲率 ,Yau [Y1] 证 明了 {一 D ANED cpc 
(DNCP, M 上 还 有 其 它 这 类 Chem ARERI? N= 4 hi, 
Bourguignon HER CGM) IER, 

46. (Calabi) 设 “为 CY 上 的 实 值 函 数 使 得 der -ae _ 一 1 


Bete 
H) I goog oe 定义 了 一 个 完备 度量 ， 汪 有 明 这 度量 是 平坦 的 
CW LCA2}). 


这 个 问题 的 困难 在 于 CY 的 自 同 构 群 太 大 ， 

47.1% M 汶 具 正 的 侈 纯 截 曲率 或 正 的 Rice: HRA Ka- 
hler MÉ, AiE M EA HEEN, B M EY FEP a EI H — AS A E eh 
线 来 连接 . 

48. 设 M 为 一 具 负 截 曲率 的 紧 致 Khler HB. RUE M A C 
的 有 界 域 为 覆盖 空间 。 人 们 也 许 能 证 明 一 个 较 弱 的 命题 : 4 的 
ABER ARS ARS oe ee Cl Mostow-Siu [MS] WH 
Fh 

49.1% 对 ,为 一 Kahler MASSER, east 为 M, 的 典 则 
Kahler-Einstein EFS, TH 好 ;的 退化 点 处 2s? BHA He 

了 的 补充 

a) 我 们 能 给 出 什么 拓扑 假设 使 我 们 可 以 断言 ,一 个 给 定 的 4 
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维 可 微分 深 形 是 否 容 评 一 个 复 竺 构 ?【 特 别 地 ,我 们 能 否 打 逢 地 刻 
Ry BBS LAR AY Re a) ee a? 这 样 的 曲面 必须 以 欧 氏 空 闻 为 拓 提 
Hw 3CM) 一 CiM)>0, 这 些 条 和 件 是 充分 的 吗 ?) 若 存在 
两 个 复 结 构 ,我 们 是 否 总 能 够 将 其 中 一 个 形变 为 另 一 个 ? 

基 否 每 -- 个 单 连通 的 4 RMR BS RAH Ale 
Ex AY HEBERT (connected sum}? 

b) (Kodaira) 证 明 每 一 紧 臻 Kahler 琉 形 可 形变 为 一 个 代数 
Re, RAHA AAO BURA WOM, C) #09 

c) HRI (superstrings) 的 物理 学 家 们 想 构 造 一 个 第 一 
Chern 48%) 6, Euler HERD + 6, 8 AG at Kabler ME. 

这 种 流 形 的 某 些 例 子 可 岗 Yau LY5]. 

Ul. FRE 

50, GEA R’ 中 的 紧 致 曲面 是 刚性 的 , 即 我 们 不 能 找到 R? a 
而 的 连续 族 使 得 它们 互 租 间 是 等 距 同 胚 的 ， 或 者 是 仅 要 差 一 个 刚 
性 运动 。 

这 是 一 个 古老 的 问题 , 车 我 们 考 上 处 多 面体 曲面 ，R, Connelly 
[Co] 给 出 了 一 个 反例 ，。 Sullivan HERSEK ROAR 
{ 带 符号 的 ) 在 等 度 形 变 下 是 不 变 的 。 

在 光 斌 的 情况 ，Cohn-Vossen EBA T MERRE, L. Ni- 
renberg [Nir] 作 了 推广 Cohna-wossen MBRWSR, SRE 
[Kt 一 4x 的 曲面 ,他 在 不 存在 多 于 一 个 闲 渐 近 (asymptotic) 线 
的 假设 下 推广 了 Cohn-Vossen 的 结果 。 ”关于 实 解析 情况 的 结 呆 
首先 由 A D. Alexandrov [Al] #3, 

31.72 M 为 基 一 给 定 的 紧 致 直面 到 RF 中 的 全 体 唐 人 所 构成 
的 空间 。 试 证 M 中 和 色 含 那些 无 穷 小 刚性 "浸入 的 子 空 间 在 以 中 
处 于 一 般 位 置 【〔generic)j， 我 们 能 描述 它 的 补 集 到 9? RE. ATE 
ESS HH A Fe AS eT ERY A 

52, Nash tA EERIE T E TE RSE RARER S 
间 ;, 但 它 没 童 给予 我 们 这 一 其 入 的 几何 迁 质 。 例 如 ,我 们 希望 证 明 
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—/P BOR A Ricci 曲率 和 正 肉 射 半径 的 完备 流 形 能 够 谋 人 入 到 较 高 
维 的 欧 氏 空间 中 使 得 平均 曲率 古 有 界 的 . 

53, 我 们 能 够 推广 Weyl Ao BRA E Sil rey HE LTS 

PiE BEE HA A RN RE A SBA 
NONE 维 欧 氏 空 间 中 . 

一 个 困难 是 对 于 这 种 淄 人 的 不 唯一 性 缺乏 了 解 ，P，Griffitha 
最 近 得 到 关于 这 个 问题 的 一 些 新 的 结 BGY], 

54, 给 定 一 2 Me LAA PPR EE RN 
AEG IRE) 的 一 个 能 够 等 度 镀 人 RS 的 邻 域 ? 

MERE Ce RARER mR, ABER RRI. 
MEA Gh MA LY Pogorelov [Pg]. a 

C. 8. Lin[ Lol, 2] 证 明了 当 VK +0 和 度量 是 C pI A 
RH K >or ANA hka HEEE C” 时 ,这 是 可 能 的 

55. 我 们 称 一 个 得 形 到 RY AERA ER A RA AT 
每 一 法 线 的 第 二 基本 形式 至 少 有 两 个 同 号 的 非 零 特 征 值 ( 见 Ta- 
naka (Tal), 2EASAE RHE SE RA. CERES 
tHE BAGH (congruent)? Cohn-Vossen AURIS A SA 
说 下 的 正 而 推广 是 什么 2? 4M 是 具有 限 面 积 的 RAS 36 A h 
ERA KAAS IE, Ji M 是 否 是 区 性 的 ? 

56, 著名 的 Efimov 定理 [Ff] 说 在 R 中 没有 任何 曲率 < 
sce tito, Fe Ae R 中 存在 一 个 Ricci 曲率 S 
的 完备 趋 曲 面 ? 见 [Y3] 和 [R]. 

我 们 也 试图 推广 Hilbert FE, 是 否 N 维 双 有 曲 空 间 形 式 能 够 
FEE RAE] RIN te : 

Xavier [X2] 证 明了 一 休 非 初等 的 《non-eletmentary ) AYN # 
完备 双 了 曲 访 形 不 能 等 度 温 和 人 到 RY h, 

另 一 个 问题 是 尽 中 天 一 一 1 的 曲面 的 奇 点 性质 CU, Hopf 
[Ho]), TE SATE Rh, RMS 
K = —] PRAT EN GRATE? BOT FESR oR ATH GR 
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EA ash. 

37. SR AA See . RG A Be a SE RAB Ry 
ISP ARBOR. NRA SHS FARE. Iba 
关 的 是 给 定 Gauss ASE AY Dirichlet fa) Hi, 

58. 回顾 一 个 Weingarten GHP ESHER H 
Hi 38 K RE RP RA pK, H) 一 0 Od, WHO He 
MT A LAE at see 2k. RARE AE  E RB GH a ee fk 
SETH] AUR A 4 = Cai, ROR LEERY, CR, 一 般 地 ， 
Voss 能 证 明 一 个 亏 格 为 零 的 实 解析 Weingarten 紧 曲 面 是 一 个 
旋转 曲面 ( 见 Hopf io]). 什 么 是 高 亏 格 的 紧 致 . 实 解析 Weingar- 
ten 上 曲面? 它们 必须 具 亏 格 1 AWTS RE eee 

Wente [We] py Hopf 狂想 的 反例 ( 见 问 题 53) ce fe 1 的 
解析 Weingarten 部 面 , 娅 不 是 等 曲面 也 杀 是 旋转 此 ii, 

Hopt 下 明 了 对 于 一 个 亏 格 为 大 的 闭 的 实 解 机 Weingarten 


GT, SE OXE hey ha DUE HM) CORE LER, —1, (+ 


Ly, kel ho, Kee Pom 4S SMe Weingarten 
H i AS 1 RT? 

另 一 个 间 题 是 给 出 一 个 e 中 由 代数 多 其 式 所 确定 的 紧 致 曲 
面 的 内 北 刻 划 。 我 们 怎样 用 庶 盟 的 不 上 变量 来 表示 多 项 式 的 次 数 ? 

59. ta YR EAS (ee. 寻找 合理 的 的 条 任 以 保 汪 我 
们 能 找到 R? 中 具 指 定 号 格 同 时 六 均 曲 率 ( 或 曲率 ) 为 的 闭 曲 面 ， 

F. Almgren 棍 出 了 下 列 见解 ， 

对 于 “适当 的 ”4 我 们 能 够 在 R! 的 有 界 开 集 4 的 集合 中 求 下 
TUFF ARRA 

F(a) = | hde* — (04 的 面积 ) 

来 得 到 具 平 均 曲率 不 的 RO? AS BROCE TRIE OA, 

上 将 是 一 个 适当 的 范 数 ， 例 如 ， SCERRI ARN, O E 
可 和 的 且 supF 之 0。 然而 下 与 极 值 曲面 04 的 亏 格 之 间 的 关系 
还 不 清楚 ， 

+3/2¢ 


-事实 上 ,这 个 问题 是 一 类 极 小 分 荐 问题 的 一 个 特殊 情况 .这 类 
问题 可 见于 [Alm?] 及 Sir W. Thomson (Lord Kelvin) [Th] 
的 工作 。 TE ARE MR i] F, Bakel’man[Ba] 和 Treibergs- 
Wei (TW] SPS SA ERE Fe i) 

60. (Willmore [Wi 12 M WRAS R paged 2 Fe. 


的 


RHA. EF j > let BEARER M 可 以 从 
圆 环 面 经 Mobius 变换 后 得 到 ? Bik, Li-Yau(Liy2] 定义 了 一 个 
曲面 上 的 共 形 结构 的 共 形 面积 的 概念 。 他 们 证 明了 | P 不 小 于 


这 个 面积 利用 这 一 点 ,他 们 证 明了 | > 6x 及 | He 2 


MILER FHA Csquare torus), 

61, (Alexandrov [AR] JE SH ROMAN. Aas 
的 内 在 半径 以 1 为 界 , 那 么 3 的 最 大 可 能 面积 是 什么 ? 

62. (Milner [Ko HS ARAA] R 中 的 完备 韭 紧 册页, Ais 
2, YCEE, 试 证 在 上 |i 一 4.) RABAT SO RK 
变 号 或 K = 0, | 

63. (Hopf) iE—-*+ BEE SRE SB) R pe 
入 等 度 同 构 于 S. 

Hopf LIET EREHE TF E Hath T S, Alexandrov [Al] 
Er ERABE TATIER, Hopf [Ho}), Reilly LR] 给 
出 了 男 一 证 期. 

Bik, H. Wente 证 明了 Hopf 猜想 是 不 对 的 1 特别 她 ,他 证 
HSA RAE ROAR A, 

64, 证 明 Caratheodory 猜想: R 中 的 每 一 个 泌 的 此 曲面 都 
至 少 有 两 个 脐 点 .在 实 解 析 的 情况 Bol[B1] 和 Hamburger [Ham] 
箔 出 了 证 明 , 但 技 来 有 人 提出 了 怀疑 一 一 见 Klotz [K] 的 更 正 。 

65. CTE MTP BSED ERR CRE M 的 秩 使 得 
WM 是 局 部 对 称 室 何 时 该 定义 与 所 有 的 相同 哆 ? kM 中 有 一 个 
A WEA AIBA AA 2 维 平面 .我 们 能 找到 M PATRAS 


EE FE 


地 环 面 吗 ?{ Gromoll 和 Wolf [GW], Lawson 和 Yau [LY2]. ) 
车 M 的" 秩 ” 大 于 1, AMHA M 有 强 的 度量 刚性 .。 我 们 该 怎样 
描述 这 个 刚性 3 l 

a8 —- tif eli 4 Balliman, Brin, Eberlein 和 Spatzier [BBE], 
[BBS] 证 阴 是 对 的 . 

66. (Kuiper) 设 MOO RP HY EAEn. M 第 
GBA RA Wy IR SS Sl EE Ee 
分 成 两 部 分 吗 ? 

W, Kuiper 在 Chern 纪念 论文 集中 的 概述 ， 


IV. i 


67. (Kac) 设 2.12, RHP RR. ETT La- 
place 算 子 作用 于 28 oO. 的 具 堆 边界 条 件 的 函数 有 祖 同 的 特征 
HOTHER). MWA 人 是否 与 8; SE he 

这 是 一 个 古老 的 问题 ， 对 于 闭 流 形 ,我 们 可 提出 类 似 问 题 , 然 
mH» SBE Gea. Milnor [M2] Al Vigneras [V] 给 出 了 反例 ， 
BAAW TAHA 2 维 反 例 . 

Urakawa [Ur] 证 明了 存在 RCo S 4) BNA CSE RR, 
关于 Dirichlet 间 题 和 Neumann 河 题 都 其 有 同样 的 谱 ， 但 不 等 
EAH. 

68. 在 问题 67 h, Bik 和 o 的 谱 在 除去 有 限 个 外 都 相同 ， 
那么 这 两 个 谱 是 否 是 相同 的 ? 4D ARES BER (density 
zero) 无 限 集 时 我 们 可 加 类 似 的 问题 。 

69. 设 a2) 为 一 紧 致 流 形 工具 同一 Laplace Hi Zs 
EK. WE g(#) 是 相互 等 度 的 . 

Guillemin 和 Kazhden [GK] 证 明了 当 流 形 为 具 负 曲率 的 
曲面 或 当 维 数 大 于 2 的 但 满足 适当 的 负 Pinching 条 件 时 这 是 对 
AY. 

Gordon 和 Wilson [GWi] #223) [—Be hie LAE 
JFE MLAN ESE BR. o>, PTR CARJA E oe eS 


» 374° 


RE EIERS. 
70.120 = R’ 中 的 有 界 域 ， Aa J a Me AF i fa EA 
pet Fee A BEC 从 此 这 后 各 都 计算 重 数 在 内 )， 


dort 


> areala” 
这 是 用 Polya [Pol] 提出 的 , 并 证 明了 @ 能够 销 砌 (tile) Ra 
的 情况 ， 我 们 也 可 以 对 Neumann 问题 提出 类 似 的 问题 《把 不 等 
号 换 一 个 方向 ). 
Wey) 的 渐 近 公式 告诉 我 们 u ~ 一 4 号 ,i 和 Yau[LiY31 
Area(Q)} 
证 明了 


Ai 


Sta _ 2K 
i Areal 0Q) 


FACE Li ASA Pk E AW. 这 说 明 在 平均 的 意义 
下 Polya FARR, 
71. 设 对 为 一 2 维 里 致 证 曲面 .我 们 能 否 找到 一 个 万 有 常数 

C 使 得 

好 一 Clg t+ 1) 

is Area( Mf)” 
XE MS. AM AARET S fe a(M) 不 大 于 
a(S)? 这 里 8 BERRA ao A eee, 


4 j=] nh ANAS. Hersch [He] ERR M 与 
S 微分 同 胚 的 情况 ，Yang 和 Yau [YY] 证 明了 对 WEH, g> 
0 的 情况 . 最 近 , P. Li 和 Yau [LiY4] 对 于 不 可 定向 曲面 找到 了 
VAT. 

72. 研究 曲率 闹 且 有 界 ， 体积 有 限 的 完备 访 形 的 离散 谱 , 慎 么 
时 候 它 是 非 空 的 ? 它 的 渐 近 性 质 是 什么 ?与 阅 测 地 线 有 什么 关系 ? 

i M = {x,y € Ry 之 ovr, 这 里 了 为 SLO, Z) 的 


一 个 Congruent 子 群 ,有 一 个 老 的 猜想 是 u 至 少 是 二 Selberg 
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[Se] 证 明了 Ay = 去 


研究 有 具有 限 体 积 的 一 舰 完 备 流 形 的 连续 谱 也 是 很 重要 的 .我 
们 需 望 对 于 这 些 流 形 能 得 到 某 种 类 型 的 对 王 炳 加 算 子 的 L* 指标 
定理 ， 

73. 2 维和 3 维 的 具 负 曲率 的 紧 致 流 形 的 谱 的 竹 质 是 有 很 大 
AS. Miis R. Schoen [Scl] 证 明了 对 于 汪 足 一 1 委 居 ws 之 一 全， 


ae (0, 1) 的 紧 致 3 维 流 形 M, aS awe 这 里 C 为 一 个 仅 
依赖 证 4 KR BOT SEES EL AICI Schoen-Wolpert- 
Yau [SWY]). 

GM 是 3 PMSA, UVC MY 是 上 方 有 界 的 ? 

74. 设 MARSH. 4S aes HM HB, Lei} 
为 对 应 的 特征 函数 ,对 每 一 个 i, (el bie) = 0} 为 一 个 1 维 的 可 
求 长 的 单纯 复 形 , 设 L ICOK TREER lim inf 2,7 (L) 
有 仅 依赖 于 人 的 面积 的 下 下 界 《 这 是 由 Bruning [B] 独立 地 得 
到 的 ). 

要 寻找 imsup W 2 (Li) 的 上 界 似乎 更 为 困难 ， 

75.5. Y. Cheng [Cn] 证 明了 对 于 一 个 紧 致 曲面 , 4 的 重 数 
AA DURE RS ROL. RATER RE SI 
情况 吗 ? 如 朵 没有 什么 修改 ,这 四 来 是 不 对 的 ， 正 确 的 描述 是 什 
208? 对 于 一 个 给 定 亏 格 的 紧 致 曲面 ， 我 们 能 给 出 一 个 显 式 的 
Hee ff BAF) 1 eee Se 

76. 设 M 为 一 个 紧 致 流 形 , fe i=l, 2,10 X MER La- 
place 的 特征 通 数 ， 试 证 下 的 稳定 点 数 随 i h. 

77.12 O% R 中 的 有 界 域 . 记 alg) 和 (90) 为 Laplace #4 
FrATWwAAKN SH RASA EK. ERA 

ala) < aD). 
ale) ~ a(D) 
REDE RPA. LSARIERE o 为 一 个 圆 盘 ， 
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这 将 意味 着 我 们 由 知道 鼓 的 两 个 音调 可 决定 该 鼓 是 否 是 是 
的 . 详 见 [PPW] 

.koOAR 中 的 有 界 吓 域 ， 设 请 为 零 边 界 条 件 的 Laplace 
STA RAR. ERAS, RUSE eR (nodal line) (AE IE 
-to ay ek, 

Bi, C. S. Lin 证 朋 了 车 上 山区 域 有 一 个 对 称 (symmetry) 
这 是 对 的 . 

一 般 地 ,我 们 想 知 道 结 点 线 的 性 质 。 这 一 猪 测 已 提出 很 长 一 
段 时 间 了 ， 

79. 设 M 为 一 无 边 紧 致 流 形 。 那 么 我 们 可 以 定义 作用 于 比分 
形式 的 Laplace 算 子 的 特征 值 ， 我 们 如 何 用 可 计算 的 几何 量 来 
估计 第 一 个 非 零 特征 值 呢 ? 见 Li [Li}, Li-Yau [LiY1] 利 
Gromov [Gr31 的 工作 ， 在 那里 2. 的 估计 依赖 于 区 的 直径 及 
Ricci 曲率 揭 一 个 下 界 ， 也 可 见于 Uhlenbrock [U] 的 文章 . 

对 于 具 非 负 Ricci HAAR. 1. 的 精确 的 下 界 见 Zhong- 
Yang [ZY]. 

80.《Schiffer 狂想 或 Pompieu 问题 ) 设 避 为 E 中 的 一 个 光 
清 的 有 界 域 。 设 为 一 满足 Neumann 边界 条 件 的 Laplace RT 
的 特征 函数 ， 若 了 在 边界 上 为 常数 , 试 证 如 为 一 个 图 盘 . 

这 问题 与 下 面 经 典 的 问题 有 关 ， 

给 定 R 上 的 一 个 函数 了 及 一 个 有 界 域 8， 若 我 们 知道 所 有 
f 在 避 经 欧 氏 运动 后 的 象 域 上 的 积分 和 仿 ， 我 们 能 给 出 f 吗 ? 

最 近 的 工作 可 见 Bernstein 和 Yang 的 文章 . 

IV 的 补充 . 

a) 估计 特征 值 闻 的 差 是 一 个 有 意思 的 问题 L Singer, B. 
Wong, S. T. Yau 和 $. S.-T. Yan[SWYY1]1 证 明 对 于 R" pi 
i bony Dirichlet 问题 有 


n’ 
加 


xd HOMBRE. 
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我 们 能 否 将 此 不 等 式 改 进 为 
A 一 Ay = 3z" ， 
E 

使 得 等 式 在 区 间 上 成 立 ? 

b) 在 2 维 球 面 上 , ACS) HBR SE SCH fen3)， 在 此 
twit, PREGA a AP BAT? 

c) H Bay Riemann 流 形 M (OM 可 能 非 空 集 )， Weyl 公式 
给 出 了 ay 的 渐 近 展开 式 的 第 一 项 ， 丁 淫 淘 近 展开 的 低 次 项 是 
个 基本 的 问题 . 

[vrii [Iv] #2 Melrose [Me] FX AMR HRS THE. th 
1ER, — AH RE a RY AP RE DS eT it B. 

d) i& {hji = 1,2, :为 一 正 实数 的 递增 序列 ， 什么 时 
fe iul HER AE E Riemann 流 形 的 特征 值 ? 一 个 明显 的 条 
件 是 14 让 满足 Weyl 的 渐 近 公式 。 由 维 数 计算 (局 部 地 :一 个 度量 


是 Ce + ale FW) pase ee me WA EIR SE ay 之 间 的 关系 ， 


e) “wo R FRAAI, P XE PAE Brascamp 
和 Lieb [BrL] 证 明了 logy 29— MHA. 我 们 能 够 将 此 推广 到 
Riemann PRAGA lee . 

也 可 见 Korevaar [Kor]】 Æ Caffarelli 和 Spruck (CSp] 的 
工作 . 
D EM 是 一 个 完备 的 非 紧 致 流 形 , 那么 谱 一 般 不 是 离散 的 ， 
什么 时 候 Laplace 算 子 有 相应 的 特征 函数 属于 LIM) 的 特征 值 ? 

我 们 希望 下 面 是 对 的 | 

(1) SM BHA K SOM, M 没有 一 个 纯 点 谱 , 

Escobar [Es] EHS M 在 一 个 紧 集 之 外 是 旋转 对 称 时 这 是 
对 的 . 

(ii) M 没有 特征 值 ， 如 果 对 是 完备 单 连 通 的 且 一 C 二 
Ka—l, 

Gi) M 有 无 限 多 的 特征 值 , 如 果 M 是 完备 的 , 具有 限 体积 ， 
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-Ck <0, 

KEEFE M 是 曲面 时 也 未 解决 。 当 M 是 对 称 域 (在 算术 
TE MARE H Gii 是 对 的 . 

g) 证 明 一 个 完备 非 紧 流 形 M 是 双 昔 的 ,如 果 lim 2,(@;) > 0, 


这 里 489;} 为 M 的 一 个 紧 致 域 的 穷竭 Cexhaustion) 序列 ， 
V. 与 测 地 线 有 关 的 问题 


81. 试 证 每 一 个 紧 致 流 形 都 有 无 穷 多 闭 测 地 朗 ， 

这 是 一 个 古老 的 问题 ，Klingeaberg 广泛 地 有 奔 究 了 这 个 问题 
并 得 到 许多 深刻 的 结果 ， 当 x({M) 有 限时 见 他 的 我 [KK&1. 

Baliman, Thorbergsson #1] Ziller [BTZ】 在 不 同 的 几何 和 
拓扑 条 件 下 研究 了 闭 测 地 线 的 存在 性 .Hingston [Hil WEH T iB] 
伦 航 为 工 的 对 称 空间 工 的 短 调 地 钱 的 存在 性 ， 其 中 度量 接近 于 标 
准 的 度量 . 

82. 设 M ERAN ARH. AM 同 伦 等 价 于 环 面 ， 
试 证 M SFY, 

这 是 由 E. Hopi 提出 的 狂想 并 且 他 证 明了 2 维和 的 情况 ， L. 
Green [Ge] 证 明了 M 的 总 昌 率 必须 非 正 ， 且 只 有 M 平坦 时 为 
F. 可 以 相信 没有 共 辑 点 的 紧 致 流 形 的 基本 群 是 指数 增长 的 除非 
证 形 征 平坦 的 ， 

83. 试 证 除 SY 以 外 的 秩 为 1 的 其 他 对 称 空间 的 Blaschke Jë 
E. 对 于 球 匣 这 蚌 通 过 Green, Weinstein, Berger, Kazdan 和 
Yang 的 努力 所 得 到 的 (确切 的 历史 见 [Bs]), 

84. 证 朋 紧 致 调和 流 形 基 对 称 的 . 

一 个 访 形 称 为 调和 的 ,如 果 小 半径 的 测 地 球面 有 具 常 平均 曲率 ， 

85. 设 M 为 具有 限 基本 群 的 紧 致 流 形 。 能 否 在 其 上 找到 非 双 
曲 的 闭 测 地 党 (non-hyperbolic closed geodesic)? EW, [K1] A 
Ballman-Thorbergsson-Ziller 的 次 音 [BTZ]. 在 [BTZ] 中 证 明 
T. WM EIREANN, HATH Ricci 曲率 ;那么 M 上 存在 一 
MIEREA Ad UR. 
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86. a M iS ie AT NAR. SH RARER Pe 
的 下 界 佑 计 . 众 所 周知 ， “i N= 2 iit, Lusternik-Schnirelmaan 证 
FAT EAA IAUERA FREE CILS)). 关于 这 一 问题 
的 二 况 见 [K1]. 
87. 将 Loewner 和 Pu 的 不 等 式 推广 到 高 维 情况 . 二 维 环 面 时 
的 Loewner 不 等 式 汶 
A 
p 
这 里 72 Ay ee SEIN AFI 52 RAS RSS TREE. C EARL 
方面 的 发 展 , 参 看 Berger [Br2], [Br3] 和 Gromov 的 工作 [Gr4]， 
iGr7}, 


— 3 


VL 极 小 子 流 形 


88. DAIL TE 3 维 流 形 必 有 无 限 多 个 浸入 航 小 曲面 ，Sacks 和 
Uhlenbeck [SU] 证 本 了 在 任何 不 以 可 缩 空间 为 覆盖 的 紧 致 流 形 
上 的 极 小 球面 的 存在 性 。Sacks-Uhlenbeck 和 Schoen-Yau [SY41 
狂 下 地 证 明了 任何 不 可 压缩 厚 面 能 够 形变 为 极 小 曲面 . 车 背景 
(ambient) PRT 3 维 的 ，Osserman 证 明了 它们 是 浸 人 的 ， 在 
ASR. GH Meeks 和 Yau[MY] 的 结果 及 Freedman, 
Hass 和 Scott 最 近 的 工作 知 它 们 实际 上 是 矢 人 的 . Meeks-Simon- 
Yau 的 工作 也 表明 了 ,从 3 维 紧 致 流 形 的 任何 紧 致 曲面 出 发 ,我 们 
能 够 在 它 的 合 痕 类 Cisotopyclass) 中 极 小 化 它 的 面积 ， 

对 于 一 个 一 般 的 3 维 流 形 Pitts [Pi] 证 明了 这 样 一 个 极 小 
曲面 的 存在 性 . 但 是 无 法 从 他 的 方法 了 解 这 个 曲面 的 亏 格 ， 

89. PRUE EEAS S 微分 同 凸 的 访 形 中 有 四 个 不 和 辣 的 极 小 髓 
和 人 球面， 在 这 方面 我 们 应 该 研究 Sacks 和 Uhlenbeck [SU] 的 工 
作 ， 

J. Li [LJ] 证 明了 在 具 接 近 于 标准 度量 的 讼 最 的 ”中 有 四 
个 不 同 的 极 小 檬 入 2 维 球面 ， 

90. 是 否 每 一 紧 致 可 微分 的 流 形 都 能 极 小 性 人 到 OS®, RSE 
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最 近 W. Y. Hsiang 和 W. T. Hsiang [HH] MA T HE 
PEER (exotic) EI S” 的 极 小 媒人 问题 . 

91. 单位 球 (unit ball) 中 是 否 存 在 R 的 完备 极 小 曲面 ?3 

这 是 由 Calabi [Ca3] HHI, Jorge 和 Xavier [JX] MX 
HARTAT ER i Sa bm ei. P. Jones [J] 
证 明了 存在 一 个 总 的 完备 复 子 流 形 ( 因 击 是 极 小 的 ), 在 单位 球 之 
中 . 

92. Rose ,里 人 的 极 小 曲面 (共有 限 寺 格 ) 是 什么 9 

MSNA DA T see SET Ccatenoid) 和 螺旋 面 Chelicoid), 或 
FP aE BF Tk A FE PPPS SS PF EA REY Te a ER AB. He 
Wt, Hoffman 4] Meeks [HM! HEH], R 中 存在 一 个 完备 的 极 小 
拒 人 和 作 曲面, 它 共 形 于 一 个 移动 三 个 点 的 方 环 面 ， 

93. 证 明 每 一 玉 中 正则 、 光 请 的 Jordan 曲线 只 能 作为 有 有限 个 
稳定 极 小 曙 商 的 边界 . 

如 果 Jordan 有 曲线 是 实 解析 的 ，Tomi [To] 证 有 明了 它 只 能 作 
汶 有 限 个 局 部 极 小 蔽 扒 的 边界 ，Tomi 的 方法 是 相当 一 蜗 的 .。 把 
他 的 方法 推广 到 边界 光滑 情形 的 基本 困难 在 于 证 朋 当 边界 光滑 正 
RUBS. ace EMEA ERROR A. SIL KAA 
Fog. 

在 极 小 曲面 有 最 小 面积 这 一 强 的 意义 下 ， Hardt-Simon [HS] 
HEART BAO MARAE. AeA ix ata FAA 
Rid HE 

福 对 边 措 作 适 当 的 抗 动 后 有 各 种 唯一 性 定理 。 它们 属于 
Böhme, Morgan, Tomi, Tromba 下 其 化 等 人 。， 

94. 给 定 一 个 简单 , FEMS TEM Jordan 曲线 。 能 和 否 揽 到 以 它 为 
边界 的 非 平 凡 的 极 小 圆 盘 的 连续 族 ? 

APPAR OP. Levy [Le] 和 Courant [Cou]; 
一 个 可 求 长 的 ,除去 一 点 外 好处 光滑 的 Jordan 曲线 。 它 是 不 可 数 
个 极 小 贺 盘 的 这 (这 一 例子 的 证 明 依 赖 于 Kruskal [Kr] Bo“ sR 


» 381+ 


至 ”，、 桥 原理 的 一 个 更 严格 的 证 了 明 是 分 别 由 Almgren-Solomon 
[AS] 和 Meeks-Yau [MY] miira H), Morgan [Mor] 找 
到 了 一 个 边界 由 4 “MOREY AH SY oh EEA RRA. | 

95. 设 为 一 旦 中 交底 的 Jordan Hik. © Rt AArER He 
KAR AMIR. WEE 哇 书 有 一 个 与 a Ai 《isotopic) 的 
曲线 of 为 的 单位 球 的 一 个 极 小 购 大 圆 盘 的 边 ， 这 一 问题 的 应 
用 将 证 明 一 个 薄片 结 (sliced knot) 是 一 个 带 状 结 (ribben knot), 

96. S 中 给 定 亏 格 的 极 小 曲面 组 成 的 空间 的 结构 有 三 什么 ? 
Lawson [L1] 证 骨 除 RP? Sb, 任何 闭 曲面 都 能 极 小 笠 人 到 S h, 
用 这 一 方法 能 够 实现 何 种 共 形 结构 ? Choi 和 Schoen [CS] 证 明 ， 
曲面 到 其 正 Ricci 曲率 的 紧 致 3 维 流 形 上 的 极 小 柑 人 的 集合 是 紧 
Sra, FUSCA REARS. SAS RE PLN > 3, 会 
Ay t+ A ae (hee 用 Penrose 的 所 【twistor) 4444], R. Bryant 证 
HATET Se RE BEE BAR S 中 . 

97, (Lawson) S 中 仅 有 的 极 小 嵌入 环 面 是 Clifford 环 面 是 ? 

S 中 有 许多 不 是 Clifford 球面 的 极 小 环 而 , 担 它 们 不 是 晓 人 ， 

出 Montiel 和 Ros [MR] 的 工作 ,这 将 有 赖 于 证 明 S AR 
太极 小 曲面 的 第 一 特征 值 等 于 2( 风 问题 100). 

98. (Lawson) 设 对 为 旦 的 航 小 嵌 人 曲面 ， 试 证 有 理由 对 分 
并 的 两 个 区 域 上 共有 相同 的 体积 ， 

这 是 Gauss-Bounet 定理 的 精巧 的 形式 .实际 上 , 藻 Mics 
为 紧 致 连通 超 曲 面 舍得 第 二 基本 形式 的 所 有 坷 次 初等 对 丈 函 数 者 
6, MAARA Gauss-Bounet 定理 即 证 明 SY 一 MU 的 两 
ASMA SARA BAAR Euler HER. HTS 中 
POE cS EG TAT A PA ES AE PA ( 23, Lawson [L3]). 

在 SYO > 3) 的 一 般 情况 下 :这 猜想 是 不 对 的 ,例如 C. L. 
Terng 证 明了 S?((P/N)*)XS"-PC((N 一 PINY) 不 能 将 St 
分 成 两 个 体积 相等 的 部 分 除非 P= N 一 P, 

99. (Chern) 是 否 S 中 微分 同 胚 于 S* RAR 
是 全 测 地 球面 ? 
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一 个 肯定 的 回答 其 会 在 假定 起 曲 阁 所 张 成 的 锥 在 KR” 中 是 
稳定 的 这 一 特殊 情况 下 也 是 有 意 尺 的 . 这 可 能 意味 着 作为 拓扑 流 
形 的 面积 极 小 的 超 曲 和 将 是 光 福 的 ， 在 锥 的 稳定 性 的 假设 下 ， 这 一 
铺 想 在 N= 2,3,4,5 时 是 对 的 , 见 【Smj， 余 维 天 于 1 的 情况 
这 一 猜想 是 不 对 的 ;网 [LO]. 

最 近 ，W. Y. Hsiang [Hs} 证 明了 上 而 猜想 是 不 对 的 ! 

100. 是 否 St aya AAR) ES BHT ~Laplace-Betrrami 算 子 的 
党 一 特征 值 为 N? 

即 信 在 N = 2 的 情形 这 也 是 未 知 的 ， 一 个 肯定 的 回答 将 意味 
着 时 的 竺 人 极 小 秆 面 的 面积 有 一 仪 依 和 部 于 二 格 的 上 完 . 这 是 
Yang-Yau [YY] 定理 的 一 个 推论 ， 

Choi 和 Wang [CW] 最 近 证 明 S** 的 极 小 嵌入 超 曲 而 的 第 


一 特征 什 至 少 是 =, 


101. 5S* 38 fr EH: fath eA RS a 

(102. 作为 Bernstein 定理 的 推广 ，Schoen 和 Fischer-Cobrie 
[F-CS] Æ do Carmo 和 Peng [DP] 证 上 明 天 中 任何 完备 的 稳定 
极 小 曲 询 是 线 性 的 。 我 们 能够 将 此 命题 推广 到 RCN <= 8) 路 的 
完备 稳定 超 曲 面 吗 ? 

103. Æ u 为 RV 的 极 小 曲面 方程 的 整体 解 , 那 么 是 多 项 式 增 
长 的 蚂 ? 

我 们 应 该 读 -- 下 Bombieri 和 Giusti [BG] 的 文章 .Bombieri 
也 提出 它 或 许 与 $S* CA) de HT Ee. ty 
F Allard 和 Almgren | AA], 

L. Simon 【未 发 表 ) 证 明了 在 其 些 技术 性 的 假设 下 ,一 个 极 小 
图 (graph) 有 多 项 式 增 长 

104. 给 出 R 中 7 维 通 积极 小 锥 的 折 扑 分 类 . 

Lawson 证 明了 这 些 锥 的 微分 同 耳 类 的 空间 是 有 限 的 且 明 确 
的 算 应 该 能 够 得 妈 ， 司 如 , 仅 从 稳定 性 假定 出发 Simon [Sim] HE 
导出 对 成 于 这 样 的 锥 的 极 小 起 曲面 Mtr 的 第 二 基本 形式 的 
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一 个 明确 的 上 秸 计 ， 类 似 地 Lr? 模 的 界 O = 2, +++, n 将 给 出 
Betti 数 和 的 一 个 先 验 估计 ， 

105. (Chern) #5 S chat hr ay RRA Re th en BR 
HRA TES. JES BEAR EARR RO Em AAR 
荐 离散 的 正 数 集 ? 

Simon [Sim], Chern-do Carmo-Kobayashi [CDK], Lawson 
[L2] 和 Yau [Y3] 都 作 了 些 工 作 . 最 近 Terng 和 Peng {TP} 在 
这 出 题 上 有 了 丙 罕 破 ， 

106. 设 M 为 曲率 一 1 的 紧 致 3 维 流 形 ,2 为 亏 格 为 的 曲面 
使 得 看 柑 某 一 连续 的 1:2 M 满足 fare (2) mae (M) 为 单 
St. Fea (ISY4] ，[SU]) 这 样 的 映照 能 够 形变 为 一 个 极 小 
mA. BBAKS RAM, Ap A EB? 

107.1% M % K cose aR GAT. Osserman [O1] 证 明 M 
的 Gauss 映照 的 象 在 8 LHRPRAG IEF BMRA FF Ae 
的 余 集 不 超过 4A Be. Xavier [X1] 证 明了 不 超过 11 个 
Fi. 基于 Xavier 的 方法 Bombieri AMER 7“ A. HE ee ES + 
AWE? 能 否 将 此 推广 到 3 维 极 小 超 册 面 ? 

对 于 R” 中 的 面积 极 小 起 曲面 的 情况 可 凤 Solomon [Sof, 

108. 说 五 为 流 形 M 中 的 面积 航 小 超 曲面 。 试 证 经 对 M 的 度 
量 作 一 扰动 , 豆 的 否 竹 可 以 去 掉 , 并 保持 互 所 代表 的 六 一 工 维 同调 
类 .与 此 相关 的 问题 见 B. White [Wh]. 

基 否 一 个 余 维 为 1 的 面积 极 小 流 的 文集 具有 op. 1. 结构 ? 对 
FTE REN RA]. ARR BERT SER CL Milani 
[Mi 这 个 间 题 的 目前 闫 沈 风 Almgre [ Alm2], 

109. 设 只 为 R” YK ER ROT RIE. 试 证 明 等 周 Ciso- 
perimetric) REA: 

Vol{Q@)*" < C,Vol(ag)*, 
这 里 
c, = Vol BOL) 
Vol(GB(1))* 
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Bl) Æ RE 中 的 单位 球 。 KR N, MoA RY 于 的 区 域 时 是 
TE WAR. 

4 Cx Rib KRAMER (GL EFF), [Almi], [AUF 
[MiS] 和 [BDG]), 

Almgren [Alm3] TERRY O09 RY PREP oT RE 
面 常数 Cx 的 不 等 式 是 成 立 的 . 

若 天 一 2, 2 单 连通 ,这 是 一 个 经 典 的 结果 , 属于 Carleman 
(li Osserman [O02])， 当 K= 2, 8 RIB, RBH. BY 
Ossevman 和 Schiffer [OS] Æ J. Feinberg [F], Li, Schoen 和 
Yau [LSY] 将 此 结果 推广 到 00 是 训 ， 连 通 的 或 至 多 包含 两 个 分 

一 个 途径 是 证 明 ， 不 等 式 的 般 值 情况 可 以 实现 为 Stationary 
integral varifold， 后 者 或 可 证 有 是 -~- 平 进 A als. if) B. White 
[Wh] 曾 研 究 过 ， 平坦 4 贺 盘 在 入 近 的 非 参 数 曲 面 中 确实 是 极 忆 
的 ， 

110. 设 为 一 紧 致 曲面 且 f;2 M 是 到 3 维 流 形 中 的 极 小 
Ati ERA RARET f 的 上 喘 照 中 睫 极 小 面积 (如 有 边界 ,我 
RER OF ARAE 8I) 不 变 )。 BIR ST 或 平面 区 域 ， 
Meeks-Yau [MY] 证 明了 了 是 一 个 殿 人 和 人. 妆 互 有 较 商 的 亏 格 时 ， 
Freedman-Hass-Scott HTE f ETP RAD F RAL 
有 后 一 假设 , 了 不 一 定 是 府 和 人 .我 们 相信 了 倾向 于 使 自 交 集 的 复杂 
性 最 小 。 估计 了 的 三 重点 数 是 招 秆 学 者 的 基本 兴趣 所 在 . 

B, Gulliver 和 Scott [GS] 证 明 最 小 面积 曲面 不 一 定 有 
BSA = BO TR. 

111. 设 fi: M1 一 M: 为 两 个 具 负 曲率 的 紧 致 琉 形 疼 的 徽 分 同 
RE. EA ART i AARTE, EA 4 EAER? n= 2 的 情 
wE h [SY6] 和 [Sa] TERA. 

对 于 s>, BRA Mia M, 可 条 件 , Calabi 已 举 出 了 反例 
“在 Calabi 的 例子 中 M: 是 一 个 环 }. 

112. TEAR (S7) 可 由 调和 上 映照 来 表示 。 A SY 换 成 具有 限 
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基本 群 的 紧 致 流 形 。 情 况 又 是 如 何 ? 

我 们 可 参考 R. T. Smith [S], 

113. +t 仿 于 几何 ) 

(a) (Chern) 给 出 优 射 几何 的 Bernstein 定理 : ANS 
WERDE (graph), aa — St Be HB. UL 2 — 
il (paraboloid). a 

(b) S23 RAN PHAR. — ie. AOR ADEE 
(HEM ASAC HAS Euler & (KL Milnor [M3], Kostant- 
Sullivan [KS], Sullivan [Sul], [Su2], $ Wood [Wol]). 


VIL OXIA Yang-Mills FR 


114. 这 是 一 个 按 Penrose 的 机 词 称 为 “ 字 测 审查 ” (cosmic 
censorship) 的 问题 . 

设 M 为 一 共度 量 Bij 种 对称 张 量 Ay; HY 3 HE HE FE, it M 
满足 真空 Einstein 场 方程 的 4 AEM EIB SAY 3 ER Se 曲 
E. 假定 g; T hn 满足 它们 分 别 作 为 诱导 度量 和 第 二 基本 形 两 必 
须 满 足 和 的 祖 容 条 任 ,在 研究 M LR Cauchy 40 gy FA, 的 真空 
场 方程 的 整体 钥 时 ， 我 们 希望 了 解 所 得 解 的 青 点 性 质 ， 或 许 这 是 
广 兴 相对 论 中 最 重要 的 待 解 次 问题 . 

是 否 一 般 地 一 个 奇 点 将 有 一 个 “地 平 线 ”{horizon)? BAR 
A aR RR” at? 

RPMS. YL Hawking 和 Ellis A945 [HE]. 

还 请 注意 Christodoulou 的 重要 工作 [Crl, 2,3,4], hit 
容 了 当时 空 有 一 ”SOL3) SEI, R—-7A Bal eB ht 
Einstein 方程 的 整体 初 值 回 题 ， 他 证 丁当 终结 Bondi 质量 M., JF 
零 时 ,一 个 质量 为 于， 的 黑洞 被 无 穷 远 处 的 真空 形式 【vacunm 
forms) 所 包围 ， 他 还 决定 了 度量 递减 的 速率 及 纯 量 场 在 “地 平 
线 " 上 的 状态 . 

Christodoulou 和 Klainerman [Cr] R AA A A EH T Min 
kowski 空间 的 稳定 性 ， 
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115. Cheeger 和 Gromoll Hi R E Ei, $A AE Rice: 
HERY Riemann 访 形 包 仿 一体 测 地 直线 r, BPA M 可 以 等 度 地 
BBA 及 XN， 其 中 营 一 个 因子 由 Y 代表 . 

在 时 空 的 研究 中 ， 证 明 下 列 串 实 将 是 有 意义 的 : 一 个 测 地 完 
eft) 4% Lorentz Wi, 如 果 在 类 时 方向 上 Ricci HAE. mie 
类 时 方向 又 包含 一 绝对 极 大 类 了 时 涯 地 线 ， 则 流 形 可 分 解 为 测 地 线 
AQ 8 <8 a BB A ER 

Beem, Ehrlich, Markvorson 和 Galloway [BEMG] TEIH 
的 条 件 下 证 明了 这 一 事实 。 他 们 假定 M 是 一 整体 双 昌 的 时 空 且 
ERA LRH, 他 们 并 未 假定 M 是 测 地 完备 的 。 他 
们 的 延明 用 到 了 S. Harris 的 三 解 比较 定理 . 

+H 3] fl, Galloway [Gal] 和 Bartnik [Barz], FRESE 
了 一 个 “无 地 平 线 " 的 条 件 . 

116. 证 明 一 个 静态 恒 旦 模型 (static stellar model) 等 麻 同 
肝 于 一 个 球面 .关于 模型 具 一 致密 度 时 见 Lindbloom [Lin], 

S. Hawking 证 朋 一 个 静态 黑 润 是 轴 对 于 的 ， 得 他 的 证 明史 
分 基于 物理 的 考虑 . 

以 Israel, Hawking, Carter 和 Robinson 的 工作 我 们 知道 
一 个 稳定 的 、 旋转 的 黑洞 必 是 Kerr WHA (Rol). S Fama 
(charged) fa Sei, RHA HAN ao BER Rie 
mann 度量 ,那么 志 有 类 似 的 问题 。，Lapedes 指出 Robinson 的 方 
法 已 元 法 适用 ,而 Jirael 的 方法 在 静态 情况 下 仍 可 应 用 . 

Masood-ul-Alam 和 Bunting [ABu] 证 有 明 ， 带 有 任意 个 数 黑 
RAZ Einstein 方程 的 静态 解 或 是 Schwarzschild 解 或 是 Min- 
kowski =j, JAE Israel 和 Robinson [Rob] 早期 结果 的 推广 。 

Bunting [Bu] 和 P. Mazur [Ma] IEH, 一 个 稳定 的 负荷 黑 
洞 是 Kerr-Newman 解 .关于 静态 恒星 檬 型 的 球 对 称 性 见 Masood- 
ul-Alam [Ala], #p Of] Lindbloom [Lind], 

117. 证明 $ EIT Yang-Mills in db ikea ke PEPER. 

XL Bourguignon #0 Lawson MJ [BL], 
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Atiyah, Drinfieid, Hitchin 和 Manin [ANHDMT 2.446 148 
We AO Be RSE YE SPER. 

118. 证 本 具有 问 定 的 Pontryagin BAS HAOS HADMA 
空间 【moduli space) 是 连通 的 。 证 明 Rt 上 L’ 可 角钢 范 场 的 
Pontryagin $i EH, 

问题 117 40 118 部 是 著名 的 ， 请 参见 Atiyah 的 精彩 文章 
LAt2], 

“Py St EEL SU(2) 或 SU{3) 为 结构 群 、 正 阶 数 (degree) 
的 主 共 时 ， Taubes [T3] IERT A RA EANA A EE A. 

119. MIB AA PR OE E hi E DS CA an E 
[SY7])。 夫 定义 严重 地 依赖 于 坐标 系 的 选取 , MAE AA. 20 
洒 我 们 用 册 率 的 适当 弟 绚 来 代 蔡 这 个 定义 ,能 得 到 等 价 的 条 件 码 ? 

这 三 由 Bartnik [Barl] 基本 上 解决 了 ,他 将 质量 定义 为 


] 
m(g) = Te | grii 7 Sia ess 


A 8] FEL Ho 39 a eR I FS Eh A 
PEE. 

120. $ E — TRIE MS), ERa AEA PR 
的 定义 ? ESR BWR REA? Ci [Pel,) 

ESSA MRP REA T Hea TR ( 见 
Ashlekhar [Ash] 和 J. York [Yo]), PE SAA TS {null 
infinity), 2S RADE e n, GL Christodulou 和 
Klainerman (fix Ais THE. 

关于 Yang-Mills 场 的 补充 ， 

ay iP ALL $U(2) 7) ia BENS Bae 4 AES EINEM, 何 
RY Fe TES aa a EAR OP 

当 PUA Se 2 SK Cintersection form) Æ IE Æ kt. Taubes 
[Tl] 证 朋 上 述 存 在 性 的 充分 必要 条 件 是 Citp) <0. 在 男 一 篇 
MEH, Taubes [T2] 找到 了 当 M 的 中 交 形 式 非 定 肥 的 必要 条 
EF. 


b) 设 M 为 具 正 定 相交 形式 的 单 连通 紧 致 光滑 可 定向 的 4 维 
ee iB He A SCE ES A], Donaldson [D1] TERRA 
EA FERED EDS C1) p-p (1), AA Freedman 的 工 
作 , 这 导出 了 REI Cexotic) $43 BREE. 

EE SU(2), 438 $U03)-2: 4, Fintushel 和 Stern { FS] 对 
其 正定 相交 形式 的 +4 维 褒 形 证 虐 了 某 些 附加 的 非 光 请 性 结果 ， 

Beit, Donaldson [D4] 去 掉 了 他 的 定理 中 M 的 单 和 连通 条 
HE. Donaldson [D3] thE HRS 4 M* 是 单 连通 的 和 旋 (spin) 的 ， 
它 的 相交 形式 有 或 2 个 负 部 ,那么 相交 形式 与 标准 形式 等 价 .在 
[D4] 中 他 将 此 结果 推广 各 ACM, A) Æ 2-48 (2-torsion) 的 情 
oh. 

c) Uhlenbeck 和 Yau [UY] EHRE Kahler 流 形 上 每 一 个 
(H) ES Ae MARAT—TPHE—AY Hermite-Yang-Mills 连 
络 ， 

d} (Thom 猜测 ?证 明 若 2 CCP 为 一 同调 于 次 代数 曲线 
AS fe A HE. MI 


SH (5) > DOW 2) 
SZD, 


e) (11/8 铺 测 ) 设 M 是 紧 致 光滑 的 4 维 旋 流 形 , 则 1 
betb] | ANR |> 1, 
| b, — È o AL} 8 
这 里 为 M 的 相交 形式 . 
SMES IH ASAT: 对 BRT K3 曲面 入 x 
全 的 连接 和 (connected sum), 
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